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Abstract: This work presents a model-based predictive control (MPC) scheme using a multi-
predictor for high-order linear systems with an unstable pole with long delay in direct loop,
the stability analysis of this type of system is difficult due to the delay size considered. To
solve the stabilization problem, as a first step a digital multi-predictor scheme is presented
that estimates the intermediate variables of the process that will later be used for the design
of an MPC controller to control the plant. The convergence of the multi-predictor scheme is
based on a static output feedback, for this reason, the conditions that ensure the stability of
an output feedback scheme are presented. The performance of the method is shown through
numerical examples in simulation, likewise, some advantages of the methodology with respect

to other controllers are illustrated.

Keywords: Linear systems, linear system observers, systems with time delays, predictive

control.

1. INTRODUCCION

El objetivo de un control predictivo basado en modelo
(MPC) es calcular trayectorias futuras de las variable de
salida del proceso y la variable manipulada, usado un
criterio de minimizacién de senales de error determinado
por una funcién de costo, (Bequette, y col., 2002). La
evolucién de diferentes estrategias basadas en MPC, que
hace uso de un modelo matematico interno y de una
estrategia de optimizacién se ve reflejado en las variantes
que ofrece, todas estas variantes se han establecido con
base al tipo de modelo de prediccién utilizado. Por ejem-
plo el control con matriz dindmica (DMC) utiliza como
modelo de prediccién una matriz de coeficientes de la
respuesta al escalén del sistema (Bequette, y col., 2002), el
Unico inconveniente del DMC, es que solo se utiliza para
sistemas estables. Otra variante de MPC constituye el
control predictivo generalizado (GPC), que ha mostrado
un buen desempeno con cierto grado de robustez, por lo
cual puede ser utilizado en el control de plantas indus-
triales. El GPC utiliza un modelo interno de la planta
basado en funciones de transferencia (modelo CARIMA)
para representar el comportamiento de la planta.

Los sistemas con retardos temporales aparecen frecuente-
mente en aplicaciones practicas de ingenieria de control.
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El problema de los sistemas con retardo de tiempo ha
sido ampliamente estudiado en la literatura y se han
presentado varias soluciones para compensar sus efectos
sobre la estabilidad del sistema. Una de las estrategias
mas utilizadas para abordar estos problemas ha sido el
Predictor de Smith (PS) (O.J.M. Smith, 1957), el cual
proporciona una estimacién de la salida futura (senal
antes de ser retardada) a través de un esquema tipo ob-
servador. La principal desventaja del predictor de Smith
es que su uso se limita para sistemas estables en lazo
abierto. Por tal motivo, algunos trabajos han propuesto
modificaciones al Predictor de Smith para tratar con
sistemas inestables. Por ejemplo, se han reportado traba-
jos que abordan procesos inestables con tiempo muerto
estabilizados por controladores clésicos (Lee, S. C, y col.,
2010), con la misma intencién, se han reportado varios
trabajos basados en modificaciones al PS, que abordan el
caso de sistemas inestables (Matausek, M., y col., 1999,
W. Michiels, y col., 2001, A.S. Rao, y col., 2005, Marquez-
Rubio, J. F., y col., 2012).

En (Herndndez Pérez, M., y col., 2020) se presenta un
multi-predictor analégico para sistemas de alto orden
con retardo, en este trabajo se utiliza Unicamente la
senal estimada antes de ser retardada para la etapa de
control, donde se utiliza un control de tipo PD/PID. El
esquema propuesto (Herndndez Pérez, M., y col., 2020)
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ofrece la posibilidad de compensar retardos de tiempo
largos e incluso, permite controlar sistemas sin limite en
el tamano del retardo de la planta. El orden (tamafio) del
multi-predictor se incrementa en proporcién al tamano de
retardo.

La propuesta del presente trabajo se enfoca en la regu-
lacién de sistemas lineales de alto orden inestables con
retardo largo de tiempo, usando una versién digital del
multi-predictor presentado en (Herndndez Pérez, M., y
col., 2020), usando un controlador MPC, de esta man-
era, uno de los principales aportaciones de la estrate-
gia propuesta en este trabajo es la utilizacion las vari-
ables estimadas intermedias proporcionadas por el multi-
predictor para el disenio y sintonizacién de un MPC, otra
ventaja de la metodologia propuesta es la reduccion del
orden del multi-predictor con respecto al orden usado en
(Herndndez Pérez, M., y col., 2020).

Este trabajo estd organizado de la siguiente manera, en la
seccion 2, se describe la formulacién del control predictivo
MPC. A continuacién, en la seccién 3 se desarrolla el
multi-predictor digital. Las evaluaciones numéricas del
controlador disenado para el esquema propuesto, uti-
lizando ejemplos, se discuten en la seccién 4. Finalmente,
en la seccién 5 se presentan algunas observaciones finales.

2. CONTROL PREDICTIVO BASADO EN MODELO
(MPQ)

El control MPC presentado en esta seccién esta basado en
la estrategia basada en observadores descrita en (Wang,
L., 2010), se considera un sistema de una entrada y una
salida (SISO) lineal de la forma:

Zm(k+1) = A (k) + Bru(k) (1)

y(k) = Cram(k) (2)
Para garantizar seguimiento de referencia y rechazo de
perturbaciones es necesario llegar a un modelo con inte-
grador embebido, por lo tanto, se denota las diferencias
de la variable de estado con un instante anterior. De esta
manera el sistema aumentado de variables de estado esta
dada por:

x(k+1) A z(k)
e =Lk, P o)
—
+ {Cfgm} Aulk)
C

—
y(k) = [Om (k)
Donde z(k) es un variable de estado donde relaciona la
entrada con la salida, O, = [0---0] es de dimensién ny
que es la dimensién del modelo de variables de estado
y las matrices A, B, C son conocidos como matrices au-
mentadas, las cuales son implementados para el disenio del
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control predictivo. El conjunto de predicciones de estado
se muestran a continuacién:

z(k+1) = Az(k) + BAu(k)
z(k+2) = A%x(k) + ABA (k) + BAL(k+ 1)
z(k+ N,) = ANrx(k) + AN~ BA, (k)
+ ANe=2BA (K +1)
+ ANe=NeBA (K + N, — 1)

Donde N, y N, son los horizontes de control y prediccién
respectivamente, el mismo criterio puede ser utilizado
para obtener las predicciones de salida:

y(k+1)=CAx(k+ 1)+ CBA,(k)
y(k +2) = CA%z(k) + CABA (k) + CBA (k4 1)
y(k 4+ N,) = CANvg(k) + CAN»~1BA, (k)
+ CANe=2BA (k +1)
+ CANe=NeBA (k4 N, — 1)
El conjunto de predicciones de salida en una forma
matricial puede ser representado como:
Y = Fz(k) + GAL (k) (3)
Las constantes que se formulan en base a las matrices del
modelo aumentado:

CA CB 0 0
CA? CAB CB 0
F=|CA | g_| CA’B CAB - 0|y
CAN» CAN»=1B CAN» 2B ... 0

2.1 Funcion de costo

Con las matrices F'y G se puede abordar el problema de
minimizacién utilizando la funcién de costo J :

J=(R=Y)"(R=Y)+ Du(k)"AAL(K) (5)
Esta funcién mide el error entre la salida estimada futura
”Y” y el punto de ajuste " R” teniendo en consideracién
los incrementos de la senal de control A,(k), A es un
pardmetro de sintonfa para A, (k). Para minimizar A, (k)
se necesita:

oJ
on ) " (©)

El resultado es el siguiente:
Au(k) = Ki(R — Fx(k)) (7)

Donde K; = (GTG + A\)7! se la conoce como matriz
hessiana (Clarke, D., y col., 1987). Solo el primer término
del vector (primer fila) debe ser enviado a la planta.

2.2 Ley de control

Se considera que en cada instante de muestreo discreto,
k =0,1,2,3,.., N, ; el MPC calcula un conjunto de
incremento de control futuros, es decir:

Au(k) = [Du(kllk)-.Lulk + Ne = 10T (8)
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Los incrementos estan definidos como (Wang, L., 2010):
Dulk) = u(k) - ulk—1) (9)

Despejando u(k) de (9) y sustituyendo (7) se tiene:
u(k) = Ki(R— Fx(k)) + u(k —1) (10)

Se obtiene la forma analitica de la ecuacién de la ley de
control (10).

3. ESTIMACION DE LOS ESTADOS

En el diseno del control predictivo (MPC), asumimos
que la informacién del estado z(k) estd disponible en el
momento k. Esto supone que todas las variables de estado
son medibles. En realidad, en algunas aplicaciones, no to-
das las variables de estado se miden (o estédn disponibles).
Un enfoque que se utiliza para predecir o estimar la vari-
able de estado z(k) desconocidas basadas en la medicién
del proceso, se denomina observador (Wang, L., 2010).

3.1 Esquema multi-predictor

El objetivo de control se establece como la regulacién
de la salida retardada mediante la manipulacién de una
senal de entrada usando un control MPC. En estas
condiciones, el control de regulacién propuesto viene dado
por, una ganancia constante K y las senales intermedias
estimadas ,,(k) que se calculan mediante el esquema
multi-predictor presentado. Considere un sistema lineal
inestable con retardo de tiempo en la entrada en la
representacién de espacio de estado:

&(t) = Acx(t) + Beu(t — 1)
y(t> = Ccm(t)

Usando un retenedor de orden cero y un periodo de

muestreo 7' = = con n € R la discretizaciéon del proceso

continuo dado por la ecuacién (11) se obtiene:

(11)

x(k+1) = Ax(k) + Bu(k — 1)

(12)

Con 7 = nT donde n es el nimero de particiones del
multi-predictor. O equivalentemente, el sistema transfor-
mado esta dado por:
z(k+1) = Az(k) + Bu(k —
y(k) = Cx(k — 1)

El conjunto de sub-predictores propuestos para el sistema
transformado dado por (13) se puede definir en la forma:

Z1(k+1) = AZ1(k) + Bu(k — (n — 1))
- KC[&1(k—1) —z(k - 1)]
Zi(k+1) = Az;(k) + Bu(k — (n — 1)) + KC[(Z;(k — 1)
= Zi—1(k)) + (#i—1(k — 1) — &—2(k))]
(14)
para i = 2,--- ,n. Definiendo los errores de estimacion:
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Fig. 1. Esquema multi-predictor digital.
e1(k) = z(k) — &1(k)
es(k) = 21(k+ 1) — To(k)
: (15)
ei(k)=2;1(k+1) — 2;(k)

Usando los errores definidos por (15), el multi-predictor
dado por (14) se puede escribir como:

i‘l(k} + 1) = A.f?l (k‘) + Bu(k — (n — 1))
+ KClei(k —1)]
Zo(k+1) = AZo(k) + Bu(k — (n — 2))
+ KC[@Q(I{Z — 1) + 61(]() 1)] (16)
Zn(k+1) = Az, (k) + Bu(k)
+ KClep(k—1) + ep_1(k —1)]
Generalizando:
Z1(k+1) = Ag1(k ) (k/’ (n—1))
2i(k+1) = Az;(k )—l—Bu(k (n—1))+

KCles(k —1) + e;_1(k — 1)]
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Se definen los errores dindmicos:

eilk+1)=a(k+1)—21(k+1)

ea(k+1) =a1(k+2) —22(k+1)
(18)

ei(k+1)=2;1(k+2) —&;(k+1)

De la definicién de las senales de error e;(k + 1) dadas en

(18), se obtiene:

e1(k+1) = Aei(k) — KCler(k — 1))

ea(k +1) = Aes(k) + KClei(k) —ea(k — 1) —er(k — 1)]
+ Bu(k —n) — Bu(k — (n — 2))

ei(k+1) = Ae;j(k) + KCle;—1(k) + e;—2(k)—
ei(k—1)—e;—1(k—1)] + Bu(k — (n— (1 — 2)))
— Bu(k — (n—1))

para i = 3,---

(19)

,n. Esto se puede escribir en una forma

vectorial:
e(k+1) =Tpe(k) — Ure(k — 1) + Tyu(k) (20)
con e(k) = [61, t aen]T7 u(k) = [u(k)’ t au(k - n)]Ta y
rA 0 0 0 0 KC 0 0 0 0
KC A 0 0 0 KC KC 0 0 0
KC KC A 0 0 0 KC KC 0 0
Yo = 0 KC KC A 0| ¥1= 0 0 KC KC 0
Lo o KC KC A 0 0 o G KC
(21)
ro 0 0 0 0
0 0 -B 0 B
UVo=|0 . =B 0 B 0
l-B o B 0 0

La convergencia del predictor digital se puede asegurar,
con los valores de K tal que el sistema (21) sea estable.
Esto se pude lograr calculando el valor de K de tal
manera que det(z] — A+ KCz71) = 0 tenga sus polos
dentro del circulo unitario. Cabe mencionar que para cada
error descrito en (20), aparece una diferencia de sefnales
relacionadas con las sefiales de entrada w(k), - ,u(k —
n), por lo que la convergencia de los errores tendrd un
pequeno error en estado transitorio o bien cuando la senal
de control no sea constante, debido a la reaccién de una
perturbacion. Observe que esta diferencia solo valdra cero
si la senal de control u(k) es una constante, pero sabemos
que en la practica esto no se puede asegurar. Para
subsanar el problema en la estimacion, se propondrad un
controlador que minimice la diferencia de dichas senales,
esto se logra mediante el controlador MPC descrito en la
Seccién 2, el cual minimiza al término A, (k) con lo cual se
logra minimizar el error en estado transitorio del sistema
(o cuando la senal del control u(t) no sea constante)
asociado al predictor mencionado anteriormente.
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Fig. 2. Diagrama a bloques del MPC-Multi-predictor.

En la Fig. 2 se propone una estructura para implementar
el control MPC al multi-predictor digital. Para el diseno
del control MPC se considera el retardo en la salida del
sistema. La etapa de control basada en el MPC para
el multipredictor digital estd dada por: u(k) = Ki(R —
Fz(k)) +u(k — 1), donde el vector x(k) estd dado por:
() — Gk — 1)
in_lgk; — in_lgk‘ — 1;
Tp—o(k) — Tp_o(k—1
z(k) = .

i (k) — &1 (k — 1)
y(t)

Este vector relaciona la entrada con la salida, el cual
depende de las diferencias con un instante de muestreo
anterior de las sefiales intermedias Z;(k) previamente
calculadas y tomadas del multi-predictor digital Fig. 1,
y la senal de salida del sistema y(t). Cabe destacar
que para tener el calculo completo para la etapa de
control u(k) es necesario tener las matrices Ky y F,
previamente calculadas en la Seccién 2, teniendo como
senal de referencia R = r(k).

4. RESULTADOS DE LA SIMULACION

Ejemplo 1. Considere el siguiente sistema en lazo abierto
inestable de primer orden, con un retardo de tiempo largo:

Y(s) 1

U(s) s—1
Discretizando el sistema anterior con un retenedor de
orden cero y un periodo de muestreo se obtiene:

0.2214
Gl = 19917

—1.2s

El esquema multi-predictor se disena con seis etapas es
decir, n = 6, por lo tanto, T = 0.2, el sistema en lazo
cerrado tiene 6 polos en el origen dado por el retardo y
uno en z = 1.221, el lugar geométrico de las raices nos
muestra que un polo del origen y el polo inestable del
sistema llegan a tener un punto de ruptura dentro del
circulo unitario, entonces el sistema tiene una regién de
estabilidad para cada sub-predictor de 1 < K < 2.49,
donde se selecciona una K = 2, mientras que para
el diseno del controlador MPC se considero el retardo
en la salida del sistema y para la sintonizacion de los
parametros se selecciono: Np =20, Ne=4, A =08y la
entrada de referencia r(k) = 1.
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Para analizar el rendimiento y la robustez del controlador
MPC, la figura muestra las respuestas del lazo cerrado
cuando el proceso se simula con un controlador PID,
utilizando un criterio de asignacién de polos obtenemos
las ganancias de kp = 2, ki = 1.66, kd = 0.33 (linea
discontinua roja) y un controlador MPC.

1.6 T T T T
" “ Controlador MPC
14+ 1 \ = = = Controlador PID
1 \
] \
12 f \ 7
1 \
L 1 \ LI
= 1 . I 7 ==
x 4
= 1 ‘\ ’
go8r 1 “ —
< 1
@ 1
06 7
1
04r ! 1
1
I
021 7
0 . . . . . . . . .
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Tiempo

Fig. 3. Respuestas de la salidas considerando condiciones
iniciales nulas en el proceso, Ejemplo 1.

35 . T T T
1 Controlador MPC
301 = = =Controlador PID | |
1
1
25 4
= 1
=
S20! i
5 1
’g 1
O 151 4
3 1
°
T 1
s 10 4
an 1
LI ]
5 1
1
0 1 il
-5
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Tiempo
Fig. 4. Senales de las etapas de control, Ejemplo 1.

Es importante mencionar que la estrategia de con-
trol propuesta en este trabajo permite mejorar la re-
spuesta transitoria del proceso evitando sobre impulsos y
haciéndolo alcanzar un estado estacionario mas rapido, al
igual que garantiza un mayor ahorro energético dado por
la minimizacién en la etapa de control que se implementa
en el MPC.

Ejemplo 2. Para ilustrar la eficiencia del esquema de
control MPC, frente a incertidumbres del modelo, con-
sideremos el siguiente ejemplo; un sistema inestable de
segundo orden:
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Y(s) 8 —0.3
— .08 22
Us) (s—1)(s+5) (22)
Al discretizar el sistema, se obtiene:
0.0353(z + 0.8755)  _4
G =
(%) = Z=1.105)(z — 0.6065)

El control MPC se disené con N, = 20, N. =4,y A = 0.2;
estableciendo 3 etapas n = 3, por lo tanto, T = 0.1
y una ganancia para estabilizar cada sub-predictor de
K = 2. Para ilustrar la robustez de lazo cerrado, para
este ejemplo, considere una incertidumbre en el modelo.
La Fig. (5) ilustra el rendimiento del sistema en el caso
nominal y el caso en el que se consideran parametros

inciertos.

1.4 T T T
Caso nominal
= = =lIncertidumbre en el modelo
12 P 7
1
1 ~
A -
1F 1 1 I =
1 1 \/
1
Z08r Y 1
= a
o} n 1
g oLl
n 061 /i1 1
1y
1 a1
04ru| i b
J
]
0.2 11 7
I
I
0 | | | | | | | | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Tiempo

Fig. 5. Rendimiento de la senal de salida con incertidum-
bres en las condiciones iniciales. Ejemplo 2.

2 T T

Caso nominal
= = =Incertidumbre en el modelo

o

1H 1
=
5
°
= 05 - 1
s "
|
o Ea )
S ol s .
B v 0
& 1ot
-0.5 1 r ! 4“ - b
o : Ly, e
II"| 1 \,
PRT L B i
i !
H -
15 . . . . . . . . .
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Tiempo

Fig. 6. Rendimiento de la senal de la etapa de control con
incertidumbres en las condiciones iniciales. Ejemplo
2

Este ejemplo muestra que el esquema propuesto en este
trabajo permite lidiar con incertidumbres en las condi-
ciones iniciales del proceso.
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5. CONCLUSIONES

Se propone un esquema de control de regulacién basado
en las senales intermedias estimadas, para estabilizar sis-
temas inestables con retardo largo, estos estados futuros
estimados utilizados en el control MPC, se calculan uti-
lizando un esquema multi-predictor digital. Su principal
ventaja de este esquema es poder compensar retrasos
de tiempo largos, es decir, que no hay restricciones con
respecto a la magnitud de retardo que pueda tener el
sistema, merece la pena destacar que el control predictivo
MPC es una técnica que permite controlar sistemas que
presentan un comportamiento dinamico dificil, inestables,
de fase no-minima y sistemas con retardos, pero esto tiene
un inconveniente asociado, lo cual requiere un alto coste
computacional, lo que hace dificil su aplicacion a sistemas
rapidos y la sintonizacién de los paramentos del contro-
lador. Finalmente, la eficiencia del esquema de control en
los resultados de las simulaciones se puede observar que el
algoritmo del control MPC es una técnica alternativa a los
controles clasicos convencionales; fue probado en varios
escenarios, es decir, un control preciso sobre las variables
de acuerdo con los requerimientos de proceso.
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