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Abstract: This paper aims to design a robust output-based control to regulate the output
for a class of uncertain linear systems with input saturation and state constraints, in the
presence of external disturbances. The proposed robust control approach is composed of a
homogeneous observer, that guarantees finite-time convergence of the state estimation error to
a neighborhood of the origin, and a linear control law, that is designed based on the attractive
ellipsoid method and a barrier Lyapunov function approach, taking into account the input and
state constraints. The synthesis of the robust-output-based control is given in terms of linear
matrix inequalities. Simulation results show the workability of the proposed robust control

approach.
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1. INTRODUCCION

Debido a limitaciones estructurales, los sistemas reales
tienen restricciones, como la saturacién en la entrada
de control y restricciones en los estados, (ver, e.g., Cao
and Lynch (2015) y Huang and Jia (2019)). Los sistemas
también pueden verse afectados por perturbaciones exter-
nas e incertidumbres paramétricas que alteran su estabili-
dad. Por lo tanto, las estrategias de control deben de
considerar estos inconvenientes.

Con respecto al disefio de control para sistemas con
restricciones en los estados, en Yu et al. (2019) se propone
un control adaptable basado en la salida para una clase
de sistemas no lineales inciertos con restricciones en los
estados, se garantiza que el error de seguimiento converge
a una vecindad del origen sin violar las restricciones en
el estado. En varios trabajos se ha empleado la funcién
barrera de Lyapunov (BLF) para disenar controladores
para esta clase de sistemas. Por ejemplo, en Tee and Ge
(2011) se disenia un control utilizando un backstepping
basado en una BLF para sistemas con restricciones en los
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estados, asegurando convergencia asintética del error de
seguimiento sin violar ninguna de las restriccion. Mientras
que en Mera et al. (2020) se propone un control por
realimentaciéon de salida para sistemas con restricciones
en los estados afectados por incertidumbres paramétricas
y con ruido en la medicién. Este enfoque se basa en
un observador de Luenberger y el método del elipsoide
atractivo (AEM). Los enfoques del AEM y la BLF
son ampliamente utilizados para diseniar controladores
considerando restricciones en la entrada de control y en
los estados. Con base en estos métodos, considerando
que las restricciones en los estados son representadas a
través de un politopo, en Llorente-Vidrio et al. (2020)
se disena un control por realimentacion de salida para
sistemas lineales inciertos. Mientras que en Mera et al.
(2016) se disefia un control robusto por realimentacién
de salida para estabilizar sistemas lineales inciertos con
restricciones en los estados. En ambos trabajos, Llorente-
Vidrio et al. (2020) y Mera et al. (2016), se garantiza
convergencia asintética de las trayectorias del sistema a
una regién cercana al origen. Sin embargo, los trabajos
mencionados anteriormente no consideran restricciones de
saturacién en la entrada de control.
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En el contexto del diseno de control para sistemas con
entradas saturadas y restricciones en los estados, en
Zhang et al. (2018) un control robusto adaptable se
propone para cierta clase de sistemas con perturbaciones
externas y ruido en la medicién. Dicho controlador esta
basado en un método de transformacién restringida,
asegurando la estabilidad en lazo cerrado. Un control
adaptable por realimentacién de estado basado en una
BLF y la técnica de backstepping se propone en Min
et al. (2020) para sistemas no lineales inciertos asegurando
estabilidad en tiempo finto para las trayectorias en
lazo cerrado. En Wu and Xie (2019) el problema
de estabilizacién para sistemas no lineales se resuelve
combinando una BLF y la técnica de ganancia de
Nussbaum, asegurando que las trayectorias en lazo
cerrado se encuentran acotadas, sin embargo no se
consideran perturbaciones externas. Mientras que un
controlador backstepping basado en una BLF combinado
con la téctnica de ganancia de Nussbaum se propone
en Edalati et al. (2018) para sistemas no lineales
con perturbaciones externas asegurando convergencia
asintética a cero del error de seguimiento. Sin embargo,
la mayoria de los trabajos mencionados anteriormente
consideran que todo el estado es medible.

Motivados por los problemas anteriores, el objetivo de
este articulo es disenar un control robusto por salida para
cierta clase de sistemas lineales inciertos con entradas
saturadas, restricciones en los estados, perturbaciones
externas y con informacién unicamente de la salida.
Se propone un observador homogéneo que proporciona
convergencia en tiempo finito del error de estimacién a
una region del origen. Basados en el AEM y la BLF, se
disena una ley de control lineal para contrarrestar el efecto
de perturbaciones externas e incertidumbres paramétricas
tomando en cuenta las restricciones la entrada de control
y los estados. Se presenta un método constructivo en
términos de desigualdades lineales matriciales (LMlIs),
para el diseno del control robusto.

Notacién. Defina la matriz de dilatacién A,.(A) =

diag (") y el vector de pesos r = (ry,...,r,), para
cualquier 7; > 0, ¢ = 1,n. Para una funcién medible
en el sentido de Lebesgue w : Ry — R? defina

1= e88SUPse(yy ) lw(t)]|, entonces
[wlle = llwll(g,100) ¥ €l conjunto de todas las funciones

w con la propiedad ||w||,, < 400 se denota como L.
Defina [s]* = |s|*sign(s), para cualquier s € Ry o > 0.

la normallwl|, ;)

2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Considere el siguiente tipo de sistema lineal con entrada
saturada

&= (A+ A)x + Bo(u) + Dw(t),
y = Cr,

(la)
(1b)
donde z € R™ es el vector de estados, u € R es la entrada
de control, y € R es la salida medible, w € R? es el vector
de perturbaciones desconocidas y A € R™*" representa
algunas incertidumbres paramétricas del sistema. Las
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matices A,B,C y D son conocidas y de dimensiones
adecuadas.

La funcién saturacién o puede ser expresada de la
siguiente manera
Sl Umax < U,

umax7

o(u) = { U, SI —Umax < U < Umax, (2)
—Umax, S1 U < —Upax,

donde upmax > 0 es el valor maximo que puede tomar

la sefial de control. Las soluciones del sistema (1) estdn

restringidas dentro del politopo

Ppi={z | bl <1, i=1k,}, (3)
donde by; € R™ son vectores dados, x € R" es el vector
de estados y k, € R es el niimero de caras del politopo.

El problema es disenar un controlador robusto por salida
para regular la salida del sistema (1).

Debido a la estructura de la funcién saturacién (2),
existe una regién lineal en el control, donde o(u) = wu,
caracterizada por el conjunto 7 = {u € R| — Upmax <
U < Upmax}. Se define la funcién ¢ : R — R como
¢(u) := o(u) — u y se introduce el siguiente Lema.

Lema 1.(Tarbouriech et al., 2011). Si & — 3 es un
elemento de %; entonces, la funcion ¢(a) cumple con
s 1ot (@) [¢(d) + B} <0, para cualquier 6 € Ry.

3. DISENO DEL CONTROL ROBUSTO

El enfoque de control robusto propuesto se compone de
un observador homogéneo y una ley de control lineal.
En la siguiente subseccién, se presenta el observador
homogéneo.

3.1 Observador Homogéneo

Se asume que el sistema (1) cumple con las siguientes
suposiciones.

Supocicién 1. El par (A, C) es observable.

Supociciéon 2. La perturbacion w estd acotada, i.e.,
weW:={we L : ||w||lw < W}, con W una constante
positiva conocida; y la norma de la matriz A estd acotada,
i.e., ||A]] <9, con ¥ una constante positiva conocida.

Supocicién 3. Las trayectorias del sistema se encuentran
acotadas, i.e., v € X = {x € Lo : ||| < T}, con T
una constante positiva conocida.

Con base en Gutiérrez et al. (2020), el observador para el
sistema (1) tiene la siguiente estructura:

i=T"'AT%+ T 'ay+ Bo(u) + T x|y — C&], (4)
donde & € R"™ es la estimaciéon z, a = (ay,...,a,)7,
con a;, i = 1,n, es el i-ésimo coeficiente del polinomio
caracteristico de A, mientras que la matriz Ag tiene la
siguiente forma

0,1 I,_1
A — n n
0 ( 0 Oix(n—1) ) ’
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y la matriz de transformacién T € R"*" estd dada
por T71 = (An71C7An72C7"‘ 7(); con C = Oilhv h =
0,...,0,1)T € R y O es la matriz de observabilidad
del par (A,C). La Suposicién 1 implica que la matriz
T siempre existe. El término x : R — R™ representa la
inyeccion no lineal, disefiada como

lpm[ Mk

__—2u 1+p(n—3)
2F2u(n—1) P
lopy] |' yJ T+p(n—1)

X[ey} = . ’

—npu

__—npg 1—p
¥ 2u(n—1) e
lnpi1 ™ [e, ] TFrC=D

donde e, :=y—C%, p €(0,1), ;, i = ﬁ son ganancias
positivas, p;; = CP.CT, con C = CT~' y una matriz
definida positiva 0 < PT = P. € R™ ", Se define la
funcion Q(V,e) = T A, (V1) P.A.(V~1)e —1 que cumple
con las propiedades de la funcién implicita de Lyapunov
(Polyakov et al., 2015). Sea r = (1 + u(n —1),1 + p(n —
2),..,1) y 7 = (u,2u,...,nu) vectores de pesos, y defina
el error de estimacion como e := x — .

El siguiente teorema proporciona una manera de disenar
las ganancias [; que garantizan la convergencia en tiempo
finito del error de estimacion a una vecindad del origen.

Teorema 1. (Gutiérrez et al., 2020). Asuma que las
suposiciones 1-8 se cumplen. Suponga que existe 0 <

P = P. € RY™" 4y Y € R™! tal que las siguientes
desigualdades matriciales

N P
= <o,
(PE —By 11) -

N:=PAg+ AP —YC - CTYT 4 P.H + HP: + aP-,
2 A ~T T
—a“CP.C Y
<
( Y —T—IPE> =0

P.H+ HP. > \/a+ BeP. >0,
Va+Be <1,

- I) AT(/\)PsAT()‘) (AF(A) - I) < 7P,

son factibles para toda X € [0, \*], con \* = §~1/+2(n=1)n)
y o, 1 € (0,1), para ciertas constantes o, B, 7 > 0, ¢ =
|TA|Z + |TD|w, y H = diag(r). Entonces, si u € (O 1),

L= (,...,0,)T = P7YY yp;1 = CP.CT, el error de
estimacion e converge en tiempo finito a una region del
origen dada por:

AT (AF(N)

1

lle@®)] < m,w > T(e(0)),
con un tiempo de convergencia T(e(0)) < (VH#(0) —
1;/ 1—a—ﬁ<p)),conV()>OtalqueQ( (0),0) =

A (Ve —1=0.

3.2 Diseno del Controlador

Se define el error de seguimiento como:

ro= | (r— y(r))ar,
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donde r € R es una referencia constante. Entonces se
define el siguiente sistema

i = Az+ Az + Bo(u) + Dw(t) + Fr, (6a)
donde z := (7, a:r)T € R es el vector de estados

extendido y las matrices del sistema son
~ A0 ~ B ~ C o0
A=(Ze0) 2=(0) o= (57)
~ D 0 < A0
p=(0) r=(1)2=(v0)

Se introduce la siguiente suposicién sobre el sistema

extendido (6).
Suposicién 4. El par (;1, B) es establizable.

Debido a (3), las soluciones del sistema (6) se encuentran
restringidas dentro del politopo

Pi={z|bl2<1, i=1k}, (7)
donde b; € R™! son vectores dados y k € R es el

numero de caras del politopo. Debido a que z, no tiene
restricciones, es facil incluirlo dentro de (3).

Se propone la siguiente ley de control
u= K2, (8)

donde 2 := (27, 2,)T es la estimacién de z y K € R"*! es
un vector de ganancias. Se define el error de estimacién
de z como € := z — Z. Por lo tanto, la dindmica del error
de estimacién estd dada por é = Ee + Az 4+ Dw(t) + S [Ce],
donde

E(Tl(?oT 8)75[06}(—T10x[()’e]>.

Entonces, la dindmica en lazo cerrado es
2\ _(A+A o0 z D F
()- (152 2))-(2)0- (2
0 Bo(Kz — Ké)
+(S[Ce])+( 0 ) ©

El conjunto de restricciones en los estados (7) se aproxima
a través de un elipsoide completamente contenido en
el politopo (Boyd and Vandenberghe, 2009). Entonces,
existe un conjunto de elipsoides &(R;) = {z €
R+ | 2T R,z < 1}, parametrizados por 0 < R = R, €
RO+DX(41) " contenidos en P si b R, 'b; < 1, para i =
1, k, donde el elipsoide & (R, ) caracteriza la regién en la
que las restricciones en los entados no son violadas. Se
definen los elipsoides & (R 7) ={zeR" | TR, 2<1}y
E(P,z) ={z € R | 2TP2 <1}, con 0 < RT R, €
R+Dx(+1) o < PT = P e R»tOX(+D) ¢on centro
en z, € R""!, respectivamente. El vector constante z.
representa el valor en estado estable del sistema nominal.
El elipsoide &(R,) estd relacionado con la regién no
saturada del sistema, mientras que el elipsoide & (P, z.)
es la minima regién de convergencia de las trayectorias
del sistema.
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Se introducen la siguientes matrices:

= T 0n><p 5 PE OnXp
T= (Oan kI ) » Pe = (Oan wl ’ (102)
H = diag(Z 721 (;,11)) € RIMFDX(nHD) (10b)
Z = | AT ([ + T (1Dl + IFIIIF) ], (10¢)

donde x es un numero real cercano a 1. La matriz H
proporciona una estimacion de la regién que contiene el
conjunto de condiciones iniciales para el caso en el que
no hay entrada de control. El control se activa cuando el
error de estimacion converge a una regién cercana a cero,
i.e., u(t) = 0, para todo t < T'(e(0)).

El siguiente teorema describe la estabilidad en lazo
cerrado del sistema considerando las restricciones en los
estados.

Teorema 2. Asuma que las suposiciones 1-4 se cumplen
y que se aplica la ley de control (8) al sistema (9),

con o(u) = u. Suponga que existen 0 < X; = X{ €
R(n+l)><(n+.1)’ 0 < X, = X’2T c R(n+1)><(n+1) Y Y € Rn—&-l,
tal que el siguiente conjunto de LMIs

v, ¥ —BY F D
x U —-BY F D
* * —Nj 0 0 <0, (11a)
* x * —’yl/r2 0
* ok * * 71 Quw
U= AXs + Xo AT +9IXs + X091 + BY + YT BT,
U, =W+ M —3X,,
M Xo
11
<X2 3_1’}’1_1)(1) >07 ( b)
N1 4+ 2Xo I
_ >
( I TP ) >0, (11¢)
X1 < Xo, (11d)
Xo > H™Y (11e)
bT Xob; <1, parai=1,k, (11f)

es factible para cierta constante v1 > 0, algunos vectores
bs, y 0 < Qw :7Q£ € RI*4 tal que Amax(Qw) =
1/w?, con Pr = TTP.T, X; = P!, X, = R;'. Si
12(0)]] € E(R)\E(P,z2.) y K es diserada como K =
Y R,; entonces, el elipsoide &(P,z.) es asintdticamente
atractivo para el sistema (9).

El siguiente teorema proporciona una manera de estimar
la regién de atraccién del sistema (9) tomando en cuanta
la saturacién en la entrada de control.

Teorema 3. Asuma que las suposiciones 1-4 se cumplen
y que se aplica la ley de control (8) al sistema(9). Suponga
que existe 0 < R, = RT ¢ RIvTDx(n+1) o Gy ¢ RIX(n+1)
tal que el siguiente conjunto de LMIs

Guanajuato, México, 13-15 de Octubre, 2021

U3 —R,BK R,B-6'vlT R,F R,D
x  —No sl 0 0
* * —2571 0 0 <0, (12a)
* * * —72/7"2 0
* * * * = 72Qu
Uy = ARy + RuAT + 20IR, + RuBK + KTBTR,,
V3 = Vs + 3v2(P — Ry), ¥4 = K — G,
No — 2T  Ip41
it ) <o, 12b
( InJrl Yo 1P6 ! ) ( )
R, GF
>0, 12c
( Go Upax | (12¢)
Ry < P, (12d)

es factible para umayx > 0, K € R+ 0 < PT = P ¢
R DX+ dadas, para ciertas constantes v2,8 > 0, y
0 < Qu = QT € R tal que Apax(Qw) = 1/w%. Si K
se disena como en el Teorema 2; entonces, el elipsoide
&(Ry) es una estimacidn de la region de atraccion para
el sistema (9).

Las pruebas del Teorema 2 y 3 estan dadas en el
apéndice. Es posible calcular geométricamente el maximo
elipsoide contenido en la intersecciéon de &(R,) y & (Rz)
para obtener la region final donde no se viole ninguna
de las restricciones del sistema. El siguiente teorema
proporciona una manera de obtener el méximo elipsoide

contenido en &(R,) N &(Ry).

Teorema 4. (Boyd and Vandenberghe, 2009). Suponga
que existe 0 < By = B} € RMHUX0HD oy gector
d € R* tal que

min log(det(Bfl))7

“M+1 0 4" —X2+1 0 d"
s.t. 0 A Bp >0, 0 A2 By >0,
d By R;! d By R;*

es factible para ciertas constantes A1, o > 0, ciertas
matrices 0 < R = R, € RO+Dx(+1) 4 0 < RT =
R, € ROHEDX(HD) dadas, tal que W = By ? es una matriz
definida positiva que parametriza al elipsoide & (W, d) :=
{z e R"™ | 2TW2z < 1} centrado en d € R™H1.

Debido a que r # 0, el elipsoide &(P, z.) no estéd centrado
en el origen z = 0, es necesario que este se encuentre
completamente contenido en &(W,d). Con base en el
Lema 3 de Gutiérrez et al. (2020), es suficiente con
verificar que se cumpla la siguiente desigualdad z! Pz. >
w, donde w € R es la solucién de la siguiente ecuacién
[1—(1/zIWz)]|w+2ym+1=0.

4. RESULTADOS DE SIMULACION

Se considera el modelo del péndulo:

1 = T2, (132)
b2 = Sow) - (5 +0)sin@) +u(®,  (13b)
P (13c)

donde x; es la posicion angular del péndulo, zo es la
velocidad angular, w representa perturbaciones externas,
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mientras que para fines de simulacién ¢ representa un 10%
de incertidumbre paramétrica. El sistema (13) se linealiza
en el punto de equilibrio inestable (z1,z2) = (0,0), las
matrices en el sistema (1), son

0 1
00
A= (mgl ) A= (-5 0)
2J
0 1" 0
- (1) = (3) 0= (2)

J
donde m = 1[kg] es la masa del péndulo, I = 0.707[m] es
la longitud del péndulo, J = 0.5[kgm?] es el momento de
inercia, g = 9.815[m?/s] es la constante de la gravedad,
6 = 0.1734. Se puede verificar facilmente que el sistema
cumple con las Suposiciones 1-4.
Para fines de simulacién, la perturbacién w se toma
como w(t) = 0.2sin(5t) + 0.1, por lo tanto w = 0.3, y
Qw = 11.11. La referencia deseada es r = w/18. Las
condiciones iniciales son z(0) = (—0.2,0)" ,2,.(0) = 0 y
#(0) = (0,0)". Entonces, la matriz de transformacién
T = I,. Para las desigualdades matriciales del Teorema 1,

se fijan los valores a = 1.75, 8 =0.1, 7 =02, u =05y
© = 0.4089, se obtienen los siguientes resultados:

p._ ( 04491 —0.1031Y\ , _ (5.7612
€7\ —0.1031 0.0332 J° 7 7\ 9.1324 ) °

Para las desigualdades del Teorema 2, fijando los valores
v = 0.09, H = diag(6.3670), by = (3/m, 0, 0)T,
bg = (0, 3/7‘(, O)T, b3 = (07 0, 2/7T)T, b4 = —bl 5 b5 = —b2
and bg = —bs, se obtienen los siguientes resultados:

6.8691 2.5476 —2.4297
P 2.5476 4.9418 —1.8421 |,
—2.4297 —1.8421 2.7831
1.9880 0.7285 —0.6943 ~15.3751\ ©
R, = 0.7285 1.4343 —-0.5280 |, K= | —30.6079 .

—0.6943 —0.5280 0.8075 11.3816

Los vectores b; y by son equivalentes al maximo y al
minimo valor que puede tomar z, i.e., 1 € (—T1,%1)
con Z; = 7/3. De manera similar, para el estado xz, los
vectores by y bs son equivalentes a To = w/3 y —Za, i.e.,
X9 € (—Tg,To). Para motivos de simulacién, se consideran
restricciones suficientemente grandes para el estado x,,
i.e., b3 = (O, 0, 2/71')T y bg = 71)3.

Para las desigualdades matriciales del Teorema 3, conside-
rando umax = 1, se fijan los valores v = 28, § = 8§, se
obtiene el siguiente resultado:

0.1122 —0.0154 0.0286
Ry = —0.0154 0.1615 0.0502 | .
0.0286 0.0502 0.1538

Considerando la optimizacién convexa del Teorema 4,
con A\; = 0.999 y Ay = 0.8158, se obtiene el siguiente
1.9905 0.7294

resultado:
—0.6955
0.7295 1.4360 —0.5289 .

W =
—0.6955 —0.5289 0.8088
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Fig. 1. Estados reales y estimados.
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Fig. 2. Error de seguimiento.

Para garantizar que el elipsoide &(P,z.) se encuentra
completamente contenido en & (W), se puede verificar que
la condicién zCTch > w se satisface con @ = 0.3908. Las
simulaciones se llevaron a cabo a través de MATLAB con
el método explicito de discretizacién de Euler y un tiempo
de muestreo igual a 0.001 [s], las soluciones de las LMIs
se obtienen mediante SDPT3.

En la Fig. 1 se muestran las trayectorias del sistema
junto con sus estimados, ademdas se observa que las
restricciones en los estados no se transgreden en ningin
instante de tiempo. Mientras que el estado estimado
converge en tiempo finito a una regién cercana al origen.
En la Fig. 2 se observa que el error de seguimiento
converge a una region cercana a cero. En la Fig. 3 se
muestran la senal de control junto con las restricciones de
saturacién, se observa que la senal de control permanece
apagada hasta que el error de estimacién converge a
una regién cercana al origen, después de t < T'(e(0)),
la senal de control se activa y permanece saturada por
unos instantes de tiempo. A pesar de esto, el control
es capaz de cumplir con la tarea de seguimiento. Las
trayectorias del sistema y los elipsoides correspondientes
se presentan en la Fig. 4, donde las trayectorias comienzan
en el elipsoide &(H), permanecen en el elipsoide & (W),
y convergen asintticamente al elipsoide & (P, z..), donde
z. se selecciona como el valor de estado estable, i.e.,

2z = [0.1772, —0.0269, 0.4970]" .
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Fig. 4. Trayectorias del sistema y elipsoides.

5. CONCLUSIONES

Este articulo aborda el problema del diseno de control
robusto para regular la salida de cierta clase de sistemas
lineales inciertos con entradas saturadas, restricciones de
estado, perturbaciones externas y informacién iinicamente
de la salida. Se caracteriza un conjunto atractivo donde
no se transgrede la saturacién en la entrada y las
restricciones en los estados. La ley de control lineal
garantiza la convergencia a un conjunto atractivo minimo
a pesar de la presencia de perturbaciones externas e
incertidumbres paramétricas. La sintesis del algoritmo se
presenta en términos de LMIs proporcionando un enfoque
constructivo. Algunos resultados de simulacién ilustran la
viabilidad del enfoque propuesto.

Como trabajo futuro se contempla la aplicaciéon del
controlador robusto propuesto a un robot omnidireccional
de tres ruedas con la finalidad de probar la eficacia del
algoritmo en una plataforma experimental.

APENDICE

Prueba del Teorema 2: Considerando el caso no saturado y
siguiendo el andlisis de estabilidad mostrado en Gutiérrez
et al. (2020), se obtienen las LMIs (11a)- (11e).

Prueba del Teorema 3: Considerando el caso saturado y
siguiendo el andlisis de estabilidad mostrado en Gutiérrez
et al. (2020), se obtienen las LMIs (12a)-(12d).
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