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Abstract: In this note we propose a state-feedback and an output-feedback controller for
providing finite-time stability for the double integrator dynamics. Compared to other reported
schemes, our proposals do not make the corresponding closed-loop systems homogeneous of
negative degree. Therefore, well-known results of homogeneous dynamical systems can not
be used. We circumvent this problem by proposing suitable strict Lyapunov Functions. A
simulation comparison is also included to show the performance of our proposals.

Keywords: Finite-time Control, Lyapunov Functions, Double Integrator.

1. INTRODUCCION

Los sistemas continuos cuyo origen es estable en tiempo
finito (TF) presentan interesantes caracteristicas de de-
sempeno, como robustez, tiempo de asentamiento corto
y error en estado estable pequeno (Venkataraman and
Gulati, 1993). Estas propiedades han motivado a muchos
autores a estudiar estos sistemas para resolver problemas
de control. En este contexto, el doble integrador ha sido la
piedra angular de muchos problemas de control porque es
el bloque de construccién principal para modelar muchos
sistemas fisicos Haimo (1986); Bhat and Bernstein (1997,
1998); Hong et al. (2001); Moulay and Perruquetti (2006);
Bernuau et al. (2012). En particular, en (Bhat and Bern-
stein, 1998) se introdujeron dos familias de controladores
por retroalimentacién de estado (RE) que estabilizan
globalmente y en FT el doble integrador

j?:yv Z]ZU, Uzl/J(CC,y), (1)
es decir, el origen del sistema de lazo cerrado es un
punto de equilibrio estable en TF (ver Definicién 1 en
la Seccién 2). La funcién ¢(x,y) es continua y puede
estar compuesta de términos no saturados y saturados.
En el primer caso, la clase de controladores continuos no
saturados propuestos por (Bhat and Bernstein, 1998) se
extendieron en (Cruz-Zavala et al., 2018) de la siguiente

manera,

me

D(a,y) = ki [s(a,y) ] 7T — ka[y) 75, 2)

* Este trabajo ha sido parcialmente apoyado por CONACyT CB-
282807 y por PAPIIT-UNAM IN110719. .
A

I Para cualquier 2 € R y cualquier ntiimero real p > 0, [z]? £

|z|P sign(z), donde sign (z) es la funcién de signo estdndar, es una
funcién continua, impar y estrictamente creciente.
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1 .

donde s(z,y) £ ky? [y] . y los pardmetros me, 11y r2

satisfacen m. £ 2ro—r v 2ro > 11 > 19 > 0. Esto asegura

que los exponentes de (2) estdn en el intervalo (0,1).

Las constantes kq, ko, ko son las ganancias de control. El

controlador propuesto en (Bhat and Bernstein, 1998) se
Tl

obtiene fijando k1 = ko =19 =1, /%5_2 = ﬁ yri=2—a.
En el caso cuando ko = 0, (2) se reduce al controlador

W(z,y) = ~kiz] ™ — kaly) ™ (3)

que fue reportado en (Bhat and Bernstein, 1997).

El sistema (1), con el controlador (2), es homogéneo de
grado | £ ro —r; < 0. Los resultados para los sistemas
homogéneos aseguran la estabilidad en TF del equilibrio
de (1) con la retroalimentacién (2) siempre que el origen
sea asintGticamente estable (AE) (Bhat and Bernstein,
1997). Para el lazo cerrado (1), (3), diversas funciones de
Lyapunov (FL) débiles y estrictas pueden encontrarse en
(Bhat and Bernstein, 1997; Hong et al., 2001; Orlov, 2009;
Polyakov et al., 2015).

Este articulo estudia el caso en el que los exponentes de los
términos en (2) no satisfacen criterios de homogeneidad.
Algunos trabajos han estudiado a los sistemas estables en
TF no homogéneos. Por ejemplo, (Moreno, 2014) propusé
algoritmos super-twisting no homogéneos, aqui el marco
de Lyapunov es ttil para establecer las propiedades de
convergencia en TF. El trabajo (Haimo, 1986) presenta
el sistema de segundo orden

=y, §=—[z]"—[y]" (4)
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Haimo establece que (4) es estable en TFsi 1 >0 >0y
a >b/(2—-0), véase también la pdg. 191 en (Bacciotti and
Rosier, 2005). En general, este sistema no es homogéneo.

En muchos casos, los sensores de velocidad no estan
disponibles y es preferible evitar la medicién de y. Existen
dos soluciones para este problema, implementando un
observador o usando un filtro de velocidad. En las obras
(Hong et al., 2001; Bernuau et al., 2012; Polyakov et al.,
2015) se propusieron controladores por retroalimentacién
de salida (RS) usando observadores. Sin embargo, el uso
de filtros se ha investigado en (Su and Zheng, 2015), donde
se propone el siguiente esquema por RS basado en filtros
W(x, z) = —k1[z|* — ka[2]%, a€(0,1),
. afr (5)
ZZQc+k4xu de = _k3|—QC+k4‘TJ 2,
con ganancias k; > 0. Este controlador hace que el sistema
de lazo cerrado (1) sea homogéneo de grado (a —1)/2.

El objetivo de este articulo cubre tres puntos importantes:

O1 Se generaliza el controlador (2) de la siguiente manera
V(. y) = —ki[5(2,) ] — ka[y)* (6)

con 5(z,y) £ kY/“Ty|?/e + . Los exponentes a y b son
constantes positivas y no necesariamente hacen que el lazo
cerrado sea homogéneo. Bajo ciertas condiciones en k1, ko
y k2, se recupera el sistema (4).

02 Se generaliza el controlador (5) de la siguiente manera

1#(%2) =—k I_‘TJa — ko ’—ZJbv (7)
z2 = qc + kyz, Ge = _k3|—QC+k4xJC'
Los exponentes a, by ¢ son constantes positivas y no nece-
sariamente hacen que el lazo cerrado sea homogéneo. Bajo
ciertas condiciones en a,b y ¢, se recupera el controlador

(5).

03 En lugar de utilizar el enfoque propuesto en (Haimo,
1986), se construyen candidatas a FL débiles para de-
mostrar estabilidad asintdtica global y FL estrictas para
mostrar estabilidad en TF del origen de (1) en lazo
cerrado con las leyes de control propuestas (6) y (7).
Sorprendentemente, se obtiene una condicién diferente en
los exponentes (4) para la estabilidad en TF.

2. PRELIMINARES

En este articulo se usa la siguiente notacion: R :=
(—00,00), Rsp = (0,0), R>p := [0,00), N :=
{1,2,3,...}. Para toda « € R, |z| es su valor absoluto.
Para x € R™, con m € N, [|x]| es la norma Euclideana.
Para cualquier § € Ry, Bs := {x € R" : ||x| < ¢} es la
bola centrada en el origen de radio . Una funcién f(¢) :
R>o +— R™ se de clase C*, con k € N, si sus derivadas
f', .f:, ..., f%) existen y son continuas. Para un funcién difer-
enciable V : R" — R, VV(x) £ [0, V(X), ..., 05, V(x)] |
siendo 9.,V (x) £ 0V (x)/0x;.

2.1 Propiedades de algunas funciones

La funcién [z]? tiene las siguientes propiedades:
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P1: Para cada p € [0,1), [z]? es diferenciable para toda
r#£0, [z/PeClsipe[l,2]y [z|P €C?sipe (2,00). «

P2: 0,[z]P = plzP~! y O.lz|P = p[x|P~L, Vo # 0.

Jo lelPdz = i [x )Py [§T2]Pdz = e lalPtt. <

Lema 1. (Cruz-Zavala et al. (2018)). Para toda =,y € R,
y cualquier a,b € Rsg, si a < b, entonces |[y]® +
[z]2|V/e < 257 |[y)® + [x]°|'/P. Ademés, la igualdad se
cumple si y sélosia =066z =y. N
Lema 2. (Mercado-Uribe and Moreno (2017)). Paratoda
x, y € R, y cualquier p € Ry, sign([z + y|* — [z]") =
sign(y). q

2.2 FEstabilidad en tiempo finito

Considere un sistema dindmico descrito por

x =f(x), x(0)=x¢ (8)
donde x € R™ es el vector de estados, f : R™ +— R™ es el
campo vectorial continuo asociado. Suponga que el origen
es un punto de equilibrio, es decir, £(0) = 0.
Definicion 1. (Bhat and Bernstein, 1998). El origen de
(8) es estable en tiempo finito (ETF) si es estable en
el sentido de Lyapunov y existe una funcién acotada
localmente T' : Bs — R>( (llamada la funcién de tiempo
de asentamiento) de modo que para cada xo € Bs \
{0}, cualquier solucién x(t,x¢) de (8) estd definida en
t € [0,T(x0)) y x(t,x0) = 0 para toda t > T'(xg). Si
Bs =R™, x = 0 es globalmente ETF (GETF). <

La estabilidad en TF se puede determinar con nociones de
homogeneidad. La relacién entre estabilidad y aproxima-
ciones homogéneas se establece en (Orlov, 2009; Bacciotti
and Rosier, 2005; Andrieu et al., 2008; Zavala-Rio and
Fantoni, 2014). En este contexto, si x =0 es AE y (8)
admite una aproximaciéon homogéneas con punto de equi-
librio AE tal que f(x) es homogénea de grado negativo,
entonces el origen es GETF. Sin embargo, cuando no ex-
iste tal aproximacidn, este resultado no es util y el anélisis
de estabilidad en TF es muy desafiante. Los métodos de
Lyapunov parecen ser la unica forma de hacer frente a
este problema como muestra el siguiente resultado.

Lema 3. (Bhat and Bernstein, 1998). Suponga que existe
una funcién C! definida positiva V' : Bs — Rx>g y niimeros
reales a > 0y p € (0,1), tal que V 4+ aV? < 0 en By,
donde V = VV(x) - f(x). Entonces, el origen de (8) es
un equilibrio estable en tiempo finito. Aderrllés, si T es

el tiempo de asentamiento, entonces 7' < WV(X)PYD

para toda x € Bs. o

Una observacién clave es que cuando el punto de equilibrio
es globalmente AE y ETF, en realidad es GETF.

3. RESULTADOS PRINCIPALES
3.1 Controlador por RE no homogéneo

Primero se estudia el sistema de lazo cerrado (1) y (3)
descrito por
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b=y, §=—h[s(x,y)]" =k [y]® 9)

con 5(z,y) = kb/a( 1%/ 4 2. Los exponentes a y b son
constantes positivas. Dado que, en general, los valores de
a y b no hacen homogéneo al sistema de lazo cerrado,
los resultados de homogeneidad clasica no son ttiles
para determinar la ETF. Para superar este problema, se
proponen los candidatas V : R? — Ry V : R? — R siendo

= 3lyl” + FgleT k>0, (10)

V=(n+H)VP+dizy, v >0, (11)
donde p un exponente a determinar asi como la constante
di. Acorde con P2, V € C! para cualquier a >0y V € C!
parap > 1y a > 0. La derivada de V en la direccién de

ISR
(9) satisface (se ha usado Lema 2 with z = ko2 [y %)

V= —kaly|""" = EalylIx(a, ), (12)
donde x(x,y) = [3(x,y)|*—[x]*y V < 0 paratoda z,y €
R. Ademés, (12) sdlo se desvanece en y = 0. El hecho
(12) junto con el principio de invariancia de Krasovskii-
LaSalle conduce a concluir la estabilidad asintética en
xz =y = 0, véase el Teorema 7.2.1 en (Michel et al.,
2008). Ademds, V es radialmente no acotada, entonces el
origen es globalmente AE. El sistema (9) no es homogéneo
y, en general, no admite una aproximacién homogénea de
grado negativo. Por lo tanto, se analiza la estabilidad en
TF usando Lema 3 y la funcion V.

Defina el vector x = [z, y]". El andlisis se centra en la
bola x € By, que implica |z] < 1y |y| < 1. La funcién
V es definida positiva y (11) es definida positiva en By si
VP + dizy > 0. Esto pasa cuando

1
VP —dilz|ly] >0 <= V > (di]z||y|)* . (13)
De la desigualdad de Young, (|:v||y|)P clp|y|2 +
2p
2le T 1|:1c|2r' T, Adems4s, |x|2p T = |:v|2p 1= (+a) | |1 ta
p
y 2;0271 — (14 a) >0 cuando
3+a
— > . 14
2(1+a) 7 (14)

Con lo anterior, |x|% < |z|'*e, para toda x € Bj.
Usando esta cota, la desigualdad (13) se cumple si

1 1
1 dr k 2p — 1)d{
5<1__10§p>|y2+< 1 _(p )di

D 1+a 2p

1
P
Lo anterior es ciertosi 1 > Tcl y

1
(2p—1d? -~z
1+a = 2p 1
Resolviendo estas desigualdades para c1, (13) se cumple,
y V es definida positiva en x € By, cuando los valores de

dy satisfacen

2I€1 2p—1
O<d2 < —="" 2P,
= —<@p—nu+@> b

De (12) se obtiene pVP='V < —pVP=1 (ky|y|' 0+

kfyllx()) < —AlyPP+t — Cle()], con ¢() =
ly|?P~Y|x(-)| y siendo las constantes

A=p1/2)" T ky, C=p(1/2)" k.

(15)

(16)
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__2p
¢y 2”1> ‘x‘lﬂz > 0.

2p1

Por lo tanto, la derivada en el tiempo de )V produce

V : 1
_ p—1 el _
T pV V+7dt(wy), Lk (17)
d = a
@) = v* + 2(=[kis(z,9)]" = ks [y]%)
= y? — kiz[z]® — kjox(x) — ko [y b

En esta tltima ecuacion se ha sumado y restado el término
kyx[x]®.

Del Lema 1, se tiene que |x(x)| < 2'7%KS|y|’, Va

2p—1
1. Con la cual, [x(x)| = |x(x)|7 T |x(x)| 7 =
2p—1 b b

(Ix(x)|77 Ix(x))7=+ < wp2-175(x), con w =
(21*‘1155)2%1 Ademds, se cumple |y|? = |y|>~2P—0+L
ly[?PTe=1 < |y[?#+071 cuando 352 > py EE > 1
1 > b. Teniendo en cuenta las cotas anterlores se llega a

v

IN

< —(A = dy) [y = ik 2]~ Cp(x)
1+ ,
+ydiks|zlly|” + vdi ki |z T (x).
(18)
Usando la desigualdad de Young, se obtiene que
2g+b;1 _ 2p+b—1
2p — 1)c, P~ 2ptb—1  bc b _
b~ (72 p—1 PC 2ptb—1
elyl” < el BT 4 22y
2p+b-1 _2ptb—1
b (2p — 1)ey °P~ Zptb—1 ey, P
2p—1+0b < -2 2p—1 _ .
el ) < e BT 4 - ()l
p+b—1

Para cualquier x € By, el término |:v| 1 =
|| T I e = | % %z He < |z|'+ cuando 2p—_1 >
Ha>py¥e>1 = b>a
Por lo tanto, se puede acotar (18) como

v A e 1 C
< _ = p+b—1 _ — dik 14a _ >
Tty = 2|?J| 2’7 k|| 2<P(X) (19)

—v1(x) — v2(x) — v3(x)
donde vy (x) = (A/4 — vdy)|y|?PT0~1,

a 6 equivalentemente, si

1 b — 2ol 2ptb—1
1 2p—1 o
dy | k1 — ————c, " k Ita
+ydy 4 1 2p+b_162 2 ‘ZB‘ )
1 b _ 2ptb—1
v3(x) = (—C— —c b fywdlkl) lp(x)]+
2p+b—1

2 2p+b—173
1 2p—1 2p—1

diki | - — ————c, 7"

+'y11<p4 2p+b—163

w) || 1.

De hecho, si v;(x) > 0, ¢« = 1,2,3, se cumplen, V serd
definida negativa. Y esto es cierto cuando %A > ~ydy,

1 bydiky -2t 1 (2p = Dks — (200)
45 T 2p+b—12 4 T 2p+b—1 2 ’

_ 2p+b—1 _ 2pt+b—1
l > bywdi k1 . . l > (2p l)wcg Zp=1 (20b)
27 T op+b-1 47 T 2p+b—1

Las desigualdades en (20a) implican que

. __((2p+b—1)k1)2”{1( 4bd: ko ) L
YT\ T42p - Dke Azp+b-1) =7
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mientras que las desigualdades en (20b) implican que
_ ((2p+b— 1)) 5
T \42p - 1w

y para toda x € By, se tiene que

1 Vv < _1A|y|2p+b—l
1+ 2

1( Ubdy )*1
—_—— >
Clprb-1)

1
- rdikalele, (@21)

cuando 7 se elige tal que min {ﬁ, Iy, 1"2} > 1.

Cuando se cumple la condicién anterior para v, v;(x) > 0

y V resulta ser definida negativa. Ahora, se muestra la
estabilidad en TF en el equilibrio de (6). Primero, tenga
en cuenta que dizy < Vp Entonces, V < (y2 +2)V? <

p
o+ 2) (L]y[2P o1 4+ x|1T) | para toda x € Bj.
g 2 Y 1+a

Ahora se acota (21) en términos de V. Dado que la de-
sigualdad min{A, 3vdi(1+a)} (%|y|2p+b—l + 1+a |$|1+a)

< LAy 4 Lydiky 2P se cumple, se llega a que

V< —aVr, a= L’h)lmln{/l, 1"ydl(l —|—a)}
(2+72)7 2
(22)

para toda x € B;. Finalmente, elija p tal que

min 3+a 3—-b b+a S s
20+a) 2 20 J=P75

De acuerdo con el Lema 3, la condicién 1/p < 1 implica

estabilidad en TF. Recuerde que: (a) 2(31*;‘;) >p>1

cuando 1 > a; (b) 374’ >p > 1cuando 1 > b; y (c)
b;r—aa > p > 1 cuando b > a. El andlisis anterior arroja el
siguiente resultado.

Proposicion 1. Para toda ki, ko, ks € Rsg y bajo la
condicién de exponentes 1 > b > a > 0, el origen de
(1) en lazo cerrado con (6) es globalmente ETF. q

Las condiciones de Haimo se reducena 1 > b > a > b/(2—
b), (Bacciotti and Rosier, 2005). La Proposicién muestra
que el exponente a puede tomar valores menores que
b/(2 —=D).
Comentario 1. El conjunto S £ {x € R? : s(x) =
0} no es invariante positivo para (9). Esto se debe
al hecho de que a lo largo de las soluciones de (9),
b hg b —a
0 = PRSI0y = RSkl ()
bk_k2|y|b7_a( |® + v, y los tltimos términos no se can-
celan para todos los valores de a y b. Esto solo sucede si
= [a/(bk2)]** y a = b/(2 — b). Estas condiciones dan
como resultado los controladores homogéneos reportados
n (Cruz-Zavala et al., 2018). Asi, toda solucién x(t) de
(9), en general, no puede permanecer en x(t) € S,Vt >
t1 si para algin t1, x(t1) € S, ya que s(x)s(x) < 0
no se cumple, y & no es un modo deslizante termi-
nal(Venkataraman and Gulati, 1993).

Proposicion 2. Para toda ky, ks € Rsg, ks = 0 y bajo la
condicién de exponentes 1 > b > a > 0, el origen de (1)
en lazo cerrado con (6) es globalmente ETF. q
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Prueba 1. Tome las FL (10) y (11). En este caso x(x) =
p(x) = 0, y las derivadas con respecto al tiempo satis-

facen V' = —koly/"™" y X5 < —(A — 7dy)|y|? 07! -

ydyki|z|*H + ~ydika|x||y|®. Siguiendo el mismo proced-
imiento anterior se llega al resultado.

3.2 Controladores por RS no homogéneos

El sistema de lazo cerrado (1) y (7) se describe mediante
y=—hi[z|" = ka[2]’, 2=—hksl[2]"+hay.

(23)
Se proponen las candidatas Vy : R? = Ry V;: R?> - R
dadas por

T =y,

|1+a ky |1+b

= 3lyl” + 5l BEle (24)

Va= (m+7+1DV] +ndizy — dayz, (25)

donde 71,73 € Rsg y se determinaran los valores de las
constantes p > 1, d; > 0y da > 0. La funciéon Vg es
definida positiva y su derivada con respecto al tiempo es

Vi = y(—ki[z]® — ka[2]") + k1 [z]"y
ki ko (2] (—ks[2)C + kay) = —ky "koks|z|" .

(26)

Este hecho, junto con el principio de invariancia de
Krasovskii-LaSalle y el no acotamiento radial de V; llevan
a concluir que z = 0 es globalmente AE, donde el vector
z = [z, y, 2|7, (Michel et al., 2008). Para analizar la
estabilidad en TF se usa la funcién V; y el Lema 3.

Ahora restringimos el anglisis a la bola z € Bj, lo que
implica que |z| < 1, |y < 1y z < 1. La funcién (25)
es definida positiva si V' + dizy > 0y Vi — dayz > 0.
Como Vy(z) > V(x), la primera desigualdad se reduce
a (13). En consecuencia, dy y p deben satisfacer (15) y
(14), respectivamente Por otro lado, V' — doyz > 0 =

1,12
(3l +*
procedimiento para obtener (15), se llega a que da cumple

_ 2p—1
2koky !
O<di< | ——2 2
- ((2p— D +b>) 3

y p debe cumplir 2(31—% > p. Las condiciones en dy y ds

4 |z|1+b) —ds|y||z| > 0. Siguiendo el mismo

(27)

aseguran que Vg es definida positiva. Ademsds, pVPly <
— Al| (D =DFbte donde A = p(pky k)" kg thaks,
yl+bp—-1)+b+c=1+bp+c—1
La derivada con respecto al tiempo de Vy es
Vd —1¢ d d
A —— Ve R Vs di— d 28
Ty s PVd Vatm 1 (@) —sda 7 (y2) (28)

donde y4 = y1/(L+7 +73) y 75 = 1/(1+ 71 +73),

d

Gy = v ekl = ka[2)")

097 = Y(—ks[2]" 4 kay) + 2(=ka[2] = ka[2]").
Observe que |z|'*? = |Z|1+b*[(1+b);ﬂ+071]|Z|(1+b)p+cfl <

|z|(H0Pte=1 cyando 14+b> (1+b)p+c—1 <= 1+

258 Copyright©AMCA. Todos los Derechos Reservados www.amca.mx



CNCA 2021
13-15 de Octubre, 2021. Guanajuato, México

—

= > py 1+ };g > 1 para 1 > c. Ademids, VP <

-1 p
%|y|2+111_1a|x|1+a+%lzl(lﬁ-b)pﬂ-c—l) ,VXEBl.

/

Teniendo en cuenta los cotas anteriores se tiene que

v
< (A= sy |2 IO O
o < (Al 1Clal
— (5B — yaw2)|y|* + yaws|zl|2|°
+ys@alyl|z|® + ysws| 2|2
(29)

donde B = d2k4, C = dlkl, w, = dgkg, Wy = dl,
w3 = dlkg, Wy = d2k3 and Ws = dgkl.

Usando la desigualdad de Young, se acotan los términos
cruzados de la siguiente manera

_ 4bptel  (14b)pte—1

2fz)p < LTO@ =D Fe meit=nre | aFor ee
T (1+4bptec—1 G
1+b)p+c—1

b e e |Z|(1+b)p+¢:71

b}

+(1+b)p+c—161

_ _Q4bpte—l  (4p)pte—1
y[ch < (1 +b)P 1 e (I+b)p—1 \y|(1+l’$
T (14+b)pt+c—1
( ) ¢ (4b)pte—1
+ c |Z|(1+b)p+cfl
(1+bp+c—172 ’
1Fa
Z[:EJa S a Cga ‘w‘1+a+ c;1+a‘z‘1+a
1+a Lta 14+a
< a e | ‘1+a + C;(1+G)‘Z‘(1+b)P+cfl’
1+4+a 14+a

donde en la ultima desigualdad se usa el hecho de que
|Z|1+a _ |Z41+a7[(1+b)p+c—1]|Z|1+b)p+c—1 < |Z|(1+b)p+cfl’
para toda J{igc >py 2{1;6 >1 <= 1l4+a>b+c

Ademas para toda z € By,

ly| T = |y T 2y < |yl2, Ve> b
p— = P c

y<1+b)p+c71 Y (14b)pte—1 _1y_ =

|z|TFOG-De = |g|TFne-Dre 17|10 < |g]tte,

Vb > ac, donde se utilizan los siguientes hechos: (i)

% > 14a <= (14+b)p+c—1 > (1+a)[(14+b)p—

1-b+c] — 1+1L+b (g—c) zpyl—l—l%rb(g—c) > 1si
c (140 c—1

b> ey (i) % >2 = (1+bp+c—1>2[(1+

b)p—1] —

1 1 .
%2py%>151c>b.

Por lo tanto, se puede acotar (29) como

% < _é|z|(1+b)p+c—1 _ ﬁm? _ M|x|1+a
M+ s 2 2 2
—v1(2) — v2(y) — v3(2) — va(z) — v5(2)
(30)
donde v; = (A/8 — y5tm1)|z|(1HOIPHe=1 gy = (Bys/4 —
Taw2) |yl

va(m) = (A —abms  SHERESL) L ppieo
3(2) = o E
8 (I+bp+c—1
itb)pfe—1
o (€m0 +DE =) +d G i
4 1+bp+c—1 ’

(1+b c—
vala) = s B - Al O 1]~ | o
\4 (Q4+bpt+c—172
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A ~5CT4 (A4b)pte—1
B ————— ] c
8 (1+bp+c—12

U5(Z) _ (é _ 5ws C*(l+a) |Z|(1+b)p+c71+

‘Z‘(ler)ercfl7

8 é +a3 /,
aws =5 1+
+ (’Y4Z _Pysl-i-—a% ) (2]

De hecho, si v;(z) >0, =1,...,5, se satisfacen, entonces
V serd definida negativa y esto se cumple cuando los
coeficientes de v;(z) no son negativos, lo cual implica 2

A B 4
2 o2 =M
8wy 4o T 5
(1+b)(p=D+e
( Cl(1+b)p+c—1] ) b A[(1+b)p+c—1}>7
AP TeT s,
dws[(1+0)(p — 1) + ] 8bwos
(1+b)p—1

A[(1+b)p+c—1}(4w4[(1+b)p—1l )’ S s
8wosc B[(l + b)]lJ +c— 1] =
C(1+a) ( 8ws )*% L

dwsa A(1+a) M

Una vez se elige 1 para satisfacer la segunda desigualdad
de arriba, las otras desigualdades se cumplen para valores
grandes de 3. Por lo tanto, se llega a

Vi

< _é P (14+b)ptc—1 _ /75B| |2 _ /74C|x|1+a
14+ 4+ — 2

27l 2

Ya que dizy < VI 'y dayz < V7, se obtiene que Vi < (2+

ky 'k _
291+7) (SIyl? + Lz fof e + G2 |a|00prest
toda x € Bj. Por lo tanto, la desigualdad diferencial

anterior puede acotarse como
. 1
V, < —CYVdp, Vx € B,

donde la constante « se define como

i JAQ4D) (A +y1+73) C(1+a)
mm{ 2k, Tha By =g, }

P
) , para

(31)

a= T
(24271 +73)7
Eligiendo p tal que

. { 3+a 3+5b l—-c 2+a—c
min , ) ) )
2(1+a) 2(1+D) 1+b6 1+0
14 1 (b )c+1}> -1

—[-=-c
14+0b\a Tyl =P

se tiene 1/p < 1 y debido al Lema 3, (31) implica
estabilidad en TF. El andlisis anterior da el siguiente
resultado.

Proposicion 3. Para toda ki, ke, k3, ks € Rsg y bajo las
condiciones en los exponentes 1 > ¢ > b, b > ac, y
14+a > b+c, el origen de (1) en lazo cerrado con (7)
es globalmente ETF. N

4. EJEMPLOS DE SIMULACION

A continuaciéon se muestra el comportamiento de los
controladores no homogéneos mediante una simulacion
numérica. Se usa el método de integracién de Euler con
tiempo de muestreo ts = 0.005 [s]. Para los controladores
por RE se emplearon k; = ko = ko = 1 y los exponentes

2 Las ultimas tres desigualdades se obtienen eliminando las con-
stantes auxiliares ¢;, i = 1,2, 3.
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hel: b=1/2y a = 1/3. Este controlador es homogéneo.

ncl: b= 1/2ya = 1/4. Este controlador no es homogéneo
y no satisface las condiciones de Haimo.

Para los controladores por RS se seleccionaron las ganan-
cias k1 = ko = kg = 1, k3 = 2 y los siguientes exponentes

hocl: ¢ = 2/3,b = 1/3 y a = 1/3. Este controlador es
homogéneo.

nocl: ¢ =2/3,b=1/3y a = 1/4. Este controlador no es
homogéneo.

La Fig. 1 muestra el desempeno de los controladores. Las
simulaciones verifican los resultados, los controladores no
homogéneos proporcionan convergencia a * = y = 0 en
TF. Ademas, el comportamiento de los esquemas no ho-
mogéneos es similar que el de su contraparte homogénea.

(a) (b)

—=-=-hct
ncil

—===hcl

"o 5 10 0 5 10

Tiempo [s] Tiempo [s]
(c) (d)

—=-==-hoc1
noc2

0 15 0 0 15

5 1
Tiempo [s]

5 1
Tiempo [s]

Fig. 1. La primera fila muestra los estados = y y con los
controladores hcl y ncl. La segunda fila muestra los
estados = y y con los controladores hocl y nocl.

5. CONCLUSIONES

Se han propuesto controladores por retroalimentacion de
estados y por retroalimentacién de salida para la estabi-
lizacién en tiempo finito del doble integrador. La principal
diferencia con otros esquemas reportados es que el sistema
de lazo cerrado no es homogéneo. Utilizando funciones de
Lyapunov estrictas se han derivado las condiciones para
asegurar la convergencia en tiempo finito sin necesidad de
invocar ninguna propiedad de homogeneidad. Una futura
linea de investigacion sera el disenio de controladores no
homogéneos para sistemas dindmicos de mayor orden.
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