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Abstract: : In this work, a design of a multivariable super twisting controller for systems with
two outputs is presented. This design is made despite uncertainties in the input matrix. In a
similar way to the classic super twisting controller for one output, this controller can reject
Lipschitz perturbations, i. e. perturbations whose derivative is bounded by a constant. The
stability of the origin of the closed-loop system is proven by using a strict Lyapunov function.
Likewise, the performance of the controller is shown by simulations.
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1. INTRODUCCION

Una de las principales teorias de control para la estabi-
lizacién del origen de sistemas,rechazando perturbaciones
acopladas son los controladores por modos deslizantes de
primer orden (Utkin, 1992). Este tipo de controladores
son capaces de rechazar perturbaciones acotadas medi-
ante un controlador discontinuo. El principal problema
de este tipo de controladores es el efecto conocido como
chattering, el cual es producido por el tiempo de mue-
stro y la discontinuidad del controlador. Este fenémeno
puede ocasionar danos en los actuadores por el cambio
instantaneo del signo del controlador.

Una de las principales soluciones para atenuar el efecto
del chattering es la adicién una variable dindmica, la cual
es capaz de esconder la discontinuidad. El controlador
dindmico de este tipo mas conocido es el controlador super
twisting, el cual fue introducido en (Levant, 1993) y es
capaz de rechazar perturbaciones Lipschitz, es decir, per-
turbaciones cuya derivada este acotada por una constante.
La estabilidad del origen del sistema en lazo cerrado
fue originalmente probada geométricamente en (Levant,
1993). Posteriormente, en (Moreno y Osorio, 2008, 2012),
funciones de Lyapunov que prueban la estabilidad del
sistema en lazo cerrado fueron presentadas. Asimismo,
en (Seeber y Horn, 2018), se presenta el conjunto de
ganancias necesarias y suficientes para estabilidad del
origen del sistema en lazo cerrado.

Es importante mencionar que los principales resultados
del controlador super twisting han sido presentados para
el caso SISO. Sin embargo, se tienen algunos traba-
jos para el caso multivariable. En (Nagesh y Edwards,
2014) un controlador super twisting unitario para sistemas
multivariable es presentado. En este trabajo se presenta
también un controlador super twisting unitario extendido.
Sin embargo, en este resultado se asume que la matriz
de coeficientes de entradas es completamente conocida
y es precompensada en el controlador. Por otro lado,
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en (Lépez-Caamal y Moreno, 2015, 2019) se presenta
un andalisis del super twisting multivariable unitario y
generalizado. En (Kamal et al., 2015), se presenta un
analisis para la reducciéon del efecto de chattering para el
controlador super twisting unitario extendido. Es impor-
tante resaltar que en los trabajos anteriores se considera
el caso donde la matriz de desacoplamiento es conocida.
En (Vidal et al., 2016), se presenta nuevamente un contro-
lador super twisting unitario extendido, asumiendo que la
matriz de desacoplamiento es desconocida, pero se asume
que es positiva definida.

En este trabajo se presentard un controlador super twist-
ing para sistemas de dos salidas, asumiendo que la matriz
de desacoplamiento desconocida. Este resultado, se pre-
senta utilizando una funcién estricta de Lyapunov y puede
ser extendido para un caso de m salidas. Es importante
resaltar que la funcién de Lyapunov presentada en este
trabajo es diferente a las anteriormente presentadas en
(Nagesh y Edwards, 2014; Kamal et al., 2015; Lépez-
Caamal y Moreno, 2015; Vidal et al., 2016, 2017; Lépez-
Caamal y Moreno, 2019) y por ende las condiciones de es-
tabilidad del sistema en lazo cerrado, son diferentes. Una
de las principales ventajas de este diseno de controlador
super twisting es que se puede disenar aun asumiendo la
incertidumbre de la matriz de entrada, la cual puede ser
dependiente del tiempo y el estado.

Este articulo esta organizado de la siguiente manera: en
la Seccion 2, se presentan los preliminares, donde los
lemas claves para las pruebas son presentados. En la
Seccién 3, el planteamiento del problema es descrito. En
la seccién 4, se presenta el resultado principal, el cual
consiste en un controlador super twisting. En la Seccién
5, se presenta la funciéon de Lyapunov, la cual prueba
el resultado principal. En la Seccién 6, se presenta un
ejemplo de simulacién, utilizando el controlador super
twisting. Finalmente en la Seccién 7, se presentan las
conclusiones del trabajo.
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2. PRELIMINARES

Sea el vector z € R™, se define el operador de dilatacién
Al = (e"xy,...,eMmxy,), Ye > 0, donde r; > 0 son los
pesos de las coordenadas y r = (r1,...,r,) es definido
como el vector de pesos. Una funcién V : R" — R
(respectivamente, un campo vectorial f : R" — R", o
conjunto vectorial F'(z) C R™) es llamado r-homogéneo
de grado m € R si la identidad V(AF) €™V (zx) se
cumple (0 f(Afz) = emALf(z), F(Az) = emATF(z)),
[(Bacciotti y Rosier, 2005)], [(Moreno, 2016)]. Suponga
que el vector r y la dilatacién Al estan fijados. La norma

1
P

K )

homogénea es definida por |[[z|[, , = (Z?:l |74
.

Vz € R", para cualquier p > 1. Asimismo, recordamos la
siguiente propiedad de funciones homogéneas continuas

Lemma 1. ((Andrieu et al., 2008),(Moreno, 2016)). Sean :
R*" - Ry~ : R* - Ry dos funciones homogéneas
continuas con pesos r = (2,...,7,) y grados m, donde
~v(x) > 0, tal que se cumple

{z e R"\ {0} : y(z) = 0} € {z e R"\ {0} : n(z) <O},
entonces, existe un numero real A\* tal que, para toda A >
A%,z € RM\ {0} y algin ¢ > 0, n(z) — Ay(z) < —cl|z|[",-

El lema 1 es extendido a funciones discontinuas:

Lemma 2. (Cruz-Zavala y Moreno, 2017) Sean n : R” —
Ry ~:R®” — R, dos funciones homogéneas semicontin-
uas univaluadas por abajo (respectivamente, por arriba)
con pesos de homogeneidad r y grado m > 0. Suponga
que v (x) > 0 (resp. v (x) < 0) en R™. Sin(z) > 0 (resp.
n(xz) < 0) para toda = # 0 tal que v (z) = 0, entonces
existe una constante A* € R y una constante ¢ > 0 tal
que para toda A > \* y toda z € R™ \ {0}, se cumple

(@) + Xy(z) = ez,
(resp. (@) +2y(2) < —cially, ) -

Recordamos que para sistemas homogéneos, la estabilidad
local implica estabilidad global y su grado de homogenei-
dad [ determina el tipo de estabilidad [(Bacciotti y Rosier,
2005)]: (i) I < O implica estabilidad en tiempo finito,
(ii) I = 0 estabilidad exponencial, (iii) I > 0 estabilidad
racional.

2.1 Notacion

A lo largo de este articulo se usard la siguiente notacién.
Para una variable real z € R y un ntimero real p € R,
el stmbolo [z]” = |z|"sign (2) es la potencia signada p
de z. De acuerdo a esto, se tiene que [z]° = sign (2),
L™ = ml™ "y L™ = m[2)™"". Note que

[zJ2 = \z|2sign z # 2%,y si p es un ntimero impar
entonces fsz zP mientras que si p es par se tiene
|27 = 2P, Mas atin [2|” [2]7 = |27, [2)7 [2)° = [2" y
[2)° [2)7 = |2]".

3. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Considérese un sistema MIMO de dos salidas en la forma
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j = [gj =G lu+p] (1)

donde y € R? son los estados y salidas del sistema, u € R?
son las variables de control.

La matriz G € R2?*2 corresponde a la matriz de de-
sacoplamiento, cuyos elementos son funciones suaves del
estado y el tiempo. Esta matriz se asume incierta y puede

ser escrita como
G — |911 912
92,1 92,2

donde los valores absolutos de sus elementos estan acota-
dos por constantes, satisfaciendo las siguientes desigual-
dades

0< 951 <911 <911,
l91,2] < 31,2,
l92,1] < 2,1,
0< 9o <922 < g22.

(2)

Estas restricciones son comunes en modos deslizantes para
sistemas MIMO, de hecho estds restricciones aparecen
en (Levant, 2010, 2014; Levant y Dvir, 2014), donde se
prueba geométricamente que la estabilidad del origen de
un sistema de m salidas en lazo cerrado se puede lograr si
la matriz de desacoplamiento es diagonalmente dominante
por renglones, en este caso la restriccion seria

Ql’l >g1727
9yo >92,1-

3)

El término p € R? representa perturbaciones acopladas
al vector de variables de control, el cual se asume que
satisface

p1l < L1 <L, |po| < L2 <L,
donde Li, Ly, L € Ry son constantes.

(4)

El objetivo de control es estabilizar el origen del sistema
(1) en tiempo finito, rechazando el vector de perturba-
ciones p. Para lograr lo anterior, se busca disenar un
controlador super twisting multivariable.

4. CONTROLADOR SUPER TWISTING

En esta seccion, se presenta el resultado principal medi-
ante el siguiente teorema

Theorem 3. Considere el sistema (1), cuya matriz de de-
sacoplamiento satisface (2) y el vector de perturbaciones
satisface (4). Entonces la ley de control

u = _kul (ylji
_ku2 (?JQJ 2

0
s |, fleO
—kr,, [y2]"|’
estabiliza el origen del sistema (1) en tiempo finito para

ku, ¥ ku, suficientemente grandes, y para cualesquiera
ganancias ky, > Ly ky,, > L si se satisface

9, 91,2
det [ [Z11 >e €>0
92,1 g272

+ z,

()

(6)
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La prueba de este teorema es realizada mediante una
funcién estricta de Lyapunov, la cual es presentada en
la Seccién 5.

Note que la condicién (6) pide que el determinante de
la matriz de desacoplamiento sea estrictamente positiva,
lo cual asegura que los dos controladores trabajan en la
direccion correcta para lograr la estabilidad del origen del
sistema. Sin embargo, la condicién méas importante es la
matriz G nunca sea singular y dependiendo del signo de su
determinante, se tendrian los signos de las ganancias del
controlador. Nétese que la condicién (6) en el caso escalar,
implicaria que el coeficiente de control sea positivo, la
cual es una suposicién habitual. Asimismo, es importante
notar que en contraste con el trabajo presentado en (Vidal
et al., 2016), la incertidumbre de esta matriz no tiene que
ser simétrica y puede variar en funcion del estado y del
tiempo.

Por otro lado, vale la pena mencionar que en contraste
con un controlador por modos deslizantes cldsicos para
sistemas MIMO, como los presentados en (Levant, 2010,
2014; Levant y Dvir, 2014), la matriz de desacoplamiento
no requiere ser diagonalmente dominante por renglones,
sino que se tiene una condicién menos restrictiva, ya que
si satisface (3), la condicién (6) también es satisfecha pero
no ocurre lo mismo en sentido contrario. Esta condicién
menos restrictiva es posible como consecuencia de tener
un controlador continuo en lugar de uno discontinuo, ya
que como consecuencia de la discontinuidad todos los
controladores continidan actuando en el origen.

Es importante recordar que el controlador super twist-
ing es un controlador homogéneo (Levant, 2005), por
lo que las propiedades de homogeneidad permiten un
escalamiento de ganancias. Por lo tanto, si el controlador
(5) estabiliza el origen del sistema (1) con ganancias k, ,
Kuy, kr,, ¥ kr,,, rechazando perturbaciones con derivadas
acotadas por L, entonces el controlador (5) con ganancias
A2ky,, A2ku,, Mz, y Akr,, para A > 0 estabiliza el
origen del sistema (1), rechazando perturbaciones con
derivadas acotadas por A\L.

5. FUNCION DE LYAPUNOV

En esta seccién, se presenta la funcién de Lyapunov, la
cual valida el Teorema 3.

Deﬁniendo las variables integrales (1 = 7 (21 + p1)
-
y G =

(zz + p2); asi como las siguientes variables
escaladas para las perturbaciones acopladas p; = k;l 01
uy

y P2 = ﬁ p2, el sistema en lazo cerrado puede ser escrito
como  °
1 1
= —g1,1ku, [ y1)? — C1} — 91,2ku, “yﬂ ? - Cz} ;
1 1
Y2 = — g2,1ku, [ y1)? — C1} — 92,2ku, “ZJQJQ - <2:| ;

1. _ 1.—1
kro, = kylkr,,

., kp :k;21k1u2

u
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De esta forma, se propone la siguiente candidata a funcién
de Lyapunov

V =y B ‘yl —[a)?

5 1
+ V21 |<1|p:| +
p

2 212 1 »
2 | = ‘y2 - [¢2] ’ + =7z, 1G]
p p
con p > 2y v,y € Ri. Nbotese que cada término es

positivo semidefinido y la suma de los mismos es positiva
definida en y € R2, ¢ € R?.

La derivada de la candidata a funcién de Lyapunov a lo
largo de las trayectorias del sistema (7) es

V== mgrau [ - 1612] T [fn)t -] -
= [fyz = Cz]
=167 7 [t - al -
yz—szJJTf )5 - cz}
Al - g

Y191,2Ku, [yl [C1] J
Y292,1Ku,

V292,2Ku,

1 1

vikr,, [2

72]51“'2 |:2 _’VCQJQ — Y2 g + Yz [CQJ 2:| (5227

donde
s =G “leO +/71] ;
5 = “yﬂo +,52] ;

seleccionando p = 2, la derivada de la candidata a funcién
de Lyapunov puede ser acotada por

liQJO [fyﬂ% - Cl] -
[v292.2 = 71 91.2/] Fus [yz —[C2] QJO { [y2] 3 _ } —

mikr, {2 “ClJQ - le + Yz [¢1] ] Pay—

V <~ [ngia = 72 |92, b, [yl -

- 0 _
PYQkqu |:2 ’V[CQJQ - yQJ T Vze [C2J0:| ¢Z27
donde el primer término es negativo semidefinido si

Y1911 — Y2 [g2,1] > 0,
lo cual se logra si ; se define como

1 €
Y1 ="Yo— +—1, €>0.
gi1 91,2

Asimismo, el segundo término también es negativo
semidefinido si se satisface

Y292,2 — 71 191,2[ > 0,
sustituyendo v, se tiene

s

g1,1 g1
la cual se cumple si

9592911

que implica la condicién (6).

— G2,101,2 > €,

Utilizando el Lema 1, los primeros dos términos, los cuales
son positivos semidefinidos, pueden dominar para k,, y
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ku, suficientemente grandes, si en la regién en donde
ambos términos son cero, la derivada de V' es negativa
definida.

El primer término es cero sélo en el conjunto

S1={w Ol =0}

mientras que el segundo término es cero sélo en el con-
junto

S2= {0l = [&2)*} .

en la interseccién de los conjuntos S7 y Se, la cual es
representada por S 2, se tiene

V < — ’yl];/’lzq |:2 + V21 |—<1J01| a)zl ‘51,2 -

S1,2
721211@ |:2 + Vzo (<2J0:| (VZ_SZQ |5112 )

kr

ul

< —mkr,, [2 + 7 [ClJO} [[QJO - L] Gl =

- L
Yekr,, [2 + Ve [CZJO} [[@JO T |Cal
ws
la cual es negativa definida si se satisface
Vo > 20 Ve > 2, kful > L, k‘qu > L.

Por lo tanto, es posible hacer 1% negativa definida para k,,
y ky, suficientemente grandes. Es importante mencionar
que la funcién de Lyapunov no es diferenciable en los
conjuntos S; y So, por lo que la funcién de Lyapunov
presentada no puede asegurar la estabilidad del origen en
esas superficies. Sin embargo, nétese que la dindmica de
(1 y ¢ valuada en esas superficies corresponde a

G=- kr,, [liO + ﬁl} )
(o=~ kr,, [[CQJO + ,52} ;

cuyo origen es estable en tiempo finito para ganancias

k1, > Ly kp,, > L. Porlo tanto, y; = [QJQ Y Yo = (CQJQ
tienden a cero en esas superficies y por ende el origen del
sistema en lazo cerrado es estable en tiempo finito.

6. EJEMPLO DE SIMULACION

Considérese un robot manipulador de dos eslabones con
movimiento en un plano perpendicular a la gravedad, cuya
dindmica puede ser escrita como (Utkin, 1992)

T1 q1 .

{TQ] +p=M(q) [dz} + N(g,q)
donde 71 y 7 son las variables de entrada y corresponden
a los pares de fuerza aplicados en las articulaciones de los
eslabones. Las variables ¢1, g2, ¢1 v ¢ son los estados del
sistema correspondientes a las posiciones y velocidades
angulares de cada eslabén. La matriz M(q) representa la
matriz de masas, cuyo elementos estan definidos por

Moy =L3 Moy,
M1z = Ma1 =Mag + L1LaMs cos (qa) ,
myy =L (M + My) + 2mia — mao,

donde M; y M> son las masas de los eslabones, L
y Lo son las longitudes de los eslabones. La matriz
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N(q, ¢) representa a la fuerza de Coriolis y sus términos
corresponden a

ny = — L1LyMs (24142 — ¢3) sin (g2) ,

%) :LILQMQq.% sin (QQ) .
Asimismo, p representa el vector de perturbaciones no
desvanecientes. Los elementos de p se definen como
p1(t) = 3sin(2t) y po(t) = cos(t), cuyas derivadas estdn
acotadas por 1.

Nétese que el determinante de la matriz M(q) estd
definido como

det (M) =my1mas —miy
=g L2 (M, + My) — (L1 Lo My cos(g2))?
>L2L3 My (M + My) — (LyLoMs)?
>L3L3 My My,
el cual es estrictamente positivo. Por lo tanto, el contro-
lador presentado en el Teorema 3 puede ser utilizado. Para

lograr la aplicar de este controlador super twisting (5), se
considera la superficie de deslizamiento

S1 g1 +a1qu
= = . 0
5 {82} {fb + CL2Q2} ) 01,02 >

cuya dindmica puede ser escrita como

§=M""(q) qg] +p—N(q,4) +M(q) [alql]) :

a2qa

Nétese que el término N(q,¢) puede ser facilmente com-
pensado por el controlador. Sin embargo, dado que la ma-
triz de desacoplamiento M (¢) se asume incierta, el iltimo
término no puede ser cancelado. Para lidiar con este
término, considérese que la incertidumbre de la matriz
desacoplamiento aparece sélo en los parametros, es decir
se conoce la estructura y se tienen los pardmetros nomi-
nales Ly, Lo, My y Ms, los cuales son una aproximacién
de los parametros reales. De esta forma, se propone la ley
de control
Ty . v aig
T= =u+ N -M o
{72] + N(g, q) — M(q) [azqz}
donde M (q) representa la matriz de masas nominal, es de-
cir utilizando los pardmetros nominales en los término. De
esta forma, la dindmica de la superficie de deslizamiento
se convierte en
: - Y aiqa
=M1 u+p+ M . ,
(a) ( p+ M(q) [QQqQD

donde

~ M1l M12

M(q)=|~" -
(a) {mm mm] :

Mae =L3My — L3 Mo,

M1z =mg1 = Moz + (L1LaMy — Ly Ly My) cos (g2)

i =L3(My + Ma) — L3 (M; + M) + 211 — maa.

Por lo tanto, la perturbaciéon acoplada final es escrita
como

. aimi1qr + azmiags

t, = n1g 129
pr(t:a:4) =p+ a1M2141 + a2M224G2

cuya derivada resulta en
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pr(tsa,4) =p+ M(q) [%1 C?J M~ (g)u+

s [2(11(11 + 02(12] ,
a1q1
12 = — (L1LaMs — L1 Ly M>) o sin (go) -

De esta forma, la norma infinito, la cual es definida como
1Al = max(|p1],[p2]), de la derivada del vector de
perturbaciones esta acotada por

55lloe <1+ (A1) max (a, az) [full, +
(L1 LMy — Ly Ly M) max (2a1, as) ||4]|2,

donde X (M) representa el méximo valor propio de la
matriz M. Es importante notar que los elementos de py
son unicamente Lipschitz localmente.

Las simulaciones fueron realizadas utilizando el programa
de Matlab Simulink con el solucionador de Euler de
primer orden con tiempo de muestreo de 107%[s]. Los
parametros utilizados estan presentados en la Tabla 1.
Asimismo, se consideran las condiciones iniciales ¢(0) =
[0.5,0.5]" y 4(0) = [0,0].

Pardametro Valor Pardmetro Valor
Ly 1[m] Ly 1.1[m]
Lo 1[m] Lo 1.05[m]
M, 10[kg] M, 9.9[kg]
Moy 1[kg] Mo 0.95[kg]

Tabla 1. Parametros fisicos.

Seleccionando a1 = % y az = 1, la norma infinito de la
derivada del vector de perturbaciones es acotada por

psll <1+ 0.1665]|ul], + 0.0973 ||g][3,

La ley de control es definida como

. [—7 )2
-7 |—82J 2

s [Bl]

donde las ganancias de las acciones integrales son mayores
a 1, siendo este la cota méaxima de las perturbaciones
externas p(t). Asimismo, es importante mencionar que las
ganancias son independientes, aunque en esta ocasién se
han escogido de la misma magnitud, de tal forma que la
precisién y el efecto de chattering sean similares en ambas
salidas.

+z

En la figura 1, se presenta el comportamiento de los
estados del sistema, los cuales son definidos como 1 =
q1, Toa = @2, T3 = (3. y T4 = (2. En esta figura es
posible observar que todos los estados convergen a cero.
Es importante mencionar que esta convergencia se logra
de forma exponencial.

En la figura 1, se presentan las superficies de desliza-
miento. En ella es posible que ambas superficies de
deslizamiento convergen a cero con un error de 10~7. Note
que este caso la convergencia es en tiempo finito.

En la figura 3, se presentan las senales de control. Nétese
que aunque la ley control tiene una discontinuidad en
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Estados

04

-06

t[s]

Fig. 1. Estados del sistema.

0.5

04l — -s,

Superficies deslizantes

t[s]

Fig. 2. Superficies de deslizamiento.

la dindmica de la acciéon integral, la senal resultante
de control es continua. Este resultado se debe a que
el integrador esconde la discontinuidad. Asimismo, es
posible ver que ambas senales tienden al negativo de su
respectiva perturbacion no desvaneciente, lo que permite
cancelarlas.

Senales de control

t[s]

Fig. 3. Senales de control u; y us.

En la figura 4, se presentan los errores integrales, los
cuales son definidos por la suma de la variable integral y la
perturbacion no desvaneciente. En esta figura, es aprecia
que el vector de perturbaciones es cancelado por la accién
integral.
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Emores integrales

t[s]

Fig. 4. Errores integrales e;1 = 21 + p1 ¥ €2 = 22 + pa.
7. CONCLUSIONES

En este articulo se presenta un controlador super twisting
multivariable para sistemas de dos salidas. Sin embargo,
este resultado puede ser extendido para un sistema de
m salidas. Un aspecto importante en el diseno del con-
trolador es que no requiere el conocimiento exacto de la
matriz de desacoplamiento. Sin embargo, se asume que
conocen cotas inferiores y superiores de sus coeficientes.

Las estabilidad del origen del sistema en lazo cerrado es
probada mediante una funcién de Lyapunov. Asimismo,
el funcionamiento del controlador es mostrado con simu-
laciones.
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