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Abstract: In this paper, a Proportional Integral Derivative (PID) controller is proposed to
regulate the dynamic response of a proton exchange membrane (PEM) fuel cell system and
compensate for parametric variations and disturbances without the need of explicitly estimating
or measuring them. As recognized in the literature, derivatives are difficult to measure or
construct reliably in practice and hence, approximate them using finite differences is preferable.
Such an approximation, if not performed carefully, may introduce undesired control activity and
generate instability. In this sense, we propose to engineer the finite differences using artificial
delays with the main objective of eliminating detrimental effects while guaranteeing the stability
of the fuel cell system. The effectiveness of the proposed approach is testified by means of

numerical simulations.
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1. INTRODUCCION

La creciente demanda de energia alrededor del mundo re-
quiere el desarrollo de alternativas de generacién sustenta-
bles como medida para reducir el deterioro ambiental. En
efecto, la actual tasa de consumo energético ha resultado
en altos niveles de emisiones de didéxido de carbono debido
al uso indiscriminado de combustibles fésiles. Por lo tanto,
navegar hacia el uso de fuentes de energia “amigables” con
el medio ambiente es de vital importancia. En este sentido,
las celdas de combustible de intercambio proténico son una
alternativa prometedora al uso de fuentes de energia con
base en combustibles fésiles (Wang et al., 2011).

En funcion de la aplicacion, un nivel de voltaje adecuado se
podria generar apilando multiples celdas de combustible;
sin embargo, dicho voltaje seria poco préctico ya que
sufriria de variaciones severas inducidas por desviaciones
de los parametros nominales. Mas ain, fluctuaciones agre-
sivas en la carga podrian generar dano permanente en
las celdas de combustible debido al fenémeno de falta de
combustible (Taniguchi et al., 2004). En este contexto,
los convertidores CD-CD conmutados se han vuelto un
componente fundamental en grupos celdas de combustible
apiladas, a tal grado que un conjunto de celdas de com-
bustible, junto con un convertidor de potencia acoplado
a una carga eléctrica, se puede entender como un sistema
indivisible que llamamos cominmente sistema de celdas
de combustible (SCC). La importancia del convertidor de
potencia en un SCC es su habilidad de regular el voltaje
entregado a la carga. Sin embargo, combinar la dindmica
de las celdas de combustible con la del convertidor de
potencia ocasiona que la tarea de regulacién de voltaje
sea compleja y requiera de intrincados esquemas de control
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(Daud et al., 2017; Rgab et al., 2010; Zuniga-Ventura et al.,
2018).

En vista del razonamiento anterior, en este articulo se
propone un modelo sencillo de pequena senal capaz de
combinar las dindmicas del grupo de celdas de combustible
y del convertidor, con el cual se disena un controlador
PID para resolver el problema de regulacion de voltaje del
SCC. Por otro lado, cabe mencionar que, con el objetivo
de garantizar la implementacion segura del esquema de
control, la parte derivativa del controlador se aproximara
por medio de una accién retardada. El controlador prop-
uesto, conocido como controlador Proporcional Integral
Retardado (PIR), se implementa en un SCC compuesto
por un grupo de celdas de combustible con un convertidor
reductor CD-CD que actia como una interfaz entre las
celdas de combustible y una carga resistiva pulsante. El
objetivo principal es compensar variaciones en el voltaje
entregado por el grupo de celdas de combustible, las cuales
son generadas por escalones de potencia ocasionados a su
vez por una carga pulsante.

2. MODELO DE PEQUENA SENAL Y CONTROL PIR

En esta seccién obtenemos el modelo de pequena senal
para el SCC que se muestra en la Fig. 1, en donde v; es el
voltaje entregado por las celdas de combustible apiladas,
i1, es la corriente en el inductor, v, es el voltaje de salida,
is es la corriente en las celdas de combustible, Cs y C, son
respectivamente los capacitores de entrada y salida, L es
el inductor y R es la carga del SCC.

Considerando que el convertidor opera en modo continuo
y que el interruptor ¢ € {0, 1} es ideal, usando las leyes de
voltaje y corriente de Kirchhoff’s, y con base en técnicas
estandar de promediado (Sanders and Verghese, 1990), se
obtiene el modelo promedio del SCC como
Copyright©AMCA. Todos los Derechos Reservados www.amca.mx
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s dt — Us L',
di

L% = —v, + Vs, (1)
dv ) 1

COT;:ZL_EUO?

en donde la senal u € [0, 1], también conocida como ciclo
de trabajo del sistema, se obtiene a partir de la senal de
conmutaciéon como g — u.

Usando una descomposicién candnica de las variables del
sistema (1), en sus componentes de CA y CD, se obtiene
el modelo de pequena senal para el SCC alrededor de un
punto de operacién de interés; es decir,

dv . R N
OScTtS =1, — Ui — Iu,
p
DL b+ Uty + Vais, 2)
dt
dov, . 1.
COE =1L — Evoa

en donde las letras mayusculas y con gorro representan
respectivamente las componentes de CD y de CA de
las variables. Mas aln, a partir de las condiciones de
equilibrio, los valores nominales son

I,=1,U, V,=V,U y I,=V,/R, (3)
en donde V, y R son fijos. Por otro lado, Vi, U y is se
determinan usando el modelo estatico de la pila de celdas
de combustible reportado en (Shahin et al., 2010)

E, I
= 4
T @
en donde F, e i, son, respectivamente, el voltaje a circuito
abierto y la corriente de la pila de celdas de combustible,

e I y p son pardmetros por determinar. Sustituyendo (3)
en (4) encontramos que el valor nominal V esta dado por

Vi ={V; e R": F(V]) =0}, (5)
en donde F(Vy) = (Vi — E,)(IRV,)* + V4(V2)*. Note

que con V, dada, la senal nominal de control U se puede
resolver de (3) como U =V, /V, € [0,1].

Para obtener s, note que vy = Vi + 5. Como pequenas
variaciones de v alrededor de Vj se generan debido a

S

pequenas variaciones de ig, tenemos que s = Us/m en
donde
E IHTH
m— _'“07“5‘ (6)
(I/‘ + It )2 1,

Con las consideraciones descritas arriba, el modelo de
pequena senal del SCC toma la siguiente forma

Fig. 1. SCC compuesto por celdas de combustible apiladas,
un convertido CD-CD reductor y una carga resistiva.
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dvg 1. . V., .
ST R
E
L% = b+ Ui, + Vi, (7)
do R 1.
Co—dto =15 — Evo.

Considerando que @ y 0, son, respectivamente, las sefiales
de entrada y salida del SCC, la funcién de transferencia
del sistema estda dada por

’lA]o(S) b18 + bo
~ = 3 2 : (8)
a(s) a3s3 4+ a98% + a15 + ag
en donde los coeficientes a; y b; son funcién de los
pardmetros del SCC y se definen como ag = U%/R —1/m,
ap = Cy + U?C, — L/(mR), az = LCs/R — LC,/m,
az = LC,Cs, by = =Vs/m —UV,/Ry by = C, V5.
Por otro lado, se sabe que un controlador realimentado de
la forma

de dr—te
dt ootk dtp—1’ )
es capaz de estabilizar un sistema lineal de grado relativo
p (Selivanov and Fridman, 2018), aqui é = r — 0, se define
como el error de salida. Cabe mencionar que el grado
relativo del sistema (8) con salida 0, es p = 2. De (9),
tenemos que un controlador estabilizante para el SCC esta
dado por el controlador cldsico tipo PD:

. R dé

u kle —+ kQ di .
Observe que (10) requiere la derivada de la salida, la cual
es dificil de medir en general. Sin embargo, puede ser
aproximada usando diferencias finitas como

de(t) _é(t)—é(t—h)
= h ’
en donde h es un retardo artificial. Si dicha aproximacién

no se disena adecuadamente podria causar un mal de-
sempeno del lazo de control e incluso inestabilidad.

U =kié+ ky

(10)

h >0,

Sustituyendo la aproximacién anterior, podemos consid-
erar al controlador PD en (10) como un controlador que
depende de retardos, también conocido como controlador
Proporcional Retardado (PR); es decir,

at) = (k1 + ’jf) o)~ 2er—n), ()

Por lo tanto, si se disenan los parametros ki, ko y h de
manera adecuada, se puede evitar el uso de derivadas puras
en el controlador, eliminar la necesidad de disenar filtros
adicionales y al mismo tiempo preservar las propiedades de
la accién derivativa mediante su aproximacion con difer-
encias finitas sin comprometer el desempeno del sistema
de control (Suh and Bien, 1979).

Finalmente, complementamos (11) con una accién inte-
gral para brindar robustez al lazo de control. Entonces,
definiendo kj, = k1 + ko /h y k, = ka/h, el controlador PIR
que se obtiene a partir de (10) es
a(s)  s(ky — kee™ ") + k;
é(s) s ’

(12)

en donde ky, k; y k, son respectivamente las ganancias
proporcional, integral y retardada, y el problema en con-
sideracion se plantea como sigue:

383 Copyright©AMCA. Todos los Derechos Reservados www.amca.mx



CNCA 2021
13-15 de Octubre, 2021. Guanajuato, México

Problem 1. Encuentre una sintonizacion para los pardme-
tros (h, kp, k;, k) que creen una respuesta estable para la
salida del sistema (8) en lazo cerrado con (12) con base en
sus raices caracteristicas.

Con este problema en mente, primero encontramos la
funcién caracteristica de (8) con (12) como:

F(s,h,k.) = D(s) + N(s)kpe " =0, (13)
en donde D y N son polinomios en s dados por
D = s*+ as®+(kpe + b)s* +(fk, + ek; + ¢)s + fki, (14)

N = —(s + d)se,
y a=as/asz, b=ai/as, ¢ =ap/az, d=0by/b1, e =b1/azy
f:bo/(l3.

Desplazando el plano-s con el cambio de variable s — §—7,
con v > 0, resulta en la ecuacion caracteristica desplazada
F(7,3,h,ky) = H(7,8) + kyee™" =0, (15)
en donde H = ﬁ/N v, D y N se obtienen a partir de
(14). Para concluir esta seccién, a continuacién se presenta
una descomposicién en partes real e imaginaria de H(v, §)
sobre el eje imaginario § = jw, esto es,
H=—(Rg+jlg)y H =—(Rg +jlg)
en donde H' = §H /dw.

(16)

3. DESCOMPOSICION DEL PLANO (h, k,)

Gracias a las propiedades de continuidad de las raices car-
acteristicas con respecto a los parametros del sistema, un
cambio de estabilidad solo puede ocurrir sobre el eje imag-
inario (Datko, 1978). Es decir, un raiz caracteristica puede
migrar de C~ a CT solamente a través de C°. Suponiendo
que (13) es una funcién continua de h y k, podemos
unas el método de D-subdivisién (Neimark, 1949) para
encontrar al conjunto de parametros que generan un raiz
imaginaria pura s € C°. M4s atin, nuestro interés se centra
en encontrar cambios de estabilidad sobre el eje imaginario
desplazado, por lo tanto, a continuacion, se buscara al
conjunto de parametros que originen raices sobre —y+ jw.
Recordando que las raices caracteristicas son simétricas
respecto al eje real, sin pérdida de la generalidad, se puede
considerar solo el caso w > 0.

Proposition 2. Dado un v > 0 y un w > 0, los puntos de
cruce dados por

R~
h= —larccot (H) F @,
w Iy w
R-
kp=——"H 18
e cos (wh) (18)

generan raices sobre el eje imaginario desplazado —v =+ jw,
en donde n =0,1,2,....

(17)

Proof. Siguiendo el método de D-subdivision, se comien-
za buscando los pardametros h y k, que satisfacen
F(y,jw, hy k) =0, (19)
en donde F se define en (15). Recolectando parte real e
imaginaria de (19) resulta en
0=—Ry + k.e"" cos (wh),
0= —TIg — ke sin (wh).
Guanajuato, México, 13-15 de Octubre, 2021

Las ecuaciones (20) y (21) implican que

cot (wh £nm) = —Ry /1. (22)
Después de manipulaciones algebraicas sencillas en (22) se
obtiene (17). Con h a la mano, k, se puede resolver de
(20), lo que resulta en (18). O

De acuerdo al algoritmo de D-subdivisién, con w = 0,
tenemos de (19) que

k, = —H(v,0)e” "
es un punto de cruce para cualquier h > 0y v > 0.

(23)

Para un entero n dado, la coleccién de puntos (h, k)
que se obtiene de (17) y (18) se conoce como frontera
de estabilidad. De aquellas n-fronteras, algunas de ellas
delimitan el dominio de estabilidad, representado como
Dy, el cual corresponde a una regién en el plano (h, k)
para la cual el SCC presenta un comportamiento estable.
Cabe destacar que la Proposicion 2 no brinda informacion
acerca de las propiedades de estabilidad del SCC y por lo
tanto Dy aun tiene que determinarse. Un método efectivo
para lo anterior es el criterio de estabilidad con base en la
matriz de Lyapunov desarrollado en (Gomez et al., 2019).
El método consiste en verificar la positividad de la matriz

’Cr: l:U<th>:| eRmerr’
r—1 ij=1

para un entero r > 0 suficientemente grande. Aqui U :
[—h, h] = R™*™ eg la matriz de Lyapunov de un sistema
con retardos con coeficientes matriciales en R"*". Por
ejemplo, con r = 3 la matriz K, es

Uu) U(n/2) U(h)
U'(h/2) U(0) U(h/2)

ut(h) UT(h/2) U(0)
Este enfoque requiere de la representacién en espacio de
estado del sistema en lazo cerrado; a saber,

PO _ Agatt) + Mra(t — n)

en donde z = (0,,71,0,,1), 1 es un estado extendido,
con dindmica dada por 77 = é, empleado para introducir la
accion integral en (12) y las matrices del sistema Ay y Aq
estan dadas por

(24)

Ks =

(25)

LU Ve Y
mC, ~C, "RC, ~EC,
S S
A= L (1) _L_lk”L T
0 - - 0
Co RC,
0 0 —1 0
Vo
0 0 —k 0
Ay = Vs
1 0 0 k.. T 0
0 0 0 0
0 0 0 0

Mas atn, en linea con el cambio de variable en el dominio
de la frecuencia s — § — =, se introduce su contraparte en
el dominio del tiempo y(t) = e?*x(t) con el cual el sistema
(25) se transforma en

dy(t)

7l (Ao +vL)y(t) + Are™y(t — h), (26)

en donde I; es la matriz identidad de dimensiones 4 x
4, permitiendo el andlisis de v-estabilidad usando (24).
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Fig. 2. Regiones de estabilidad relativa en el plano (h, k)
obtenidas con K3y para varios valores de 7.

Equipados con (24), se escanea a continuacién el plano
(h, k) en la busqueda de regiones y-estables del sistema
(26) verificando que K, > 0 con r = 30. El resultado
que se muestra en la Fig. 2 se obtiene usando k, = 0.1 y
k; = 0.05. Los valores nominales del SCC se enlistan en la
Tabla 1 y se usan para encontrar Vs = 39.1309 V a partir
de (5) considerando un voltaje de salida deseado V, = 12
V, con I = 84.8 y u = 0.46. Los valores nominales de
CDU =0.3066 V, I, =8 Ay I, =2.4533 A se obtienen a
partir de (3) y m = —1.2023 se calcula con (6). Note en la
Fig. 2 que la region estable se reduce cuando v incrementa.
Como 7 se relaciona con raices con parte real en —v, se
puede concluir que empujar las raices dentro de C~ podria
resultar muy restrictivo al elegir valores estabilizantes para
(h, k), lo cual es el objetivo principal de este trabajo.
Por otro lado, si continuamos incrementado el valor de
v, algunas regiones interesantes comienzan a surgir dentro
del dominio de estabilidad como se discute a continuacion.

La Fig. 3 reproduce las regiones de estabilidad relativa
obtenidas en la Fig. 2 en donde las lineas en color verde
son fronteras de estabilidad obtenidas con (17), (18) y
(23) para varios valores de 7. De manera interesante, al
inspeccionar dichas curvas, se puede distinguir un conjuto
de regiones acotadas por las fronteras de estabilidad. Estas
regiones se denotan como D, y se muestran en la Fig. 4
para una mejor visualizacién. En la ultima figura, para un
~ dado, las fronteras de cruce correspondientes se recortan
para formar las regiones D., descritas anteriormente. En las
fronteras de estas regiones existira entonces al menos una
raiz —no necesariamente dominante— con parte real igual
a —v. Observe que cuando el valor de 7 incrementa, las
regiones D, se contraen y eventualmente colapsan en un
punto dentro del dominio de estabilidad, como muestra el
punto en color azul en la figura, para un valor critico 7. Se
tiene que para este valor critico 7, las fronteras obtenidas
con (17), (18) y (23) se encuentran unas con otras en Dx
y generan una triple raiz en —7; es decir,

Fy=0, F,=0, y F/=0. (27)

Aqui, el subindice cero indica que la funcién a y su primera
y segunda derivada parcial con respecto a &, I y E”, se
evaluan en (v, §) = (¥,0).

Guanajuato, México, 13-15 de Octubre, 2021
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Fig. 3. Fronteras de cruce en color verde obtenidas con
(17), (18) y (23) para varios valores de ~.

Table 1. Valores nominales del SCC.

Descripcién valor  unidad
Carga nominal, R 1.5 Q
Capacitor, C, 16.6 Yy
Capacitor, Cy 5600 uF
Inductor, L 37.5 pnH
Voltaje a circuito abierto de la celda, E, 46.8 \

4. DISENO DEL REGULADOR CONMUTADO

Una interrogante natural que nace a partir de las discu-
siones anteriores es si es posible caracterizar de manera
analitica el valor critico 7. Si la respuesta es afirmativa,
entonces ;Como se deben sintonizar las ganancias del
controlador PIR tal que el sistema en lazo cerrado opere
de manera estable en este valor critico? Para dar una
respuesta a este cuestionamiento, primero introducimos el
siguiente lema.

Lemma 3. El colapso de las regiones D, genera una triple
raiz real en —75 en donde

7€ {n e R : A(y) =0}
Aqui, A(y) = Oégk]% +artky+agy
ay = 2e(f — ed)y® + (e2d* — f?)y4,
a1 = 293¢ + 87 f +4(eda — 3fd — af)y°
+ 2(ce — ad*e + €®k; + fb+ 2adf — 2bde + 3d* f)y°
+ 2(bd%e — 4fek; — fc— ad® F)v* +4(f%k; + 2fkied)?
— Afd(fk; + kide)y* + 2 k;d*y,
ap = 27" —2(a + 3d)y? + (8ad + a® — 2b + 3d*)®
+ 4(2ek; + 2¢ — ad® — a*d)y" + 2(2bda — 2ca — 6ek;d
+ a?d*— 8fk;— 6dc — 2ek;a)y°+ 2(3d*ek; + cb + 5k; fa
+ 2dac — d*ba + 2dk;ea — db® + 14 fk;d + kibe + 3d*c) v°
+ (b2d® — 6 fkib — 2ad*c—k}e? —16adf k; — 14 fk;d* —2ek;c
— 2ad*ek; — )y + 4(2bdf ki + ek? f + 2ad® fk; + fkic)y?
— 2fk;(2bd? + 2dc + fk; + 2ek;d)~?
+ 2fkid(kide + de + fki)y — f2k2d>.
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Fig. 4. Dominio de estabilidad Dy y regiones D,, en el plano
(h, k;.). El punto azul se asocia al valor critico 7.

Proof. En el valor critico 7, se satisfacen las condiciones
en (27), por lo tanto,

Hy+ ke =0, (28)
H) — hk.e" =0, (29)
HY + Wk’ = 0. (30)
Usando (28) y (29) se obtiene
H/
h=-=2. (31)
Hy
A partir de (29) y (30) tenemos que
H//
h=—=" (32)
Hy

Eliminando h de (31) y (32) resulta en

F AL — Y o — 0.
Expandiendo el lado izquierdo de la ecuacién anterior se
obtiene

FI()H() — }AI(I)/}AIO e 0(2]{,'12) + Oélkp + «p. (33)

Note que agkﬁ—kal kp+ap = A(¥). La observacién anterior
concluye la prueba. O

El Lema 3 permite caracterizar el punto critico 7, el cual se
usa a continuacion para obtener una regla de sintonizacién
analitica para el controlador PIR.

Proposition 4. Dado un k; > 0 fijo y un valor deseado para
Y4 > 0, se asigna una triple raiz real en —v4 en el plano
complejo bajo la siguiente sintonizacion

JoZ —dagay Hy B
(%wx»-—(”* &1 7 2t 0 °>,<M>

2009 H, evih

en donde Hy y H} se obtienen de H en (16) y en donde el
subindice 0 indica que las funciones se evalian en w = 0.

Proof. Elresultado es una consecuencia directa del Lema
3 usando v = 4. La ganancia proporcional k, en (34) se
obtiene resolviendo agkg + aqky + ag y despreciando la
raiz negativa. El retardo h y la ganancia retardada k, en
(34) se obtienen de (31) y (28), respectivamente. O
Guanajuato, México, 13-15 de Octubre, 2021

5. SIMULACIONES

Con la estrategia de sintonizacion para los parametros del
controlador PIR disponible, a continuacién, verificamos
los resultados a través de simulaciones numéricas. Los
pardmetro nominales del SCC se muestran en la Tabla 1.
Las ganancias del controlador PIR se obtienen a partir de
la Proposicién 4. Con v = 107 x 10® y k; = 1, se obtiene
h = 11.5183us, k, = 0.1 y k. = 0.07. El controlador
PIR y el SCC se implementan en el programa MAT-
LAB/Simulink usando un paso de integracién variable con
tolerancia relativa 1 x 107°. El SCC emplea un banco
de celdas de combustible con una potencia nominal de
1.26 kW.

La respuesta transitoria y la respuesta en estado estable
usando el controlador PIR se muestran en la Fig. 5, paneles
a la izquierda. La senal de control u producida por el
controlador se usa para operar el convertidor reductor
CD-CD conmutado a través de modulacién por ancho
de pulso (PWM, por sus siglas en inglés) considerando
una frecuencia de conmutacién de 100 kHz. Note en la
figura que el controlador PIR es capaz de mantener el
voltaje de salida del SCC regulado de manera adecuada
al rededor del punto de operacién deseado a pesar de
cambios de carga desconocidos. Mas aun, la senal de
control presenta bajos niveles de ruido previniendo asi
que el sistema exhiba oscilaciones no deseadas alrededor
del punto de operacién. Cabe mencionar, que se sintonizé
un controlador PID usando l;p =k, — l%d/h = 0.0307,
l%i =1y l%d = hk, = 8.0633 x 10~ 7. Dicho esquema
produce actividad de control no deseada y u € [0,1] no
se satisface para todo t > 0 saturando repetidamente el
PWM y generando inestabilidad a la frecuencia del reloj
(Giaouris et al., 2008) como se muestra también en la Fig.
5, paneles a la derecha.

6. CONCLUSIONES

En este articulo se presenta una implementacién segura de
un controlador PID que regula el voltaje de salida de un
SCC. El método empleado aproxima la parte derivativa
del controlador usando diferencias finitas resultando en
un controlador con retardos intencionales llamado contro-
lador PIR. Se estudian las propiedades de estabilidad del
lazo de control y se deriva una técnica de sintonizacién
analitica como una funcién explicita de un desplazamiento
deseado 74 y de los pardmetros del sistema. Resultados
de simulacion muestran la efectividad del método e in-
dican que el controlador obtenido es capaz de imitar la
naturaleza predictiva de acciones de control derivativas
evitando problemas de implementacién.
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