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Abstract: Control based on attractive ellipsoids consists of searching within the state space
for a region that satisfies the properties of attraction and invariance. One difficulty is that
the inequalities to be satisfied are bilinear. In this work we propose a procedure that allows
to establish feasible intervals for the search of solutions. The proposed scheme allows to
search for the solution from LMI’s instead of BMI’s. The proposed algorithm is based on
the sign decomposition tool. The effectiveness of the procedure is exemplified by the model of

a pendulum.
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1. INTRODUCCION

El disenio de controladores para sistemas no lineales es
un area que atrae gran atencién en las dltimas décadas,
en particular utilizando técnicas de Elipsoides atractivas,
planitud y adaptaciones en conjunto con técnicas clasicas,
como puede ser apreciado en los libros Sira-Ramirez and
Agrawal (2004); Poznyak et al. (2014); Sira-Ramirez et al.
(2017). En estos trabajos se muestran resultados en la
direccién de utilizar algoritmos de control que relajen el
requerimiento de modelo explicito. Aplicacién de elip-
soides atractivas pueden ser revisadas en Azhmyakov
et al. (2019), Khlebnikov (2019), Falcén et al. (2019),
Nath et al. (2020), Nguyen (2021). Awad et al. (2021),
entre otras.

En Michel et al. (2010) se aplica un método que utiliza
el concepto de ultra-modelo (vélidos en un intervalo de
tiempo muy corto para el cual se utiliza un PID para
el control y se ajusta a cada intervalo corto de tiempo.
Este enfoque requiere de trabajo en tiempo real para
obtener el ultra-modelo y sintonizar el PID en cuestién.
En Sira-Ramirez et al. (2017) se resume un procedimiento
que utiliza un observador para obtener un estimado de
no linealidades y/o perturbaciones. El control se apoye
en la estimacién para obtener resultados de seguimiento.
El resultado existe para sistemas planos y para sistemas
en representacion Euler-Lagrange. En Poznyak et al.
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(2014) se resume un procedimiento novedoso que consiste
en seleccionar el control de tal forma que se obtenga
solucién al problema de seguimiento siempre que las no
linealidades y/o perturbaciones se encuentran dentro de
elipses.

Note que en Poznyak et al. (2014) se plantea el uso
de desigualdades matriciles bilineales, sin embargo, el
conjunto factible para una desigualdad bilineal matricial
(BMI) es en general no convexo VanAntwerp and Braatz
(2000). El Toolbox de Matlab “PENBMI”, puede ser 1itil
para resolver este tipo de problemas, pero la correcta
seleccién del punto inicial es critica para encontrar un
resultado, requiriendo ser factible desde el principio y
ademds cercana a una solucién. Una solucién sub6ptima
se logra fijando ciertos parametros para obtener una
desigualdad lineal matricial (LMI por sus siglas en inglés).
El resultado subéptimo puede no ser satisfactorio.

Este trabajo sigue la linea de investigacion asociada con
los resultados contenidos en Poznyak et al. (2014), pero
se propone un procedimiento para determinar interva-
los de factibilidad para los parametros que se quieren
fijar, con lo cual se obtienen conjuntos de soluciones
subdéptimas que potencialmente mejoran resultados pre-
viamente reportados. El resultado se logra observando
que las desigualdades matriciales pueden ser expresadas
como desigualdades de polinomios y aqui se utiliza una
herramienta, denominada descomposiciéon de signo, ver
Elizondo-Gonzalez (1999). La herramienta ayuda a de-
terminar los intervalos de las variables que garantizan
el cumplimiento de la desigualdad. Esto brinda valores
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a ciertos parametros que ayudan a completar el disefio
requerido apoyados en LMS’s. El esquema es mostrado
mediante un ejemplo tomado de Poznyak et al. (2014).

El trabajo estd organizado de la siguiente manera: en
la siguiente seccién se revisan algunos preliminares rela-
cionados con descomposicién de signo. En la seccién 3 se
presenta y justifica el enfoque propuesto. En la seccién
4 se muestra una aplicacién y se discuten los resultados.
Las conclusiones finalizan el trabajo.

2. PRELIMINARIES

Se revisan en esta seccién algunos conceptos de descom-
posicién de signo y de la representacién de desigualdades
matriciales como polinomios.

2.1 Descomposicion de Signo

A continuacién se presenta una descripcién breve de los
resultados mas relevantes relacionados con la herramienta
Descomposicion de Signo, la descripcién completa puede
verse en Elizondo-Gonzalez (1999) o en la referencia
mas reciente Elizondo-Gonzallez (2011). Esta herramienta
permite, entre otras cosas, encontrar en condiciones nece-
sarias y suficientes de positivdad robusta de funciones con
incertidumbre polinémica multivariables dependiendo de
{ parametros.

El punto de partida es una transformacién de coordenadas
para la funcién a ser analizada, de tal manera que los
nuevos parametros sean positivos ¢; > 0, entonces una
caja de incertidumbre @ = { ¢ = [q1,92, - ,QZ]T’ q >
0, ¢ €[g;, ¢f] } es construida, en otras palabras, @ es
un cono convexo positivo P, Q € P C R’. El minimo v™®
y maximo v™** vértices Euclidianos de @ son definidos

como [v™i*], = min flqll,, o™, = maxflqfl,.

Definicién 1. Elizondo-Gonzéllez (2011) Sea f : R — R
una funcién continua y sea Q C P C R‘ una caja. Se dice
que f(q) tiene Descomposicién de signo en (@) si existen
dos funciones acotadas, continuas no decrecientes y no
negativas fu(*) = 0, f,() = 0, tales que f(g) = f,(q) —
fn(@) ¥ q € Q. En este sentido son definidas la Parte
Positiva f,(¢) y la Parte Negativa f,(q) de la funcién.

O

Las partes negativa y positiva (f,(-), fp(-)) constituyen
una representacion-( f,,, f,) de la funcién en %2, figura 1.

Algunas propiedades de las funciones continuas f(q),
9(q), h(q) con descomposicion de signo en @ y para
toda funcién u(q) no decreciente en @, son probadas
en Elizondo-Gonzalez (1999). Estas propiedades son em-
pleadas en siguientes teoremas. a) (f,.(q) +u(q), fy(q) +
u(g)) es una representacién-(f,, fp) de la funcién f(q)
Vg € @Q; b) la representacion (fn(q) + u(q), fp(q) +
u(q)) de la funcién, es reducida a su minima expresion:

(Fo(0). £u(@)): ©) F(a) +9(a). d) F(a)—g(a) ¥ ©) F(a)gla)

son funciones con descomposicién de signo en Q; f) Si
f(q) = g(q)+h(q), entonces las partes positiva y negativa
de f(q) — g(q) son reducida a su minima expresién, como
sigue: f(q)—g(q) = (f(q) —9(a))p— (f (@) —9(@))n, (f () -
9(@)n = fn(@) = gn(@), (f(@) = 9(a))p = fo(a) — gp(a)-

Teorema 1. Elizondo-Gonzéllez (2011). Teorema del
Rectéangulo. Sea f : R’ — R una funcién con-
tinua con descomposicién de signo en una caja @ C
P C R’ con vértices Euclidianos minimum y méximo
pmin - max - entonces: a) f(q) esta acotada inferior y
superiormente por f,(v™®) — f,(v™) y f,(v™*) —
fn(v™™) respectivamente; b) La representacién gréfica
de la funcién f(q), Vg € Q en el plano (f,, fp) es con-
tenida en el rectdngulo con vértices (f,(v™™), f,(v™1)),
(fn(0™%), fp(0™™)), (fu(0™7), fp(v™™)) y

(frn(@™), fp(v™m)); c) Si el vértice inferior derecho
(fn(v™@), f,(v™™)) esta sobre la linea de 45° entonces
f(@) > 0 Vg € Q; d) Si el vértice superior izquierdo
(fn(™™), f,(v™3%)) esta debajo de la linea de 45° en-
tonces f(q) < 0 Vg € Q. En concordancia con la figura
1.

O

El resultado anterior se ve muy ttil, porque el rectangulo
donde habita la funcién multivariable en %2 fué encon-
trado, pero en algunos casos este no es facil de determinar
en forma grafica si un punto esta cercano a la linea de 45°
(linea de 45° = {f(¢)|f(q) = 0}) y es dificil de ver si esta o
no sobre esta linea. Asi que en Elizondo-Gonzalez (1999);
Elizondo-Gonzallez (2011) la representacién (o, ) fue
desarrollada: a(g) = fo(q) + fu(a), B(g) = fo(a) — Jlq)
, esta es similar a rotar 45° los ejes con respecto a la
representacién (f,, fp). Esto implica algunas ventajas
graficas y algebraicas sobre la representaciéon negativa y
positiva.

Cuando la cota inferior estd debajo de la linea de 45° y
la cota superior estd sobre la linea de 45°, no es posible
saber si la funcién es positiva o no en Q = [q;, ¢;] x
l45, a5 ] x --- x [q; , q/]. En este caso es posible dividir
cada variable [¢;, ¢f] en k partes, generando nuevas
cajas I'* tales que Q = |JT'. Para el propdsito de mejorar

(]

los resultados mostrados hasta este punto, se necesita la
siguiente proposicion.

Proposicion 1. Elizondo-Gonzallez ( 201) Sea f : R —
R una funcién continua en Q C P C R, y sea IV C Q
una caja con sus vértices establecidos {u'} con vértices
Euclideanos minimo y maximo g™, ;™8 Sean A = {§ |
§; € [0, omax) gmax — ymax _ miny - P R yna caja
con sus vértices establecidos {0°} con vértices Euclideanos
minimo y maximo 0, ™3 = M — ;;Min v gea g € TV tal
que ¢ = p™"+6 donde § € A. Entonces la funcién f(q) es
expresada por sus partes lineal, nonlineal e independiente,
en su minima expresién para toda ¢ € TV. f(q) = f™» +
fo(®)+fn() |0 €A VqgeTl¥, foin £ Indepent Part =
f(p™™), fr(8) & Linear Part = V(@) mm -6 V6 EA,

Copyright© AMCA, ISSN: 2594-2492
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In(6) Nonlinear Part =
fr(9) e A.

f(/j/rnin + (5) _ fmin _

SIS

d

Teorema 2. Elizondo-Gonzallez (2011). (Teorema del
Poligono) Sea f : R — R una funcién continua con
descomposicién de signo en Q, sea: ¢q, §, IV y A en
concordancia con la proposicién 1. Entonces, a) las cotas
superior e inferior de la funcién f(q) son: Cota inferior =
™ 4 fLmin — fnn(0™) y Cota superior Upper =
f™ 4+ fromax + fNp(0™2F) Vg € Q, b) Las cotas de
(a) estdn contenidas en el intervalo definido por las
cotas del teorema del rectdngulo. f,,(u™") — f, (p™a*) <
Cota inferior < Cota superior < f,(u™*) — f,(p™m),
c¢) La representacién gréafica de la funcién f(q) Vg € T en
el plano (f,, fp) es contenido en el poligono definido por
la interseccion del rectdngulo (del teorema del rectdngulo)
y el espacio entre las dos lineas de 45° separadas del origen
por la cota inferior y la cota superior en concordancia con
la figura 1.

O
Jp

fp (Vmax)

Ip@
fp (me)

Fr0"™) Fu(@) fn 05 £

Fig. 1. Plano (fn, fp)

La positividad robusta de funciones multivariables po-
linbmicas en condiciones necesarias y suficientes son
obtenidas mediante el siguiente teorema.

Teorema 3. Elizondo-Gonzallez (2011). Teorema de Par-
ticién de Cajas. Sea f : R’ — R una funcién continua
con descomposicién en @ tal que Q@ C P C R¢ es una caja
con vértices Euclidianos minimo y méximo v™®, ¢max,
Entoces la funcién f(q) es positiva (negativa) en @ si y
solo si una caja I esiste tal que Q = [ JTV y la Cota inferior
J

> ¢ > 0 para cada caja IV (Cota superior < ¢ < 0 para
cada caja I'7).

0
3. ENFOQUE PROPUESTO

La idea consiste en obtener una representacién alternativa
de las desigualdades matriciales, mediante un resultado

27

del algebra lineal, y entonces aplicar las herramientas de
descomposicién de signo para determinar las regiones de
factibilidad en el espacio de parameros.

Las regiones por examinar son las cajas generadas al
dividir cada intervalo de los parametros ¢. El primer paso
del proceso consiste en la eliminaciéon de las cajas que no
cumplan alguno de los requerimientos necesarios para la
factibilidad.

El siguiente resultado del dlgebra lineal puede ser re-
visado, por ejemplo, en Horn and Johnson (2013):

Teorema 4. (Criterio de Sylvester) Sea A € #"*™ una
matriz hermitiana.

a) Si todo menor principal de A (incluyendo det(A)) es
no negativo, entonces A es semidefinido positivo.

b) Si cada menor principal de A es positivo (incluyendo
det(A)), entonces A es definida positiva.

c¢) Si los primeros n — 1 menores principales (respec-
tivamente, los ultimos n — 1 menores principales)
de A son positivos y det(A) > 0, entonces A es
semidefinido positivo.

O

Utilizando el resultado anterior, la condicién de posi-
tividad (negatividad) de las desigualdades matriciales es
transladada, en condiciones suficientes, al estudio de una
serie de funciones definidas por los menores principales.
Si se definen funciones polinomiales 7;(¢), resultado del
determinante del menor correspondiente, con el requer-
imiento de ser positiva o negativa. Con esta base se aplica
descomposicion de signo para determinar la cota infe-
rior o superior respectivamente. La determinacién de los
parametros que satifacen las cotas, minimas o maximas
segun aplique, los pardmetros que satisfacen las cotas
estan en el espacio de pardmetros factible, que reduce la
busqueda de soluciones a los que satisfacen las cotas.

El procedimiento descrito previamente esta descrito en la
figura 1 y es sumarizado mediante los siguientes pasos:

1) Definir la n cantidad de veces que se subdividirén las
cajas.

2) Obtener las cuotas correspondientes para comparar
con cada uno de los requerimientos necesarios para
la factibilidad de la solucién,

3) Descartar las cajas inviables y almacenar las cajas
restantes para su posterior subdivisién.

4) Al terminar las n iteraciones en el proceso de elim-
inacion, se realiza un proceso de seleccion de cajas
que aseguren la factibilidad de la solucién siguiendo
la misma légica de comparacién de cuotas.

El espacio de pardmetros factible es el resultado que se
espera obtener del procedimiento anterior.

4. EJEMPLO DE APLICACION

Se considera un ejemplo tomado de Poznyak et al. (2014)
(ejemplo 3.8), ver figura 2,

Copyright© AMCA, ISSN: 2594-2492
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Fig. 2. Esquema del péndulo usado en el ejemplo
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4.1 Descripcion del Sistema

El modelo consiste en un péndulo, representado por las
ecuaciones:

mi?6 + mglsen(0) = bu + p(t) (1)

donde

- las coordenadas de posicién § € R con las velocidades
asociadas 0 y las aceleraciones 6 estdn controladas
por la fuerza motriz u € R con ganancia b € R,

- m es la masa del péndulo,

- l es la distancia del punto de giro al centro de masa,

- la funcién p : ® — R describe las perturbaciones
exogenas acotadas

Ip| < po, Vt>0

Asumiendo que los parametros del modelo presentan
errores demodelado

m =mo(1+0m), 1 =Ilo(1+68l), b=by(1+ db)
donde mg, lp vy by son los valores nominales de los

pardmetros y dm, 6l y &b son errores de modelado
pequenos.

Considerar un cambio en la variable de tiempo: 7 =
tloA/mo, por lo tanto, las ecuaciones del péndulo pueden
ser reescritas como:

&= (—moglg (1)) T+ (2)) U+ (?) f(r,z,u) (2)
donde 27 = [x1 2], 21 = 0, x5 = % y el término para
f(rz,u):

pr
frau)=q7 m@ Fonz T Mol [”31 N Sﬁ?z)]

b < 1+ 0b B 1) "
(I14+6m)(1+ 01)2
y f(1,z,u) satisface la condicién quasi Lipschitz:
f(Ta z, u) S fO + mTVxTQIVxx + Quu2

(3)

con

~ 2
Qu = 3m3g%13 (14 srrksy ) » Ve = (1 0),

. 31% _ 912 146b 2
fo= (14 0m)>(1+ 01" Qu =3 <(1+5M><1+5l)2—1>
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Considerando los siguientes valores numéricos:

mo = 0.075kg, dm = —0.02, [y = 0.3m, J/ = —0.01,
bo = 1, §b = 0.05, g = 9.81 m/s?, po = 0.02 Con lo
cual esulta Q;' = 1.6933, Q' = 38.3889, a = 0.3 y
fo =10.0013.

4.2 Diseno del control

Siguiendo Poznyak et al. (2014), se plantea el problema de
encontrar las ganancias del control proporcional (retroal-
P1 P3 z1(t)

imentacién de estado):
s =l [ 0] [20]

Asociado con este problema resulta la siguiente desigual-
dad bilineal matricial:

2p3 +Tipr w2 p1 Y1
w1 w3 b3 Y2
= <0
p1 ps —TQ," 0 -
Y1 Y2 0 —-RQ,"

con:
wy = —moglop1 + boy1 + p2 + Tip3
wa = pa — moglopr + boy1 + T1p3

w3 = —2moglop1 + 2boy1 + Tip2 + To.

Aplicando el criterio de Sylvester, equivalentemente se
P1P3 U1
P3 D2 Y2

llene.
yl y2 «

-0
T > 0
75 >0
—T17T2 > fo
Definiendo el vector de pardmetros como:

q=[p1 P2 P3s Y1 Y2 1 T2] (5)
El algoritmo de busqueda de intervalos factibles requiere
un punto de partida. Adn y cuando el algoritmo puede
comenzar en valores arbitrarios, si se comienza con inter-
valos muy amplios, se requieren muchas mas iteraciones.
Por lo tanto, para simplificar en este trabajo se parte de
los siguientes intervalos:

[0.00002 0.00003 ]

[0.00005 0.00006 ]

[—0.00002 —0.00001 |
[—0.00004 —0.00003 ]
[
[
[

—0.0006 —0.0005 |
11.3]
0.001 0.002]

b1
p2
b3
Y1
Y2
1
To
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Para este problema, posteriormente se puede realizar una
seleccion més exhaustiva tomando las cajas que minimi-
cen la traza de P. Al estar trabajando con un conjunto de
cajas que estan dentro de la zona de factibilidad, se realiza
un proceso de optimizacién regular utilizando SDP solvers
computacionales, fijando los pardmetros necesarios para
que el sistema se vuelva LMI.

4.8 Resultados

Los resultados numéricos obtenidos con los pasos descritos
previamente son mostrados a continuacién, al igual que
las gréaficas del elipsoide atractivo y las trayectorias con-
vergentes se muestran en la figuras 3-5.

7P =1.2625 (6)
79P =0.00103115 (7)
p. | 0.00002266 —0.00001446 (®)
ort = | _(0.00001446  0.0000582

De donde resulta la ganancia optima:
Kopt =[—9.14998 —11.89563 ] (9)

0.0

x(t)

-1.0

00 02 04 06 08 1.0 12 14 16
x1(t)

Fig. 3. Plano de fase resultante del diseno propuesto.

5. CONCLUSION

El principal problema que se puede encontrar al tratar
con sistemas BMI’s es el definir una zona o un punto de
factibilidad inicial dentro del espacio de parametros. El
enfoque de anélisis de zonas de factibilidad mediante la
descomposicién de signo, propuesto en este trabajo, ayuda
a resolver el problema, ya que permite tratar directamente
con los términos multivariables presentes en los BMI’s.
Una profundizacién en la buisqueda de los parametros
oOptimos puede también realizarse para obtener mejores
resultados.

/™

B 0.006
»
C
0.005
0.004. \
0.003 \
0.002 \
0.001 \

.01 K ,Ys ) 005 o1
-0.001

\ -0.002

\ \-:.003

.004 A

A,

N

Fig. 4. Elipsoide que resulta del disefio propuesto.

151 — x(t)
— Xa(t)
1.0
v 054
o
e
©
P
3 oof
-0.5
-1.01
0 1 2 3 a4 5 6 7 8
tiempo (s)

Fig. 5. Trayectoria de estados del disenio propuesto.
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