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Abstract: This article presents a hybrid representation of the cardiovascular system in
conjunction with a ventricular assist device (VAD). The representation is a set of switched
q-LPV systems which aims to know the general behavior of the cardiovascular system. This
is achieved by considering a switched sequence of the phases of the cardiac cycle. It is worth
mentioning that each of these phases has a specific time of participation during the entire
cardiac cycle. This model describes a part of the dynamic behavior of the left side of the heart
interacting with a VAD which can be used for the design of several control algorithms. The

evaluation of the model is carried out using MATLAB, through numerical simulations.
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1. INTRODUCCION

De acuerdo con la Secretaria de Salud, las enfermedades
cardiovasculares son una de las causas mds frecuentes
de mortandad no solo en México, sino en el mundo. En
2021 se registraron 17.7 millones de muertes por esta
causa segin la Organizacién Mundial de Salud [OMS
(2022)], cifra que representa el 31 % de todas las muertes
registradas en el mundo.

Mediante la posibilidad de mejorar la vida humana, surge
la necesidad de un reemplazo del érgano enfermo por
uno sano de otro individuo. Derivado de la pandemia
por COVID-19 las donaciones y trasplantes de 6rganos
se complican dentro del sector salud [Méndez-Martinez
(2021)]. Uno de los érganos que presenta una menor can-
tidad de donaciones es el corazén. Es por ello que, surgen
los dispositivos de asistencia ventricular (VAD) los cuales
se han disenado para el tratamiento de diversas situa-
ciones que comprometen la vida del paciente siempre en
el contexto de una disfuncién ventricular grave [Siewnicka
and Janiszowski (2018)]. Este tipo de dispositivos se han
desarrollado con el objetivo de tratar o rehabilitar a
pacientes con compromiso circulatorio agudo, severo o
insuficiencia crénica terminal.

De acuerdo a lo anterior, resulta de particular interés
el estudio del comportamiento del sistema cardiovascular
en conjunto con un dispositivo de asistencia ventricular,
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por lo cual han sido propuestos modelos matematicos
basados en analogias que representan el funcionamiento
del mismo.

Por otro lado, la representacién de sistemas utilizando el
enfoque cuasi - Lineal de Pardmetros Variables (q-LPV),
ha presentado gran utilidad en los ultimos anos debido
a que una de sus principales propiedades es el poder
expresar la dindmica de cada una de las no linealidades
que presente el sistema mediante una interpolaciéon de
modelos lineales [Briat (2014)].

Como principal contribucién, en este trabajo de investi-
gacién se presenta una alternativa de representacién del
sistema cardiovascular como modelo q-LPV conmutado.
El modelo matemético toma en cuenta cada una de las
fases de ciclo cardiaco.

2. MODELO MATEMATICO

2.1 Sistema Cardiovascular interactuando con un VAD -
izquierdo (LVAD)

El ciclo cardiaco se puede analizar centrandose inicamente
en el lado izquierdo del corazén [Boron and Boulaep
(2017)]. Este ciclo se divide en cuatro fases, segun el
estado de las valvulas mitral y adrtica.
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En [Wu et al. (2005)] se muestra una representacién
eléctrica del sistema cardiovascular. El modelo se divide
en cinco partes principales (ver Fig. 1):

e La circulacion sistémica es representada como un
modelo de windkessel modificado de cuatro elemen-
tos (R, Lo, Rs, Cs).

e El ventriculo izquierdo se presenta como una capaci-
tancia variable en el tiempo C(t).

e La circulacién pulmonar y la auricula izquierda del
corazén se representan como una sola capacitancia
Cg.

e Las valvulas mitral y adrtica se representan como
diodos ideales con su correspondiente resistencia en
serie (Dar, Ryr, Da, Ra).

e Para este tipo de modelo de introduce un cuarto
capacitor que representa la distensibilidad de la aorta
grande Cy.
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Fig. 1. Modelo combinado del SCV con el LVAD

En este modelo los voltajes son andlogos a la presion y
las corrientes al flujo sanguineo. Por ejemplo, la presién
del ventriculo izquierdo (LVP) estd representada por el
voltaje en el capacitor variable en el tiempo C(t).

Las ecuaciones de estado del sistema se obtienen ana-
lizando el circuito RLC usando las leyes de Kirchhoff
y considerando las combinaciones de los estados de las
véalvulas mitral y adrtica. La Tabla 1 resume los modos
de operacion del sistema los cuales estan basados en los
estados de operacién de las valvulas. Un 0 representa una
valvula cerrada (diodo no conductor) y un 1 representa
una véalvula abierta (diodo conductor).

Tabla 1. Apertura y cierre de los diodos

Dy, Dg Fases
1 0 Llenado del ventriculo izquierdo
0 0 Contraccién isovolumétrica
0 1 Eyeccién y/o Vaciado del ventriculo izquierdo
0 0 Relajacién isovolumétrica

La condiciéon cuando ambas valvulas estan abiertas
no existe (modo no factible) ya que eso significa un
funcionamiento fatal que no puede ocurrir en el fun-
cionamiento real del corazén [Cruz and Calderén (2016)].
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El tiempo de intervencién de cada una de las fases del
ciclo cardiaco se divide en 2 etapas: (1) la didstole que
ocurre en dos fases a) llenado del ventriculo izquierdo y
b) contraccion isolovolumétrica; (2) la sistole que ocurre
en dos fases ¢) eyeccidon y d) relajacion isolovolumétrica
[Mohrman et al. (2007)]. El tiempo de participacién de
cada una de ellas se muestra en la Tabla 2.

Tabla 2. Tiempos de intervenciéon de cada una
de las fases del ciclo cardiaco

Tiempo
Fases de interven-
cién (s)
M; = Llenado del ventriculo izquierdo 0.4
My = Contraccién isovolumétrica 0.05
M3 =Eyeccién o Vaciado del ventriculo izquierdo 0.2
M, = Relajacién isovolumétrica 0.08

Analizado el circuito RLC (Fig. 1) y tomando en cuenta
las fases del ciclo cardiaco (Tabla 1), se obtiene la repre-
sentacién matemdtica dada en la Ec. (1). Los estados del
sistema se describen en la Tabla 3.

r C() 1 7
- 0 0 0 -
C(t) C(t)
1
. 0 - 0 0 0
1 RsCr RsCr T
&2 0 ! — A 0 *2
T3 — RsC's RsC's C's z3 +
dg | T 1 1 x4
0 0 0 0 - i -
oo Ca Ca 5
T6 1 1 Re z6
0 0 - = = 0
Ls Ls Ls
1 R’
— 0 0 - 0 -
L - L
(1)
R ) — ( )
C Ry T TOw R T 0
1 1 ( ) 0 o
- — (22 —
cn Ror 2 1 . 0
0 0 m
o 1 1 ( ) |:Da:| + g u (t)
Ca R, AT 5
0 0 L zg
0 0
__ |oooo010 T
Y= 000001 | [T1 T2 T3 Ta T5 T
Tabla 3. Estados del sistema
Variables  Acotamiento Significado
1 LVP Presién ventricular
To LAP Presién de la auricula izquierda
T3 AP Presién arterial
T4 AoP Presién aértica
5 Qr Flujo total del SCV
6 Qp Flujo total de la bomba del LVAD

El ciclo cardiaco del corazén estd compuesto por 4 fases
(Tabla 1) que dependen de los estados de los diodos. Se
realiza el analisis de cada una de estas fases para obtener
el modelo matemédtico a partir de la Ec. (1).
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2.2 Fases del ciclo cardiaco

Modelo de la Fase de Llenado del Ventriculo
Izquierdo

Durante la fase de llenado, la valvula adrtica esta cerrada
y la vélvula mitral estd abierta (Tabla 1). Es decir, en
esta fase el diodo D4 no conduce mientras que el diodo
Dj; permite el flujo de corriente. El circuito eléctrico de
la Fig. 1 cambia al de la Fig. 2.

Para esta fase se tiene que, mientras el ventriculo
izquierdo se va llenando de sangre, la circulacion sistémica
se lleva a cabo por las propiedades elasticas del sistema
arterial.
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=

Fig. 2. Fase de Llenado del Ventriculo Izquierdo
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La dindmica del circuito de la Fig. 2 se obtiene utilizando
las leyes de Kirchhoff y sustituyendo algunos parametros.
En la Ec. (2) se observa la representacién de manera
condensada.

() =Ar(t)z (t) + Br(t)u (¢)

(2)
y(t)=Cxz(t)
donde
r C(t) 200 200 0
C (t) C (t) C(t)
1 Lo, 1
CRrR,, R.Cr  CgrRy RsCr
1 1
_ 0 -
AL(t) = R.Cs R.C,
0 0
1
0 0 -
1 Ls
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L I
1 -
0 0 ——
C (t)
0 0
1
[ — 0
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1 1
0 —-—— —
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- _Zc 0
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—— 0 -
I o= 4
0
0
By (1) = 0 ¢ = [oo0010
L( ) = 8 = |oooo001
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Ap(t) y Br(t) son matrices de pardmetros variables, u

es la entrada del sistema, en este caso la corriente de la
bomba del LVAD.

Modelo de la Fase de Eyeccion

En esta fase, la valvula mitral esta cerrada es decir Dj; no
conduce y el ventriculo izquierdo bombea sangre a través
de la vélvula adrtica abierta es decir D 4 estd activa. En la
Fig. 3 se puede observar que no existe una conexién fisica
entre la auricula izquierda la cual esta representada por el
capacitor Cr y el ventriculo izquierdo (capacitor variable
en el tiempo C(t)) debido al diodo que no conduce Dyy.

La dindmica del circuito de la Fig. 3 se obtiene utilizando
las leyes de Kirchhoff. En la Ec. (3) se observa la repre-
sentacién de manera condensada.
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Fig. 3. Fase de Eyeccion

y(t)=Cz(t)
donde
r C() 1000 o 0 1000 1 7
C(t) C(t) C (t) C (t)
1 1
0 - 0 0 0
RsCr RsCg
1 1 1
0 - 0 — 0
Ag(t) = . RsCs  RsCs A
0 0o - -
CaRA CaRa Cyu Ca
1 1 Ro
0 0 _— —-  _ 0
Ly Ly Ly
1 1 R*
— 0 0 — _
L L* L* L*

La matriz C' es la misma en todas las fases mientras
que Bg(t) = Br(t). Ag(t) y Bg(t) son matrices de
parametros variables.

Modelo de la Fase Contraccién / Relajacion isolo-
volumétrica

Como se menciond anteriormente, la fase Contraccién /
Relajacién isolovolumétrica ocurre dos veces (Tabla 1).
La primera vez ocurre cuando el ventriculo izquierdo se
contrae y la segunda cuando se relaja. Estas dos fases
tienen una duracion corta en comparacion con las fases
de eyeccién y llenado. Durante esta fase, ambas valvulas
estan cerradas, es decir los diodos Dy y D4 no conducen.

Después de analizar el circuito eléctrico de la Fig. 4 se
obtiene la representacion en su forma matricial como se
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observa en la Ec. (4). La dindmica de este modo es la més
simple de las tres, ya que en esta fase los tanto Djy; como
D4 no conducen, por tanto, el comportamiento de estos
no se hace visible.

iIH

Fig. 4. Fase Contraccién/Relajacién Isolovolumétrica

@ (t) = Acr(t)z (t) + Ber(t)u (?) (4)
y(t) = Cx (1)
donde
r C(t) 1 7]
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C(t) C(t)
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La matriz C' es la misma en todas las fases mientras que
Ber(t) = Be(t) = Br(t). Acr(t) y Begr(t) son matrices
de parametros variables.

3. MODELOS q-LPV
8.1 Formulacion general de un sistema q-LPV

Considere un sistema no lineal bajo el marco de la
representacién g-LPV [Osorio Gordillo (2011)]:

@ (t) =Y milo(t) (A (t) + Bu(t)) (5)
=1

y(t) = Ca(t)

donde z(f) € R™ es el vector de estados del sistema,
u(t) € R™ es el vector de entrada, y(t) € RP es el vector de
salidas medibles, A;, B; y C son matrices reales conocidas,
o(t) € R" es el vector de r pardmetros variables los cuales
incluyen la dindmica de las variables de estado y pu;(o(t))
son las funciones de ponderacién.

3.2 Formulacion q-LPV para cada una de las fases del
ciclo cardiaco de corazon

Examinando el modelo no lineal del sistema conformado
por cada una de las fases del ciclo cardiaco Ecs. (2), (3),
(4), se consideran 3 no linealidades las cuales son:

o) =~ G0 —ow a0

0= (01 02 03)T € R" es el vector de 7 = 3 pardmetros
variables que representan las no linealidades.

Las funciones de ponderaciéon se encuentran definidas
como (por simplificacién solo se presentan las primeras
dos, pero estas varfan hasta completar k = 2", las cuales
son numero de combinaciones posibles de los limites de
los pardmetros variables):

Cat)— e o(t)—e, es(t)—o,

0 — 0 02 — 0, 03 — &
B- o) () -0 oo

01 — 9 Q2 — 0, 03 — O
donde g; y o, son el limite superior e inferior de g;(t),

respectivamente. Cada funcién de ponderacién debe sa-
tisfacer las siguientes restricciones [Shamma (1988)]:

pa (ot

p2(o(t)) =

k
0<pui(e(t) <1, Z,Ui(g(t)) =1

donde k£ = 2" es ntimero de combinaciones posibles de
los limites de los pardmetros variables. Para el caso de
estudio se considera r = 3.

Obtencion del modelo q-LPV para la Fase de
Llenado del Ventriculo Izquierdo

Considerando las condiciones anteriores, se tiene que, de
acuerdo a la Ec.(2), las matrices

k
Ap(t) = Ap(o(t)) = Zﬂi(g(t))ALi

k
Br(t) = Br(o(t)) = Z pi(o(t))Br

incluyen las no linealidades, por esta razén son modifi-
cadas para cada modelo local.

Por lo tanto, el siguiente sistema

r—e1 — (200 - o2) 200 - 02 0
1 1 1 1
‘ - - +
@ CrR), RsCr CrRM RsCpr
. 1 1
. 0 _
i3 | _ RsC RCs
2 0 0 0
T
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&6 0 0 -
LS
1
—_— 0 0
L o+
0 0 —o2 |
0 0 0
1 1 0
0 — 0 z2 0
Cs x3 0
o L Lo u® (6)
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puede ser expresado como una suma ponderada de sis-

temas lineales:
Zﬂz ) (Apiz (t) + Briu () (7)

()—CJJ() (8)

Para la obtenciéon de los dos modelos g-LPV restantes
correspondientes a las fases de Eyeccion y Contraccion
/ Relajacion Isolovolumétrica, se realiza el mismo pro-
cedimiento que el de la fase de Llenado del Ventriculo
Izquierdo, esto considerando que la salida del sistema es
la misma para cada una de las fases:

Fase de Eyeccion

[—e1 + (1000 - 02) 0 0 100002 0  —p2 7]
1 1
0 0 0 0
RsCr Rs<Cp
1 1 1
0 — _— 0
RsCs RsCs Cs
xr = 1 1 1 1 x
0 0 -———
CaRy CaRy Ca Cy
1 1 P
0 0 - — - 0
L L L
1 1 R*
— 0 0 i 0o -
L T+ - o+
0
0
0
+1o | (e(®)u(t) (9)
0

1 1
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- 0
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xr = 1 1 X
0 0 0 0O —— —
Ca Ca
1 1 Rc
0 0 _— = 0
Ls Ls Ls
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+ o] u® (10)

Q3

4. REPRESENTACION EN FORMA HIBRIDA DEL
SISTEMA CARDIOVASCULAR

Existen varias formas de una representacion hibrida, a
continuacion, se presenta una propuesta de representacién
del sistema cardiovascular tomando en cuenta el esquema
de conmutaciéon compuesto por los 4 modos de operacién
de los diodos mostrados en la Tabla 1. El criterio de
conmutacién determina cual es el modelo a utilizar que
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representa cada fase activa. Para este caso, se consideran
los estados de los diodos como una conmutacion del
sistema, por tanto, cada una de la fases del ciclo cardiaco
de las Ecs. (6), (9), (10) es ahora representado en forma
conmutada como se muestra en la Fig. 5. En esta Figura,
cada modelo de M; a M, representa cada una de las
cuatro fases del ciclo cardiaco descritas anteriormente.

/‘" & w
'\.«/

Fig. 5. Secuencia de conmutacién de los modelos

La secuencia de conmutacién entre los modelos M7 a My,

puede ser representada como un solo modelo hbrido de
sistemas -LPV conmutados de la forma:

i =AY o)z + B (o)u

&= iﬂi (o) (A?(t) z+ BJY u) (12)
=1

donde z € R", u € R, y € R? es el vector de estados y u
es la entrada del sistema.

(11)

o bien

A la funcién o(t) : [0,00) — A se le denomina ley de
conmutacién. Esta funcion sélo adquiere los valores con-
tenidos en el conjunto de nimeros enteros A = {1, 2, 3,4}
a lo largo del tiempo y de forma ciclica. Cada ntmero
corresponde al modelo matemético que se encuentra ac-
tivo: My, Ms, M3 o M. El tiempo de intervencién de
cada una de estas fases es el que se muestra en la Tabla
2.

5. RESULTADOS

Los resultados de simulaciéon del modelo hibrido de sis-
temas q-LPV conmutados se muestran en la Fig. 6, en
la cual se puede observar la conmutacién que se presenta
entre cada una de las cuatro fases del ciclo cardiaco del
sistema cardiovascular, representados por la Ec. (11). El
modelo hibrido se muestra esquematicamente en la Fig. 5.
Cada uno de los subsistemas M;, i = 1,...,4 representa
cada una de las fases del ciclo cardiaco del corazon de
acuerdo a la Tabla 2.

Para la realizacién de esta simulacién se tomaron en
cuenta las siguientes consideraciones: a) se utilizé6 un
paso de integracién fijo de 0.01s, b) la simulacién tuvo
una duracién de 0.8s lo cual es equivalente a un ciclo
cardiaco, ¢) la simulacién se realizo en Simulink de Matlab
R2018b, d) se consideran los tiempos de intervencién
de cada una de la fases de acuerdo a la Tabla 2, e)
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finalmente, las condiciones iniciales de simulacién fueron
2(0) = [11 10 74 75 0 10]7 los cuales representan
presiones y flujos iniciales. Los pardmetros de simulacién
son obtenidos de [Son et al. (2019)].

Presion en la auricula
izquierda x,

[mmHg]
JmmHg]

LVP =x,
LAP = x,

0 05 o0s 04 05 o8
Tiempo(s) Tiempo(s)

a) Presién ventricular izquierda Presién en la auricula izquierda

Presion
arterial x;

X, [mmHg)
x, ImmHg]

AP
AoP =

o1 0z 03 o

« 05 os 0+ 05 o5
Tiempo(s) Tiempo(s)

b) Presién arterial Presién adrtica

Flujo total del Flujo de la bomba
'SCV-LVAD g del LVAD xg

xg lmls]

““““

Qr

04 05 08
Tiempo(s)

Flujo de la bomba del LVAD

0405 o5
Tiempo(s)

¢) Flujo total del SCV-LVAD
Fig. 6. Estados del sistema q-LPV conmutado

En la Fig. 6 a se muestra la presién ventricular izquierda
y la presion en la auricula izquierda en la cual se puede
observar su dindmica correspondiente. De igual forma, en
la Fig. 6 b se tiene a la presién arterial y a la presién
aortica. Finalmente, en la Fig. 6 ¢ se tienen los flujos tanto
del SCV-LVAD como el de la bomba del LVAD. Cada una
de estas fases presenta una dindmica correspondiente, esta
dindmica se define por medio de la conmutacién de cada
una de las fases del ciclo cardiaco del corazon.

6. CONCLUSION

En este trabajo se propone una nueva representacién del
sistema, cardiovascular en combinaciéon un dispositivo de
asistencia ventricular izquierda. La representacion es un
modelo hibrido de sistemas q-LPV conmutados, que re-
producen el funcionamiento del lado izquierdo del corazén
interactuando con un LVAD, como una conmutacién entre
las cuatro fases del ciclo cardiaco del sistema cardiovas-
cular. Con esta nueva representacién del sistema cardio-
vascular en conjunto con un dispositivo de asistencia ven-
tricular, es posible disenar algoritmos de control mediante
técnicas de control no lineal para sistemas conmutados y
sistemas q-LPV, como una alternativa de diseno para los
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sistemas no lineales. En trabajos futuros se presentard el
diseno de un algoritmo de regulacion de la presion adrtica
a la salida del LVAD mediante el uso de este modelo
propuesto.
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