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Abstract: In this paper, a finite-time model reference adaptive controller is proposed to solve
the tracking problem for a class of linear time—invariant systems with parameter uncertainties.
The convergence to zero in a finite time for the tracking and parameter identification errors is
ensured. The convergence proofs are developed based on Lyapunov function approach. Finally,
some simulation results show the feasibility of the proposed approach.
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1. INTRODUCCION

En la mayoria de los sistemas fisicos las incertidumbres
en los parametros afectan la dindmica del sistema. Una
forma de lidiar con las incertidumbres es a través del con-
trol adaptable. Otras técnicas como los modos deslizantes
son insensibles ante cierta clase de incertidumbres de los
parametros.

El control adaptable por modelo de referencia (MRAC)
es una técnica ampliamente utilizada debido a su alta
fiabilidad. En Arabi and Yucelen (2019), se introduce una
arquitectura de MRAC a partir de la teoria de conjuntos
con el efecto de zona muerta. El enfoque estd basado
en una funcién generalizada de potencial que asegura
el acotamiento del error de identificacién de parametros
y del error de seguimiento. En Maity et al. (2019), se
propone un MRAC basado en prediccién para lidiar con
incertidumbres variantes en el tiempo. El esquema pro-
puesto contiene un MRAC predictor con la modificacién o
y una dindmica independiente para los parametros. Dicho
esquema asegura convergencia asintética a una regién
alrededor del origen del error de seguimiento y de identi-
ficacién de pardmetros. En Nekoo (2019), se propone un
MRAC basado en la ecuacién de Riccati dependiente del
estado para sistemas no lineales invariantes en el tiempo
considerando incertidumbres variantes en el tiempo. El al-
goritmo garantiza convergencia asintética a cero del error
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de seguimiento, mientras que el error de identificacién de
pardmetros permanece acotado. En Franco et al. (2021),
se propone un MRAC para sistemas lineales e invariantes
en el tiempo (LTT). El esquema propuesto en Franco
et al. (2021) asegura convergencia asintética a cero del
error de seguimiento, y el acotamiento de las ganancias
adaptables. Sin embargo, la convergencia de los algorit-
mos propuestos en Arabi and Yucelen (2019), Maity et al.
(2019), Nekoo (2019), y Franco et al. (2021), es asintdtica
para el error de seguimiento, mientras que para el error de
identificacién de parametros solo se asegura acotamiento.

Para mejorar la velocidad de convergencia del error de
identificaciéon de los pardametros, en Kersting and Buss
(2017), se propone un MRAC para sistemas afines. El
algoritmo en Kersting and Buss (2017) asegura convergen-
cia asintética del error de seguimiento y, bajo senales sufi-
cientemente ricas, el error de identificacién del pardametro
converge a cero asintéticamente. En Cho et al. (2018),
se propone un MRAC para mejorar la convergencia del
parametro sin excitacién persistente. Se asegura la con-
vergencia exponencial del error de seguimiento y el error
de identificacién del pardametro. Aun asi, la velocidad de
convergencia es asintética o exponencial.

Para resumir, la mayoria de los enfoques por MRAC
aseguran convergencia asintética o exponencial de los
errores de seguimiento y de identificacién de pardametros.
En cambio, para distintas aplicaciones, se requiere una
convergencia més rapida para lograr el objetivo de con-
trol, por ejemplo, en vehiculos no tripulados Zhen et al.
(2019) y robots manipuladores Ma et al. (2019), entre
otros.
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En la literatura, pocos trabajos tratan el problema de
convergencia en tiempo finito; en Guzman and Moreno
(2011), se propone un MRAC para sistemas LTI ase-
gurando convergencia en tiempo finito para el error de
seguimiento y de identificaciéon de pardmetros. Sin em-
bargo, la ley de control es discontinua. En Franco et al.
(2022), se propone un MRAC en tiempo finito para sis-
temas lineales escalares. El error de seguimiento y de
identificacién de parametros convergen a cero en tiempo
finito. E1 MRAC propuesto en este manuscrito es una
extension del trabajo presentado en Franco et al. (2022).
La diferencia principal se encuentra en la clase de sistemas
que se abordan. Contrario a Franco et al. (2022) que solo
ataca a sistemas lineales escalares, en este manuscrito se
aborda una clase mas amplia de sistemas.

Este manuscrito contribuye al diseno de un MRAC en
tiempo finito (FT-MRAC) para sistemas LTI de orden
arbitrario con incertidumbres en los pardametros. El con-
trol no lineal estd compuesto de dos leyes adaptables no
lineales, que aseguran la convergencia en tiempo finito. El
analisis de convergencia se basa en el enfoque de la funcién
de Lyapunov. Las ventajas principales son las siguientes:

(1) EIFT-MRAC asegura convergencia a cero en tiempo
finito del error seguimiento.

(2) Bajo ciertas condiciones de excitacién persistente, el
FT-MRAC asegura convergencia a cero en tiempo
finito del error de identificacién de parametros.

Este articulo estd organizado como se describe a contin-
uacién. El planteamiento del problema se encuentra en la
Seccion 2. Los preliminares se encuentran en la Seccién 3.
El FT-MRAC y los resultados principales se presentan en
la Seccién 4. Los resultados de simulacién y conclusiones
se muestran en las Secciones 5 y 6, respectivamente.

Notacion: La norma euclideana de un vector ¢ € R"
se denota por ||¢||. Para una funcién Lebesgue medi-
ble u : R>o — R™, se define la norma |lul|e,,)
es8SUPye (4, 4,) lu(t)]| para (to,t1) C Ryo, entonces
ulloe == |ll(0,400) ¥ €l conjunto de funciones u con la
propiedad ||u|loo < 400 se denotan como L.

2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Considere el siguiente sistema:

& = Az + Bu, (1)
donde = € R™ es el estado, y u € R es la senal de control.
La matriz A € R™*" y el vector B € R"™ son desconocidos
pero se asume que el par (A, B) es controlable.
Considere el siguiente modelo de referencia dado por:

T = AmTm + B, (2)
donde A,, € R"*™ es Hurwitz y conocida, B,, € R" es
conocido y la senal de referencia satisface r € L.

Las condiciones de emparejamiento estan dadas a conti-
nuaciéon

A, = A+ BEY, B, = Bk,,
donde k, € R" y k, € R>o\{0} son los valores ideales
desconocidos.

El objetivo de este manuscrito es disenar una ley de
control u tal que la dindmica del sistema (1) se comporte
como la del modelo de referencia (2) considerando incer-
tidumbres paramétricas.

3. PRELIMINARES

Considere la siguiente forma de regresor:

y(t) = o(t)0,
donde y € R es la salida, ¢ : R>g — R4 es el vector
regresor, y § € R? es el vector de parametros constantes
desconocidos. Se introduce la siguiente definicién para el
vector regresor ¢.

Definicién 1. (Ioannou and Sun, 1996) Una serial con-
tinua a tramos ¢ : Rsog — RIX9 es persistentemente
excitante (PE), con un nivel de excitacion ag > 0, si
existen ciertas constantes aq,To > 0 tales que

t+To
a Tol > / oT (T)d(T)dT > apTol, Vt > 0.
t

Ahora, se introduce la siguiente definicién para una senal
r : R>9 — R suficientemente rica.

Definicién 2. (Ioannou and Sun, 1996) Una senal
r : R>o = R es suficientemente rica (SR) de orden g,
si contiene al menos q/2 frecuencias distintas.

Note que, en la definicién previa, ¢ representa el niimero
de parametros desconocidos.

4. MRAC EN TIEMPO FINITO

El controlador no lineal propuesto y las leyes adaptables
estan dadas por

- - T
u = J}Tk'a; + TkT + k{w, (33,)
o Tp-1 L
ko = ~Kau B P! e (3b)
N Tp-1 &
k. = —ksrB,, P TR (3c)

donde l%x es la identificacién de k., IAfT es la identificacion
de k., y el error de seguimiento es ¥ = x — x,,. Las
ganancias de control son k; € R", 0 < KI = Ky € R"*",
ks € Rsg, 0 < P = PT € R™" y v € (0,0.5]. Para
v = 0.5, las leyes de control adaptable son discontinuas,
las leyes adaptables se vuelven no lineales cuando v €
(0,0.5), mientras que, para v = 0, se recupera el MRAC
clésico (Ioannou and Sun, 1996). Sin embargo, note que
la ley de control (3a) siempre es continua.

Aplicando (3) al sistema (1), la dindmica del lazo cerrado
estd dada por

T=Ax+ B CCT]AG;E+’I‘/;T+]€?~L .
2"

Considere los errores de identificacién k, = ky — I%w y

k. = k. — k., la dindmica en lazo cerrado puede ser
reescrita como

T =Anx+ B,,r— B {mchm + rl%r — le”?'W] .
z
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Ahora, la dindmica del error se muestra a continuacién

X

i:Ami—B :ET/~€1+T/~€T—]€T~7 s (43‘)
e

. ro,

ke =KsxBL P R (4b)

s

e (4c)

El siguiente lema describe las propiedades de convergencia
del algoritmo propuesto.

Lema 1. Sea el FT-MRAC (3) aplicado al sistema (1).
Suponga que, para v € (0,0.5], evisten 0 < P = PT ¢
RO Y ¢ R, 0 < Q = QT € RV™ y 0 < M =
MT € R"™™" tal que las siguientes desigualdades lineales
matriciales (LMIs)

AP+ PAT P

AP P B <o (52)
B,.YT'+YB,, P
{ P —M} <0, (5b)

tienen solucion para A, y B fijas. Si los pardmetros
del control se seleccionan tal que ki = YP~!, 0 < KI' =
Ky € R™*™, y ks € R>q; entonces, [Z, kg, kr] = 0 es Glob-
almente Uniformemente Estable (GUS) ylimy_, 1 o0 Z(t) =
0.

Las LMIs propuestas en (5) siempre tienen solucién dado
que A,, es Hurwitz, y siempre existe una Y tal que
B,.YT +YB,, es negativa.

Ahora, algunas propiedades de las senales r, x,, y = son
resaltadas. Note que la solucién del modelo de referencia
(2) depende de r. Por lo tanto, si r es SR, z,, también
es SR. Por el Lema 1, se tiene que lim;—, o, Z(t) = 0, lo
cual implica que z(t) = 2, (¢t) cuando ¢t — co. Entonces,
z serd SR si z,, es SR. Consecuentemente, si r es SR,
z también es SR, con lo cual se concluye que el vector
regresor ¢ = [z,7] es PE. Para el esquema propuesto, se
deben identificar n+1 parametros, i.e., k, y k... Entonces,
la senal de referencia r debe ser una senal SR de orden
(n+1)/2.

El siguiente teorema proporciona las propiedades de es-
tabilidad global y uniforme en tiempo finito.

Teorema 1. Si las condiciones del Lema 1 se salisfacen
y r es SR; entonces, en estado estable %, ks, k] = 0,

la dinamica del error (4) es Globalmente Uniformemente
Estable en Tiempo Finito (GUFTS).

En la siguiente seccién, el FT-MRAC se aplica a un ejem-
plo académico para ilustrar el desempeno del algoritmo.

5. RESULTADOS DE SIMULACION

Se considera el siguiente ejemplo académico:

01 0 0
=100 1 |2+ |0]|u,
7T -2 —4 1
donde los eigenvalores son A\ = 1, Ay = —2.5 4+ 0.86%, y
A3 = —2.5—0.86i. El modelo de referencia se define como:

Ty +

0 1 0 0
im=|0 0 1 0 |r(t),

-1 -3.5 -3.5 0.5

con r(t) = 15.4sin(20t) + 4.5cos(3t). Es posible de-
mostrar que las ganancias de control ideales son k, =
[karla sz, kxg]T = [—8, —]..5, 05]T y kr = 0.5.

Las simulaciones correspondientes se realizaron en MAT-
LAB con el método de discretizacién de Euler con tiempo
de muestreo igual a 1 [ms]. Fijando Q = Is y M = I3, las
ganancias del FT-MRAC estan dadas por:

kT = —[0.31,1.36,1.57],
Ko = 40013, k3 = 0.4,
2.49 2.10 0.501

P =210 3.350.74

0.50 0.74 0.33

Las condiciones iniciales estdn dadas por zT(0) =
[1,-0.2,2], 27T (0) = [0,0,0], kT (0) = [0,0,0], y k-(0) = 0.
Con fines de comparacién, el MRAC clésico (Ioannou and
Sun, 1996), con v = 0y k1 = 0, también es implementado.
Los parametros del controlador Ks, k3, y P del MRAC
cldsico son los mismo que el del FT-MRAC.

El esquema propuesto es evaluado para distintos valores
de v, i.e., las leyes de control adaptable son discontinuas
con v = 0.5, las leyes de control adaptable no lineales
se presentan cuando v € (0,0.5), y el MRAC clésico
con v = 0. Note que la velocidad de convergencia varia
dependiendo de la seleccién de 7.

Los resultados se muestran en las Figs. 1-4. El estado del
sistema y los estados del modelo de referencia se muestran
en la Fig. 1 para los primeros veinte segundos con el fin de
ilustrar la convergencia de los algoritmos. La norma del
error de seguimiento se muestra en la Fig. 2. Se observa
que el algoritmo discontinuo, con v = 0.5, converge mas
rapido que el caso no lineal con v = 0.25, mientras que,
el algoritmo clésico, i.e., v = 0, converge asintéticamente
a una regién alrededor del origen.

Los parametros reales y la identificaciéon se muestran en
la Fig. 3. Para ilustrar las propiedades de convergencia,
con respecto al valor seleccionado de «y, la norma del error
de identificacién de parametros se muestra en la Fig. 4. Se
puede mostrar que el algoritmo con v = 0.5 converge mas
rapido que el caso no lineal con v = 0.25. En contraste,
el algoritmo clésico, i.e., v = 0, converge asintéticamente
a una regién alrededor del valor real del pardametro. La
accion de control se muestra en la Fig. 5 para los primeros
diez segundos con el fin de ilustrar el comportamiento de
la ley de control con distintos valores de .

6. CONCLUSIONES

Este manuscrito contribuye con un FT-MRAC para
cierta clase de sistemas lineales con incertidumbres pa-
ramétricas. El error de seguimiento y el error de identifi-
cacion de parametros convergen a cero en tiempo finito.
El algoritmo es aplicado en un ejemplo académico para
ilustrar la factibilidad del esquema propuesto.
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