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Abstract: : This work contributes to the subject of stability in the synchronization of identical
chaotic systems, coupled by means of a control law. Initially, chaotic systems with multiple
scrolls are expressed in a Hamiltonian form, this allows us to observe particular characteristics
of the system, since the system is divided into a conservative part and a dissipative part.
This procedure helps in the design of a control law that allows identical chaotic systems to
be synchronized. In particular, the technique of Model-Matching is used for the design of the
control law, but an optimization is performed in the design of a control law, based only on the
conservative part of the chaotic systems in Hamiltonian form. This gives us a new point of view
in the design of the controllers used to achieve synchronization between chaotic systems, which
simplifies the calculations that are carried out to obtain a law of control. A stability analysis is
performed in this work to ensure that the synchronization of the two systems coupled by the
effect of the control law meet the full system synchronization requirements, some numerical

simulations are presented.
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1. INTRODUCCION

En este trabajo se presenta un analisis de estabilidad
de la sincronizacién entre dos osciladores caéticos con
multiples enrrollamientos, también conocidos como os-
ciladores de Genesio y Tesi. Se logra una sincronizacién de
los sistemas cadticos usando el método de Acoplamiento a
Modelos aplicado a una forma Hamiltoniana generalizada
de los sistemas cadticos. Una de las aplicaciones de la
sincronizacion de sistemas cadticos es el encriptamiento
de datos, para esta aplicacion, aparte de lograr que los
sistemas cadticos se sincronicen, es indispensable garan-
tizar que la sincronizacion entre los sistemas sea estable.

El sistema de Gensio y Tesi se puede expresar en una
forma Hamiltoniana generalizada como se usa en el tra-
bajo de Tlelo-Cuautle et al. (2016), para dividir los sis-
temas originales en una funcién conservativa, disipativa
y un vector desestabilizante. Para expresar un sistema en
forma Hamiltoniana generalizada, se debe considerar una
funciéon de energia, donde el gradiente de la funcién de
energia se usa como un vector de estados. En este trabajo,
se usa una analogia al método de Acoplamiento a Modelos
para obtener una ley de control, basada solo en la parte
conservativa del sistema en forma Hamiltoniana. La Ley
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de control se encarga de sincronizar los estados de los
osciladores cadticos utilizados en este trabajo.

La utilizaciéon de sistemas en su forma Hamiltoniana
ha sido utilizada para resolver muchos problemas de
mecanica y dindmica desde su aparicion. A finales de
los 90s, se publicaron trabajos de Maschke, Sarlashkar y
Ortega, donde se propuso un nuevo enfoque, que sugeria
una funcién de energia Hamiltoniana, como candidata a
la funcién de Lyapunov, la cual se llamé sistema pseudo
Hamiltoniano controlado encontrado en Chua (2001). En
la literatura se puede encontrar articulos en los que se
usan formas Hamiltonianas de sistemas cadticos para
aplicaciones en comunicaciéon como Loépez-Mancilla et al.
(2005); Garza-Gonzédlez et al. (2016). En los trabajos
antes mencionados se utilizan formas Hamiltonianas de
sistemas cadticos, sin embargo el enfoque de disenar una
ley control basada en la parte conservativa de sistemas en
forma Hamiltoniana no se aplica. La propuesta de utilizar
la parte conservativa de sistemas en forma Hamiltoniana
para sincronizar sistemas cadticos se puede encontrar en
Gutiérrez (2020).

El objetivo de este trabajo es presentar un andlisis de
estabilidad en la sincronia de dos sistemas idénticos de
Genesio y Tesi de una dimension, sincronizados en una
configuraciéon maestro-esclavo con seis enrrollamientos,
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utilizando una analogia al método de Acoplamiento a
Modelos basado en la parte conservativa de los sistemas en
forma Hamiltoniana. El hecho de utilizar solo una parte
del sistema en una forma Hamiltoniana para el diseno
de una ley de control, simplifica los calculos utilizados
para obtenerla, minimiza el tiempo de computo para la
simulacion y permite una posible implementacion fisica.

En la Seccién 2, se explican los conceptos basicos del
método de Acoplamiento a Modelos y la forma general
de obtener una ley de control basada en la parte conser-
vativa de un sistema expresado en forma Hamiltoniana
generalizada. En la seccién 3 se presentan los calculos para
obtener una ley de control para lograr la sincronizaciéon
de los sistemas cadticos utilizados en este trabajo. En
la seccion 4 se presenta el andlisis de estabilidad de la
sincronizacién entre dos sistemas de Genesio y Tesi bajo
el efecto de la ley de control obtenida. En la seccién 5
se presentan las simulaciones numéricas obtenidas. Por
ultimo, en la seccién 6 se presentan las conclusiones prin-
cipales del trabajo.

2. OBTENCION DE UNA LEY DE CONTROL
USANDO ACOPLAMIENTO A MODELOS BASADA
EN LA PARTE CONSERVATIVA DE UN SISTEMA
HAMILTONIANO

El problema de Acoplamiento a Modelos nos dice que
dada una planta P y un modelo M, alrededor de sus
respectivos puntos de equilibrio z° y x4, y un punto z%,
el problema es encontrar una ley de control u(t), tal que
yg — 0 cuando ¢t — oo. El modelo M es el maestro y
la planta P actia como el esclavo en una configuracién
maestro-esclavo. Las variables z(t) € RY y z/(t) € RY
son los vectores de estado de cada sistema, u(t) y ups(t)
son las entradas de cada sistema, & y &j; representan
el cambio en el tiempo de las variables de estado de
los sistemas dindmicos f(z) y far(xar) respectivamente,
bajo la influencia de las entradas g(z)u y gm(xar)unm
en cada sistema. Las salidas de los sistemas P y M
son y y yu respectivamente. Las funciones f(z), g(x),
fu(xar), gv(xar), h(z) y har(zar) se consideran suaves
y analiticas. En el método de Acoplamiento a Modelos se
propone un sistema auxiliar, que contiene los dos sistemas
que se pretenden sincronizar mediante una ley de control
u(t). El sistema auxiliar se basa en la planta Py el modelo
M y se expresa como F.

Pt W
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La salida del sistema auxiliar E es la diferencia de las
salidas de P y M, esto significa que cuando el resultado es
cero los sistemas Py M estan sincronizados. Para lograr
esto usando Acoplamiento a Modelos, la ley de control
u(t) tiene la forma:

(4)
hp(zg) = h(z) — ha(zm).

1 r r
u = W(v_th(x)+LthM(xM) (5)

+ LQML;;{th([L'M)U]u).

La ecuacién (5) es una férmula general para encontrar
una ley de control, utilizada para la sincronizacién de
sistemas idénticos o no idénticos tomada del trabajo
de Loépez-Mancilla (2005). La ley de control se obtiene
al calcular las derivadas de Lie Lngflh(x), L h(z),
L har(xar) y Ly, L};/[th (zar), v en la férmula general
es v = —CohE(J?E)—ClLEhE(J?E)—' . ~—C7~_1LTE_1}LE($E).
Las constantes c¢;,¢ = 0,1...r — 1 de v se pueden
obtener con el método de ubicacién de polos. Para aplicar
Acoplamiento a Modelos, el grado relativo del sistema r
de la planta P debe ser menor o igual que el grado relativo
ras del modelo M. Donde el grado relativo de un sistema
se interpreta como la cantidad de derivadas aplicadas a
la salida de un sistema para obtener las entradas de un
sistema de manera explicita.

Considerando un sistema auténomo n-dimensional
i=f(x),z € RY (6)

La cual representa un sistema de ecuaciones diferenciales,
se puede escribir en una forma Hamiltoniana generalizada
con la siguiente forma:

= J(x)%i;[ + S(x)%] + F(x) (7)

donde H(z) denota una funcién de energia suave que
es globalmente definida positiva en RY. El gradiente
del vector columna H(z), se denota por %—I;, se supone
que existe en todas partes. Para la eleccion de H(x),
las funciones de energia cuadraticas son utilizadas con
frecuencia, con la forma:

H(x) = %ZETM$ (8)
con M siendo una matriz simétrica definida positiva.
Las matrices cuadradas, J(z) y S(z), dentro de la ex-
presién (7) satisfacen, para todo x € RY, las siguientes
propiedades que muestran la estructura de administracién
de energia del sistema son:

J(x)+J(z) =0, S(z)=5T(x). (9)
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El campo vectorial J(z) % exhibe la parte conservativa
del sistema y también se conoce como la parte sin trabajo.
La matriz S(z) es, en general, una matriz simétrica que
representa la parte que presenta el trabajo o la parte
disipativa del sistema. Para ciertos sistemas, la matriz
S(z) es semi-definida negativa o definida negativa. En
tales casos, el campo vectorial se conoce como la parte
disipativa del sistema. Si S(z) es definida positiva, o semi-
definida positiva, representa la parte desestabilizadora
global, semi-global y local del sistema. F(x) representa
un campo vectorial localmente desestabilizante, podemos
encontrar mas informaciéon en Sira-Ramirez and Cruz-

Hernandez (2000).

Teniendo en cuenta que la parte disipativa del sistema
serd cero a medida que el tiempo tiende hacia el infinito
y la funcién desestabilizante depende de las variables
de estado, las partes disipativa y desestabilizante del
sistema en forma Hamiltoniana, no se consideran parte
del sistema cuando aplicamos Acoplamiento a Modelos
para encontrar la ley de control que logre la sincronizacién
entre el modelo y la planta propuestos. Teniendo en
cuenta estas consideraciones, se propone que el modelo,
la planta y el sistema auxiliar sean:

15)
p,.J &= J(x)—x +g(x)ug
! { y Zhiz) 1o
My - { Ty = JM(xJVI)%ZAA; + g (xar)uns (1)
y = hn(wn)

By - { Tp = fE(-rE)y‘g ﬁz(ﬂ;g)&lz)-l- v (TE)un (12)

donde () 0 oH,

Je(zE) = ( 0 JM(Z‘M)) 0rp

. 0
gu(rg) = <9M($M)> (13)
g9(x)

H(x) y Hp(xar) son las funciones de energia propuestas
para los sistemas Py y My en forma Hamiltoniana. La
funcién de energia del sistema auxiliar es Hg(zg) =
H(x)+ Hp(zpr). Con la propuesta de los nuevos sistemas
y haciendo una analogia con la ley general de control
que se usa en Acoplamiento a Modelos (ecuacién (5)),
se propone una ley de control general para casos en los
que se conoce la forma Hamiltoniana de algin sistema,
con la siguiente forma:

1

UH = 7 =1, .~
LgLfElhE(l'E)

(U—L}EhE(xE)—i—LgL’};lhE(xE)UM
(14)

).
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3. LEY DE CONTROL PARA SINCRONIZAR DOS
SISTEMAS DE GENESIO Y TESI

Para calcular la ley de control basada en la parte conserva-
tiva de los sistemas en forma Hamiltoniana generalizada,
se usa la ecuacién (14), para el célculo de las constantes
de v, se usa el método de ubicacién de polos.

Basado en la forma Hamiltoniana de un sistema de
Genesio y Tesi, con una funcién de energia H(z) =
1 laz? + ax3 + 23] tomada del trabajo de Tlelo-Cuautle
et al. (2016), las ecuaciones dindmicas estdn descritas por:

. L1 , L1
?, 120a?37H 12a028£
l’z B _% ox %1 ox
_- _ _- _ (15)
5 0 3 0 a
0
+ 0
af(331>

La funcién f(z1) es una funcién a intervalos no lineal que
define el nimero de puntos de equilibrio y enrrollamientos
que se formardn en el oscilador caético, f(x1) esta dada
por:

M., Na,
fla) = gz (@) + ) gaa(z1)  (16)
i=1 i=1

donde
1, z1>60 6>0
_ 0, x1<0 0>0
9@ =93 o 4 >0 0<0 (17)
-1, x1<0 0<0.

La funcién (17) es conocida como la funcién esencia
o nucleo, como se menciona en el trabajo de Soriano-
Sénchez (2013), la cantidad de enrrollamientos se define
eligiendo los valores para M,, y N, en la ecuacién (16).

Utilizando solo la parte conservativa de la forma Hamil-
toniana, se propone una planta Py y modelo My como:

11
: 0 %2
ARSI
2| = |—5- ey H
9
Y=o
11
: 0 % 3
iMl ! oa | 2y (1)
— P u
My :{ i 2 dxar ol M (19)
> 10
2
Y =Tpm1

Copyright© AMCA, ISSN: 2594-2492



Congreso Nacional de Control Automatico 2022,
12-14 de Octubre, 2022. Tuxtla Gutiérrez, México.

Dados Py y My el sistema auxiliar Fy queda como se
muestra en la ecuacién (20).

_ 1 .
01 % 2 0 0 0
i —5, 01 0 00
o {
o | |5 -10 0 0 0|oam,
Ear o 0 00 0 1 1) 9xp
!{3M2 1 2a 2
TM3 0 00— 01
21a
En 000 -5 -10 (20)
0 0
1 0
0 0
+ 0 ug + ol “m
0 1
0 0
YE = X1 — TM1

Calculando las derivadas de Lie necesarias, donde el grado

relativo se considera como r = 2 y sustituyendo los valores

de las derivadas de Lie en (14) la ley de control para la

sincronizacién es:

a+1
2

+ (CL - Cg)(l‘g - I'MQ) + (1 - CQ)(CE3 - {L‘M3) + ups.

ug = ( —2c1)(z1 — 1)

(21)

4. ANALISIS DE ESTABILIDAD

En esta secciéon se presenta un andlisis de estabilidad
para la sincronizacién entre dos sistemas de Genesio y
Tesi bajo el efecto de la ley de control propuesta en la
seccién anterior. Se propone un sistema dindmico de error
é = f(x;,x i, ;) donde e; = x;—xpp4, parai, - - -, n donde
n es el orden del sistema. De tal manera que e; es:

€1 =71 —TMm1

€2 = T — Tp2 (22)
€3 = T3 — Tp3-
El sistema dindamico de error queda como:
€1 ==& — T
€o = Tg — T2 (23)

é3 = i3 — Tass.

Sustituyendo la dindmica de los sistemas maestro y es-
clavo que se pretenden sincronizar mediante la ley de
control (21) en el sistema de ecuaciones (23), el sistema
dindmico de error queda como:

€1 = Ty — T2

€2 =23 — Ty3+ U — Upm

é3 = —a(ml — le) — a(l‘g — .TMQ) — a(l‘g, — $M3)

+af(z1) —af(zan)
Dado que los sistemas maestro y esclavo son idénticos
se puede considerar f(z1) = f(za1). Al observar la
ecuacién (21) o ley de control, uy se puede reescribir
como uyg = Uy + up. Haciendo una sustitucién de las
variables x;, xs; por sus equivalentes con las variables e;
el sistema dindmico de error queda como:

(24)

él — €2
éQ =e3+ k161 + k2€2 + kgeg (25)
é3 = —ae; — aeg — aes

Donde k1 = %H—ch, ke =a—cyy ks =1—co. La
técnica de Acoplamiento a Modelos garantiza que la salida
de la planta z1(t) sigue a la salida xps1(t) por lo que se
supone que el(t) tiende a cero. Tomando esto en cuenta
la ecuacién (25) se puede reescribir como:

él = €2
€9 = koeo + (1 + kg)eg (26)
é3 = —aes — aes

De la ecuacién (26) se puede observar que é2 y é3 no
dependen de e, por lo que se puede considerar como un
subsistema dado por:

éx=(a—co)ea+(2—co)e
2 = (a—)er + (2 - e o)

€3 = —aeg2 — aes.
Para el anédlisis de este subsistema se propone una funcién
de Lyapunov con la forma V(e) = 1 (e3 + €3), la derivada
de la funcién de Lyapunov esta dada por:

V((:‘) = e9€é9 + e3€3. (28)

Al sustituir las ecuaciones dindmicas de (27) en la
ecuacién (28), la derivada de la funcién de Lyapunov
propuesta queda como:

V(e) =es((a—ca)ea+(2—ca)es) +es(—aea —aes). (29)

Reordenando términos en la ecuacién (29), esta se puede
escribir con la siguiente forma:

co—24a
. Coy—a —_— e
V(e) = — [62 63] co — 2 +a 2 ez (30)
—_— a
2

Los menores principales de la matriz en la ecuacién (30)
son:
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mp =¢Cc2—a
Co—2+2 (31)

mo = (cg —a)a — ( 5 )2,
Para que V (e) sea definida negativa se debe cumplir que
mq, mg > 0, para mj la constante ¢y debe ser mayor que

a, mo se puede reescribir como:

my = ¢* — 4ey + (3a® — 4a +4) > 0. (32)

Para que m; y mo sean mayores que cero con a = 0.8,
co debe ser igual o mayor a 4. Los menores principales
dependen de c2, lo que indica que haciendo una seleccién
adecuada de esta constante hace que V(e) sea definida
negativa, lo que a su vez comprueba que es y es tienden
asintoticamente a cero.

5. SIMULACIONES NUMERICAS

En esta seccion, se presentan las simulaciones numéricas
de la sincronizacién entre dos sistemas de Genesio y Tesi
utilizando la ley de control obtenida en la seccién 3. Las
simulaciones se realizan usando un algoritmo de Runge-
Kutta de cuarto orden, programado en MatLab.

Maestro

Esclavo

Fig. 1. Grafica de los estados del sistema maestro y
esclavo.

El sistema de Genesio y Tesi exhibe una dindmica cadtica
con el pardmetro a = 0.8. Las condiciones iniciales para
cada oscilados son seleccionadas al azar en un rango de
2(0) € [0 2]. En este caso se trabaja con osciladores
con 6 enrrollamientos en una sola dimensién, pero el
numero de enrrollamientos puede cambiar modificando los
parametros en la funcién generadora como es mencionado
en el trabajo de Soriano-Sénchez (2013). En la figura 1 se
muestra la dindmica de los sistemas de Genesio y Tesi en
configuracion de maestro-esclavo. Para el sistema maestro
se eligi6 un uy; = 0.5sin(t) para simular una pequeia
perturbacién en el sistema.

En la figura 2 se muestra la grafica de los estados x7 y
xp1 contra el tiempo. En la parte superior izquierda se
muestra un acercamiento de como los estados convergen
en el tiempo con el fin de observar de forma clara la
dindmica de los estados. En la figura 3 se puede apreciar la
grafica de sincronia entre los estados, en la cual se puede
apreciar que estan a cuarenta y cinco grados, lo que indica

1570 \
el
E -
S s(/
10E
2 0 5 10 15
35 Tiempo(s) -
£
<
0
5 | | | |
0 100 200 300 400 500
Tiempo(s)
Fig. 2. Grafica de los estados 1 y xps1 contra el tiempo.
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Fig. 4. Graficas de los errores e; contra el tiempo.

que se logra la sincronizacién en la configuraciéon maestro-
esclavo.

En la figura 4 se grafican los errores e; contra el tiempo
t, se puede observar que después de algin tiempo la
diferencia entre los estados es cero, lo que indica que se
logra el objetivo de control esperado.

6. CONCLUSIONES

Con base a las simulaciones, se puede concluir que la
ley de control obtenida para la sincronizacién de los
sistemas caoticos de Genesio y Tesi se logra. El método
de Acoplamiento a Modelos se utiliza para obtener la ley
de control basada en la parte conservativa de la forma
Hamiltoniana generalizada. Hacer esto nos brinda una ley
de control optimizada, simplificando los calculos que se
hacen con respecto al método original. Dado que las leyes
de control son relativamente simples, se puede realizar
una posible implementacion fisica para futuros trabajos.

514 Copyright® AMCA, ISSN: 2594-2492



Congreso Nacional de Control Automatico 2022,
12-14 de Octubre, 2022. Tuxtla Gutiérrez, México.

En el andlisis de estabilidad bajo la consideracion de que
los sistemas son idénticos, la estabilidad de la sincronia
entre el sistema maestro y esclavo, no depende de la
funcién no lineal f(x) lo que hace que la misma ley de
control se pueda utilizar para sincronizar sistemas de
Genesio y Tesi con n enrrollamientos.
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