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Resumen:

In this paper we propose a non-homogeneous observer-based-output feedback scheme for
the double integrator system. The control scheme is composed by two non-homogeneous
structures. It resembles a non-homogeneous state feedback controller, where the unmeasurable
state is replaced by that provided by a non-homogeneous observer. Compared to other
reported schemes, the closed-loop system is not homogeneous of negative degree, so it is not
possible to use the results established for homogeneous systems. To overcome this problem,
the finite-time stability analysis is carried out by means of (local) strict Lyapunov functions.
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1. INTRODUCCION

Este trabajo se centra en el desarrollo de esquemas de
control de Tiempo Finito (TF) por retroalimentacién de
salida para el sistema doble integrador

&=y, (1)
La literatura es extensa en sistemas dindmicos de control
continuo que tienen equilibirio estable en TF, Haimo
(1986); Bhat and Bernstein (1997, 1998); Hong et al.
(2001); Moulay and Perruquetti (2006); Bernuau et al.
(2014). En particular, en los trabajos Bhat and Bernstein
(1997, 1998); Hong et al. (2002); Nakamura et al. (2009);
Cruz-Zavala et al. (2018), Hong et al. (2001); Orlov et al.
(2011); Bernuau et al. (2014); Polyakov et al. (2015);
Su and Zheng (2015), se proponen diversas familias de
controladores continuos por retroalimentacion de estado
y por retroalimentacién de salida que estabilizan global-
mente el origen del sistema (1) en TF. Todos estos contro-
ladores se caracterizan por ser homogéneos, o por admitir
una aproximaciéon homogénea, y lograr que el campo
vectorial del sistema en lazo cerrado sea homogéneo o
tenga una aproximacion homogénea, véase Andrieu et al.
(2008). Los resultados de sistemas dindmicos homogéneos
aseguran la estabilidad en TF del equilibrio, siempre que
el origen sea Asintéticamente Estable (AE) y homogéneo
o con aproximacién homogénea de grado negativo, acorde
con Bhat and Bernstein (1997); Bacciotti and Rosier
(2005); Andrieu et al. (2008).

Y =u.
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Sin embargo, la clase de controladores y sistemas de TF es
mucho mas amplia que la de los homogéneos. Los sistemas
estables en TF no homogéneos han sido escasamente es-
tudiados. Aunque inicialmente una clase de controladores
no homogéneos se estudié en el trabajo pionero de Haimo
(1986), solo pocos trabajos posteriores se han encar-
gado de estudiar algunos algoritmos no homogéneos. Por
ejemplo, los algoritmos de super-twisting no homogéneos
se trataron en Moreno (2014) usando técnicas de Lya-
punov. La version continua del control de modo deslizante
del terminal Yu et al. (2005) no es homogénea. Qian
and Lin (2003) reportaron otro enfoque interesante para
disenar controladores por retroalimentacion de salida no
homogéneos para sistemas no lineales de segundo orden
pero no queda claro cuando se recuperan los controladores
de TF. Recientemente, el trabajo de Zavala-Rio et al.
(2022) reporta un analisis mds detallado de sistema de
control reportado por Haimo

i=y, y=—[z]"—[y|" (2)
paraa >0,y b > 0, donde [z|P := |z|P sign (2), con z € R
y p > 0. Y en Cruz-Zavala et al. (2021) se estudia el
sistema de control més general que el sistema (2),

§=—ki[5(z,y)]" — ka[y)" (3)

con 5(z,y) 2 kY“Ty]*/* + 2. Dado que, en general, los
valores de a y b no hacen homogéneo al sistema de lazo
cerrado, los resultados de homogeneidad clasica no son
utiles para determinar la estabilidad en TF. Para superar
este problema, tanto en Cruz-Zavala et al. (2021) como
en Zavala-Rio et al. (2022) se propone un andlisis basado
en funciones de Lyapunov, las cuales permiten obtener las

T =y,
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condiciones 1 > b > a > 0 que garantizan convergencia
en TF. Estas condiciones difieren de las establecidas
por (Haimo, 1986, Corolario 1), quien establece que las
condiciones suficientes para que (2) sea TF estable son
1>b>0ya>b/(2-0).

En el caso de controladores homogéneos por retroali-
mentacion de salida se tienen dos soluciones, implemen-
tando observadores como en (Hong et al., 2001; Bernuau
et al., 2014; Polyakov et al., 2015), o usando filtros de
velocidad como en (Su and Zheng, 2015). En (Cruz-
Zavala et al., 2021) se reporté la versién no homogénea
del esquema propuesto por (Su and Zheng, 2015). Pero
la versiéon no homogénea usando observador no ha sido
reportada.

El objetivo de este articulo es proponer un esquema de
control no homogéneo por retroalimentacién de salida
basado en observadores. Para ello primero se generaliza el
sistema de control (3) permitiendo que el exponente del
término anidado tenga un valor arbitrario, es decir,

u=—ki[5(z,y)]* — ka[y]® (4)
siendo 5(x,y) £ k§[y|°+2y ¢ > 0. A continuacién, se pro-
pone un observador no homogéneo para el sistema doble
integrador, cuya versiéon no tiene el término discontinuo
del algoritmo super-twisting reportado en Moreno (2014).
Finalmente, utilizando estos dos elementos se propone un
control por retroalimentacién de salida.

2. PRELIMINARES

En este articulo se usa la siguiente notacion: R :=
(—00,00), Ryg = (0,0), R>p := [0,00), N :=
{1,2,3,...}. Para toda = € R, |z| es su valor absoluto.
Para x € R™, con m € N, ||x|| es la norma Euclidiana.
Para cualquier § € Ryg, Bs := {x € R™ : x| < 4}
es la bola abierta centrada en el origen de radio 4. Una
funcién f : R>p — R™ es de clase Ck, con k € N, si
sus derivadas f,f:, ..., f) existen y son continuas. Para
una funcién diferenciable V- : R" — R, VV(x) £
(02, V(X), ..., 0, V(x)] " siendo 8,V (x) £ 0V (x)/0x;.

2.1 Propiedades de algunas funciones

La funcién [z|P tiene las siguientes propiedades:

P1: Para cada p € [0,1), [z]? es diferenciable para toda
r#0, [z]PeClsipe(l,2]y [z]P € C?sip e (2,00). <

P2: 0.[z]? = plzP~! y O|z|P = p[x|P~L, Vo # 0.

fom |z|Pdz = ﬁ [z|Ptly fom [2]Pdz = ﬁ|x|p+1. 4

Recordemos el concepto de homogeneidad ponderada y
las propiedades de funciones homogéneas (ponderadas).

Definicion 1. (Véase Bacciotti and Rosier (2005)). Sea el
vector X = [x1,...,7,]" € R", y los pesos de homogenei-
dad v £ [r1,....,r,]" € RZ,. El operador dilatacién AL
se define como A'x £ [€"aq,...,e"x,]". Una funcién
V : R" — R se dice r-homogénea de grado [ € R, o
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(r,l)-homogenéa, si para toda € > 0 y para toda x € R"
la igualdad V(Afx) = €'V (x) se cumple. A
Lema 1. Considere dos funciones Vi, : R™ — R, que son
(r,li)-homogéneas, k = 1, 2, [, € R. Entonces:

(1) El producto Vi (x) Va () es (r, Iy + l2)-homogéneo.
(2) Si Vi es definida positiva, existen constantes ¢; < ¢o

l
tal que las desigualdades c; [V4 (J;)]ﬁ < Va(z) <

1

ca (V4 (x)]% se cumplen para toda x € R™. Ademas,

si V5 es definida positiva, entonces ¢; € R-g. <
Lema 2. (Hestenes (1966)). Seann:R” - Ry (:R" —
R>( dos funciones continuas (r,m)-homogéneas. Defina
Z ={x € R"\ {0} |¢(x) = 0}. Si n(x) > 0 para toda
X € Z, entonces existe A*,c € Ry( tal que para toda
A > A"y para toda x € R™\ {0}, n(x) + A((x) > c[|x[[}",,
N

Los siguientes lemas también se emplean para demostrar
los resultados principales.

Lema 3. (Cruz-Zavala et al. (2018)). Para toda z,y € R,
y cualquier a,b € Rsg, si a < b, entonces |[y]® +
[z]2|Ve < 255 |[y)® + [2]°|*/. Ademés, la igualdad se
cumple siysolosia=b6z =y. q
Lema 4. (Mercado-Uribe and Moreno (2017)). Paratoda
x, y € R, y cualquier u € Ry, sign([z + y|* — [z]") =
sign(y). q
Lema 5. Para cualquier z,y € Ry a, A, B,C,d,p € Ry,

siendo 2(31‘"—+aa) > p, la funcién vy : R?> — R, dada por

vo(z,y) = (Aly|? + Blz|**+*)"” — dC|z||y|, es no negativa
en By siy solosi d? < A[B/(2p —1)]**~1(2p)??/C?%. <
Prueba 1. Vease el Apéndice.

2.2 Estabilidad en tiempo finito

Considere un sistema dinamico descrito por

x = f(x), x(0)=x0 ()
donde x € R™ es el vector de estados, f : R™ +— R™ es el
campo vectorial continuo asociado a (5). Suponga que el
origen es un punto de equilibrio, es decir, £(0) = 0.
Definicion 2. (Bhat and Bernstein, 1998). El origen de
(5) es estable en tiempo finito (ETF) si es estable en
el sentido de Lyapunov y existe una funcién acotada
localmente T : Bs — R>¢ (llamada la funcién de tiempo
de asentamiento) de modo que para cada xg € Bs '\
{0}, cualquier solucién x(t,x¢) de (5) estd definida en
t € [0,7(x0)) v x(t,x0) = 0 para toda t > T(xp). Si
Bs =R™, x = 0 es globalmente ETF (GETF). <

La estabilidad en TF se puede determinar con nociones
de homogeneidad. La relacién entre estabilidad y aproxi-
maciones homogéneas se establece en (Orlov, 2009; Bac-
ciotti and Rosier, 2005; Andrieu et al., 2008; Zavala-
Rio and Fantoni, 2014). Si (5) admite una aproximacién
homogénea con punto de equilibrio x =0 siendo AE
tal que f(x) es homogénea de grado negativo, entonces
el origen es GETF. Sin embargo, cuando no existe tal
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aproximacion, este resultado no es util y el andlisis de
estabilidad en TF es muy desafiante. Para hacer frente a
este problema se utiliza el siguiente resultado.

Lema 6. (Bhat and Bernstein, 1998). Suponga que existe
una funcién C! definida positiva V : Bs — R>( y nimeros
reales @« > 0y ¢ € (0,1), tal que

V+aVi<o (6)

en By, donde V = VV (x)- f(x). Entonces, el origen de (5)
es un equilibrio estable en tiempo finito. Ademas, si T es
el tiempo de asentamiento, entonces 7' < ﬁV(X)lf‘?

para toda x € Bs. o

Cabe mencionar que un punto de equilibrio globalmente
AE y localmente ETF, da lugar a un equilibrio GETF.

3. RESULTADOS PRINCIPALES
3.1 Control por retroalimentacion de estados

El sistema de lazo cerrado (1) y (4) queda descrito por

b=y, §=—ki[s(x,y)]" —ka[y]" (7)
Dado que, en general, los valores de a, b y ¢ no hacen
homogéneo al sistema de lazo cerrado, los resultados
de homogeneidad clésica no son tutiles para determinar

la ETF. Para superar este problema, se proponen las
candidatas V : R? - Ry V: R? — R siendo

V=P + e, k>0, (8)
V=(rn+)VP+dizy, v >0, 9)

donde

: 3+a 3—b bt+a 1l+c
mln{Q(l—i—a)’ 3 0 72a 0 2 }2p>17

(10)
0<d < (2 )" (11)
1>\ @poDTta) b

Acorde con P2, V € C! para cualquier ¢ > 0y V € C!
parap>1ya>0.

Proposicion 1. El origen del sistema de lazo cerrado (3)
es globalmente ETF cuando

(i) Para toda ki, ko, ks € Ryg y con la condicién de
exponentes 1 >b>a>0yc>1,

(ii) Para toda k1, ke € Rsg, k2 = 0y con la condicién de
exponentes 1 > b > a > 0.

N

Comentario 1. En general, el conjunto S £ {x € R? :
s(x) = 0} no es invariante positivo para (3). Observe que
a lo largo de las soluciones de (3), $(x) = ckS|y|“ "'y +
y = —ckskily|*'[s(x)]* — ckSkaly|*'[y]" +y, v los
ultimos términos no se cancelan para todos los valores
de ¢ y b. Esto solo sucede si ko = [1/(cks)]"/¢y ¢ =2—b.
En este caso, existe t > t; tal que toda solucién x(t) de (3)
permanece en x(t) € S, ya que para algin 1, x(t1) € S,
debido a que s(x)$(x) < 0 se cumple. S puede verse como
un modo deslizante terminal, (Venkataraman and Gulati,
1993). Adicionalmente, se recuperan los controladores
homogéneos reportados en (Cruz-Zavala et al., 2018)
cuando a = b/(2 — b).

El caso del inciso (ii) es el reportado por (Haimo, 1986).
En (Cruz-Zavala et al., 2021) y (Zavala-Rio et al., 2022),
se establece que el exponente a puede tomar valores
menores que b/(2 —b). Acorde con lo anterior, las condi-
ciones establecidas por Haimo se reducen a 1 > b > a >
b/(2 —b), (Bacciotti and Rosier, 2005).

3.2 Observador

Considere el observador de orden completo dado por

i=—hler)" +9, §=—lle)™ +u,  (12)
donde e; = & — x. Se define e; = §j — y. La dindmica del
error de observacién viene dada por

é1=—lfer)" +es, éx=—lafer]%, (13)

Las candidatas a funciones de Lyapunov V, : R? - R y
V, : R? - R son

Vo = gleal* + - lalea] e, (14)
Vo = (74 + 1)Vop - d361623 V4 >0 (15)
donde
min { ity Ztambe bl > s (16)
0 < (2 )" (17)
<43 =\ @) (1 ay) P

Proposicion 2. Para toda [,l; € Ryg y bajo las condi-
ciones de exponente 1 > b, > a, > 0, el origen del sistema
(13) es globalmente ETF. q

La dindmica (13) puede verse como la versién continua del
algoritmo propuesto en Moreno (2014), el cual se recupera
haciendo a = 0.

3.8 Control por retroalimentacion de salida

En este caso el sistema de lazo cerrado estd dado por
i=y, §=u, u=-k[s#9)]" ~ kg’ (18)
con 5(z,9) = kS[9]¢ + x, y donde & y ¢ se estiman
mediante el observador (12).
Proposicion 3. Considere la ley de control de retroali-
mentacién de salida (18) con Z y ¢ generada por el obser-
vador (12). Entonces, el origen del sistema de lazo cerrado
(18) y (12) es globalmente atractivo en tiempo finito si
las ganancias del controlador k1, ko, k2, las ganancias del
observador [y, [, y los exponentes de ambos se seleccionan
como en las Proposiciones 1 y 2, respectivamente. N

4. PRUEBA DE LOS RESULTADOS PRINCIPALES
4.1 Prueba de la Proposicién 1: caso ki, ko, ks € Rsg.

La derivada de V en la direccién de (7) satisface (se ha
usado Lema 4 con z = k§[y|°)

V= —kaly["** = kalyllx(z, ), (19)

donde x(x,y) = [5(x,y)]|*—[x]*y V < 0 paratodaz,y €
R. Con lo anterior y utilizando los mismos argumentos

Copyright© AMCA, ISSN: 2594-2492
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en (Cruz-Zavala et al., 2021) se concluye estabilidad
asintética global en z = y = 0. El sistema (3) no es
homogéneo y no admite una aproximaciéon homogénea de
grado negativo. Por lo tanto, se analiza la estabilidad en
TF usando el Lema 6 y la funcién V en la bola Bi, lo cual
implica que |z| <1y |y| < 1.

Utilizando el Lema 5, (9) es definida positiva porque
eligiendo d; como en (11) y p tal que % > p se tiene
VP + dizy > 0y V es definida positiva.

La derivada en el tiempo de V es

% . d 1
— p—l JE— = 2
s pVITV (@), v T (20)
d 2 _ a b
a(fﬂy) = y° +a(—[ki8(z,y)]* — k2[y]")
=% - kix[x]® — kioy(x) — kgx(yjb.

En esta iltima ecuacién se ha sumado y restado el término
kiz[z]® y se ha definido el vector x = [z, y]

Se procede a acotar correctamente los términos en (23):

(a) De (19) se obtiene pVP~'V < — A|y|?PH0=1 — C|p(-)],

con o(-) ly|??~Y|x(-)|, siendo las constantes A =
p(1/2)" ke y C=p(1/2)" iy

(b) Observe que y? = |y \ = \y|2 Zp=btl |y 2p bl

ly|?PT=1 cuando 252 > p, y 25 > 1siy solosi 1> b.

2p—1 __ca
(¢) Del Lema 3, |x(x)| = P s <
we-1tea (x), para toda a € (0,1], siendo w =
(21 ak.ca) Cal' [lefni%(lJra).
(] et (1+e) < |x|2p2+pr%(l+a) cuando 2p +ca — 1 >
(2p — 1)(1 + a) si y solo si 1‘5@ >Dp,y 1'2“ > 1siy
solo bi ¢ > 1. De lo anterior se obtiene que zx(x) <
() 2=1%7 (x) cuando € > py a € (0,1].

IN

Por otro lado, x =

w|x|2p+ra T
(d) Ademas, z[y|® < |$|%(1+G)\y|b cuando 22 > p.

Se definen A = A — vd; y w = p(x). Utilizando las cotas
anteriores se obtiene que

< —v1(x) —v2(z, w) = —y(V1(x)+02(2, w)), (21)

T4+

D(+a)

Ko dikylz| T |y

A d
ni(x) = =y + ok |zt —

(2p—1)(1+a)

d

_ A 1 1+a
: —_ _k

v2(+) Ver B 1|z]

La funcién v;1(x,y) es (r1,2p + b — 1)-homogénea con

=[(2p+b—1)/(1+a),1]T. Acorde con el Lema 2, como
y =0 = 01(x,0) = (dik1/2)|z]'T® > 0, existen valores
de A’/~ suficientemente grandes, o equivalentemente =y
es suficientemente pequeno, tal que o1 (z,y) es positiva.
Lo cual sucede si 5 se escoge suficientemente grande. La
funcién vz (x, w) es (ra, 2p + ca — 1)-homogenéa con ry =
[(2p+ca—1)/(1+a),1]". De forma similar, existen valores
de C'/~ suficientemente grandes, o equivalentemente, o se
elige suficientemente grande tal que U2 (z, w) es positiva.

dlklw‘m‘ 2ptca—1  q2p— 1+Ca'

Bajo estas condiciones, V es definida negativa y el origen
es AE.

Para mostrar estabilidad en TF del equilibrio de (7) se
acota (21) en términos de V. Primero, note que

1%
147

< —(01(x) + v2(7,w)) < —y01(x).

Por otro lado, dizy < VP. Entonces, V < (v2 + 2)VP <
Vi 2 (12 +2) (BlyProt 4 il o)

By y V1 es (r1, (2p + b — 1)p)-homogénea. Como v (x, )
es (ri, (2p + b — 1))-homogénea, acorde con el Lema 1,
existe 1 tal que V; < (107 (x). Por lo tanto, existen

, para toda x €

a = ’y/ﬁ}/p y ¢ = 1/p tal que (6) se cumple para toda
x € Bj. La condicién 1/p < 1 implica estabilidad en
TF del equilibrio. De hecho, 1/p < 1 implica que: (a)

%2p>1cuand01>a;(b)%bzp>1cuando

1>b;(c)b;—aazp>1cuandob>a;y(d)%2p>l
cuando ¢ > 1.

4.2 Prueba de la Proposicion 2.

La derivada de (14) junto con (12) viene dada por

Vo = —lgll |—€1Ja° |—€1Jb° = —l2l1‘61|a°+b° . (22)
Este hecho junto con el principio de invarianza de
Krasovskii-LaSalle y el acotamiento no radial de V, lleva
a concluir que e = [e1, ez] T = 0 es globalmente AE, véase
el Teorema 7.2.1 en Michel et al. (2008).

Ahora restringimos el andlisis en e € By, que implica que
le1] < 1y |ez] < 1. La funcién (15) es definida positiva si

VP — dgeres > 0. Acorde con el Lema 5, ds satisface (17)

con p tal que 2(3112"0) > p.

La derivada temporal de V, da como resultado
Vo

. d
_— p—1 —_ d —_— —
T+ VI Vo—7 3dt(6162)’ Y

1/(1+74) (23)

—(ere2) = —laler|" " + ex(—lier]* + e2)

dt
Procedemos a acotar los términos en V,: (a) observe
que pquvo < —Aleg|(Hao)p=Dtbtas  donde A =
(1+a l2) l2l1ay(1+a0)<p_1>+bo+ao:(1+ao)p+
bo — 1; (b) ademaés |ej|'te < |g|(1Fao)rtbo—1
1+a, > (14a)ptby—1 = Ztde—ba 2ta0—bo ~,

1+a, Z pYy 1+a,
1tao bo—1
sil> by (c)y [er]P < \61|( Feelpt cuando 2b, > (1+
a)p+bo—1 <= ffe>py

b 1+b°>1<:>b>ao
(1+b0) +bo 1
< leglles| = .

cuando

Entonces, ex[ey |

Se define f_l = A — ~dsl,. Utilizando las cotas anteriores
se llega a V,/(1 +v4) < —vs(e) = —7v3(e), donde
(e) — A|€ |(1+ao)p+b 1 (tao)pibo—1

+d3|€2\

3 — dsly]ezlles]
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La funcién v3(e) es (r1, (1 4+ ao)p + b, — 1)-homogénea
conry = [1,((1+a,)p+b,—1)/2]". Acorde con el Lema
2 como e; = 0 = v3(0,e2) = dslea|* > 0 existen valores
de A/~ suficientemente grandes, o valores suficientemente
grandes de 74, tal que vs(e) es positiva y V, se hace
definida negativa. El resto de esta prueba sigue el mismo
procedimiento de la prueba de Proposicién 1 para acotar
V, como se requiere en el Lema 6.

4.8 Prueba de la Proposicion 3.

La dindmica de lazo cerrado puede escribirse como

DI T =1y, y:_klfg(x’y)yl_k2|—bi+X($vya61762)
O:é1=—lfer)’ +es, é3=—lafer]",
donde el término

X(@,y,e1,e2) == ki([8(z,y)]* — [8(z +e1,y +e2) ")

—ka([y]” — Ty + e2]")

estd asociado con el efecto del error de observacién en
el lazo de control. Ademds, x(x,y,0,0) = 0 cuando
e1 = es = 0. De la Proposicién 2 se sabe que el error
de estimacién converge a cero en TF, es decir, existe
un T'(eg) > 0, eg = [e1(0),e2(0)] T, tal que para todo
t > T(ep), se cumple que e; = e3 = 0. Ademds, el campo
vectorial f(x) del sistema X no puede escapar a infinito en
tiempo finito, ya que ||f(x)|| < k||x||, para toda ||x|| > ¢
y para todo ¢t > T'(ep). Para todo t > T'(eg) el sistema
se reduce al sistema (7) que converge en TF az =y =0
para toda x¢. Por lo tanto, el equilibrio (x = 0,e = 0) es
globalmente atractivo en tiempo finito.

5. EJEMPLOS DE SIMULACION

A continuaciéon se muestra el comportamiento de los
controladores no homogéneos mediante una simulacién
numérica. Se usa el método de integracién de Euler con
tiempo de muestreo ¢, = 0.001 [s]. Para el esquema (7)
se emplearon condiciones iniciales z(0) = 2 y y(0) = 1,
ganancias k1 = ks = 1 y exponentes

he: b = 1/2,a = 1/3, ¢ = 3/2 y ko = [1/(cka)]"/".
Este controlador es homogéneo, vedse Cruz-Zavala et al.
(2018).

nc:b=1/2,a=1/4,c=3/2,y ko = [1/(cks)]'/°. Este
controlador no es homogéneo.

Para el esquema (18) se emplearon los mismos exponentes
y ganancias del caso anterior, pero las ganancias del
observador son l; = ls = 1, condiciones iniciales Z(0) =
7(0) = 0, y los exponentes

ho: b, = 2/3, a, = 1/3. Este algoritmo es homogéneo y
fue reportado en Cruz-Zavala et al. (2018).

no: b, = 2/3, a, = 1/2. Este algoritmo no es homogéneo.

La Fig. 1 muestra la respuesta del sistema doble inte-
grador con cada uno de los controladores por retroali-
mentaciéon de estados. La primera columna muestra los
resultados con los controladores homogéneos mientras

que la segunda columna muestra los resultados con los
controladores no homogéneos. La Fig. 1 (a)-(d) muestra
los resultados con hc y nc. Ambos controladores pro-
porcionan convergencia a x = y = 0 en TF deslizando
sobre la variedad s = 0, que es distinta para cada es-
quema. Ademads, el comportamiento de los esquemas no
homogéneos es similar al de su contraparte homogénea.
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Fig. 1. Las gréficas (a)-(b) muestran los estados = y y con
los controladores he y nc. Las gréficas (c)-(d) mues-
tran los retratos de fase con los controladores hc, nc
y por retroalimentacién de salida. Las graficas (e)-(f)
muestran los estados x, y con los controladores por
retroalimentacién de salida y los estados estimados.

La Fig. 1 (c)-(f) muestra los resultados utilizando el
esquema (18) a la izquierda utilizando exponentes ho-
mogéneos y a la derecha utilizando exponentes no ho-
mogéneos. Las Fig. 1 (e) y (f) también muestran el estado
estimado por cada uno de los observadores. Nuevamente
se observa un comportamiento similar entre los algorit-
mos homogéneos y no homogéneos. Para estos casos, las
trayectorias también convergen a cero en TF deslizando
sobre la superficie deslizante, vedse la Fig. (¢) y (d).

6. CONCLUSIONES
Se ha propuesto un esquema de control por retroali-
mentaciéon de salida basado en observador y con con-

vergencia en tiempo finito para el doble integrador. Los
elementos que componen el esquema son algoritmos que

Copyright© AMCA, ISSN: 2594-2492
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no poseen propiedades de homogeneidad. Este trabajo ex-
tiende los esquemas homogéneos o con aproximacion ho-
mogénea por retroalimentacién de estados y por retroal-
imentacion salida basados en observador existentes en la
literatura a un caso puramente no homogéneo.

7. APENDICE

Defina x = [z,y]". Si x pertence a Bj, se obtiene que
|z] <1y |y| < 1. Observe que

v >0 < (Al + Blz["**) — (dC|z|ly|)? > 0. (24

@p—1H(A+a) @p—1)(A+a)
2 2

~—

Para toda x € By, |z| = |z~ || <
(Gp-1)(+a)
|| 2 cuando 2 > (2p — 1)(1 + a) =
1
2(3112) > p. Y de la desigualdad de Young, (Jz||ly|)» <
_2p_
| PR 2y VP < Py o By T faf e

Usando esta cota, la desigualdad (24) se cumple cuando
2

[A—(dC)3 & (2p) Iy >+ B—(2p-1)(dC)F ey ™ T (2p) 7]

1
Jz|tte > 0. La cual se satisface si A > %c?” y

1 2p
B> WQ ?»=1 Resolviendo estas desigualdades

para d se llega al resultado.
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