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Abstract: In this paper, a robust adaptive observer is proposed for dynamical disturbed
regression models. For the constant unknown parameters case, the proposed algorithm
ensures asymptotic convergence to zero of the parameter identification error in presence of
time—dependent external disturbances. For the time-varying parameters case, the parameter
identification error converges asymptotically to an arbitrarily small region around the origin
in presence of time-dependent external disturbances. The synthesis of the adaptive observer
is based on the solution of a linear matrix inequality. Numerical simulations illustrate the
convergence properties of the proposed algorithm.
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1. INTRODUCCION

El control de sistemas dinamicos afectados por parametros
desconocidos y perturbaciones dependientes del tiempo es
un problema importante que atun sigue abierto. En este
sentido, las técnicas de identificacion de parametros en
linea han surgido como una alternativa atractiva para
lidiar con el problema.

El drea de identificacion de pardmetros es un drea am-
pliamente estudiada (ver, e.g., contribuciones recientes
tales como Garcia-Marquez and Garcia (2020) y Liu et al.
(2021)). Los algoritmos de identificacién de pardmetros
son importantes para distintas aplicaciones, por ejemplo,
en el drea de biologfa Luspay and Grigoriadis (2016),
comunicaciones Asprou and Kyriakides (2017), sistemas
mecénicos Nevaranta et al. (2015), y sistemas de potencia
Reed et al. (2017). Diversas estrategias abordan el pro-
blema de identificacién de parametros, e.g., los métodos
de minimos cuadrados (LS), algoritmos basados en el
gradiente, y estimacién adaptable (ver Keesman (2011) y
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Chen et al. (2013)), solo para mencionar algunas técnicas
populares.

En la identificacion de pardametros, los principales prob-
lemas pueden ser ordenados si se consideran, o no,
parametros variantes en el tiempo y perturbaciones ex-
ternas dependientes del tiempo. En este sentido, la
mayoria de los enfoques propuestos tienden a identificar
parametros constantes. Por ejemplo, para mencionar al-
gunos trabajos recientes, en Jin et al. (2018), se disefia un
método recursivo de LS para identificar pardmetros con-
stantes para uniones flexibles. El error de identificacién
de los pardmetros converge a una regién alrededor del
origen bajo la condicién de excitacién persistente (PE).
En Ballesteros et al. (2021), se propone un algoritmo
de identificacién de parametros basados en redes neu-
ronales artificiales para sistemas homogéneos. El error de
identificacién de los pardmetros converge a una region
alrededor del origen. En lo que concierne a algoritmos
de identificacién adaptable, en Kapetina et al. (2019), se
propone un algoritmo adaptable basado en el método de
gradiente para la identificacién de pardmetros constantes.
En Na et al. (2015), se propone un algoritmo de iden-
tificacion adaptable para estimar parametros constantes
especificos de seniales sinosoidales, e.g., la compensacién
desconocida, amplitud, frecuencia, y la fase. Se garantiza
la convergencia exponencial a una regién del error de
identificacién de los pardmetros. En Yang et al. (2018), se
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aplicé un algoritmo adaptable hibrido a robots manipu-
ladores. El algoritmo garantiza la convergencia a cero en
tiempo finito del error de identificacion de los parametros.
Sin embargo, los algoritmos mencionados previamente no
consideran parametros variantes en el tiempo y perturba-
ciones externas dependientes del tiempo.

En el contexto de identificacién de parametros variantes
en el tiempo, en Ortega et al. (2021), se asegura la conver-
gencia asintotica a cero del error de identificaciéon de los
pardmetros para cierta clase de modelos de regresién. A
partir del algoritmo generalizado de gradiente, en Poon
et al. (2017), se propone un algoritmo de identificacién
adaptable el cual garantiza la convergencia asintdtica a
cero del error de identificacién de los pardametros. En
Rueda-Escobedo and Moreno (2016), se asegura la identi-
ficacién de pardametros variantes en el tiempo para mod-
elos de regresion a través de algoritmos discontinuos. Sin
embargo, los trabajos previos no consideran el efecto de
perturbaciones externas dependientes del tiempo.

Por otro lado, distintas técnicas lidian con el problema
de identificacion de pardmetros variantes en el tiempo
en presencia de perturbaciones externas dependientes del
tiempo. Por ejemplo, en Rios et al. (2017) se propone un
algoritmo adaptable para un modelo de regresién. El algo-
ritmo asegura la convergencia a una regién alrededor del
origen para el error de identificacién de los parametros.
En Chen et al. (2011), basandose en un esquema de un
vector regresor acotado con LS, se propone un aproxi-
mador polinomial para identificar parametros variantes
en el tiempo. En Na et al. (2014) se propone un algoritmo
de identificacién de pardametros para sistemas no lineales
parametrizados linealmente. Los algoritmos introducidos
en Chen et al. (2011) y Na et al. (2014) aseguran la
convergencia asintética a una regiéon alrededor del ori-
gen para el error de identificacién de los parametros.
En cualquier caso, para los trabajos previamente men-
cionados, la regién de convergencia del error de identifi-
cacion de los pardmetros depende de la perturbacion y
del parametro variante en el tiempo.

Este articulo contribuye con un observador adaptable ro-
busto para cierta clase de modelos de regresién afectados
por perturbaciones externas dependientes del tiempo. El
andlisis de convergencia se basa en la teoria de Lyapunov.
Las ventajas principales son las siguientes:

e Para el caso de parametros constantes, el error de
identificacion de los pardmetros converge asintética-
mente a cero.

e Para el caso de pardametros variantes en el tiempo,
contrario a los resultados en Rios et al. (2017), Chen
et al. (2011), y Na et al. (2014), el error de identi-
ficacién de los pardmetros converge asintéticamente
a una region arbitrariamente pequena alrededor del
origen atenuando completamente el efecto de las
perturbaciones externas.

e La sintesis del algoritmo es constructiva dado que
estd basada en la solucién de una desigualdad lineal
matricial (LMI).

Este articulo estd organizado como se muestra a con-
tinuacién. El planteamiento del problema se encuentra

en la Seccién 2. El observador adaptable robusto y los
resultados principales se presentan en la Seccién 3. Los
resultados de simulacién y conclusiones se muestran en
las Secciones 4 y 5, respectivamente.

Notaciéon: Para una funciéon Lebesgue medible u

R>o — R™, se define la norma ||ul|(s,,¢,) := €88 SUPye(4.41)
lu(t)|| para (to,t1) C Rxo, entonces [[ulloo := [|u]|(0,+00)
y el conjunto de funciones u con la propiedad [jull. <
+00 se denota como L. Se define la funcién [a]” :=
la|7sign(a), para cualquier v > 0 y a € R; de acuerdo

con la notacién previa, [a]® = sign(a). Para el caso
a € R, [a]” = [[a1]", [az]?, ..., [a,]?]T. Una secuencia
de enteros 1, ..., n estd representada como 1, n. Se denota

0, xm como una matriz de ceros de dimension n X m, y
I,, como una matriz identidad de dimensién n.

2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Considere el siguiente modelo de regresién perturbado:

y(t) =T()0(t) + w(?), (1)
donde y(t) € R™ es la salida disponible para su medicién,
I' : R — R™*P es una funcién continua del tiempo,
0 : R — RP es el vector de parametros desconocidos
variantes en el tiempo, y w : R x R™ — R™ representa
las perturbaciones externas dependientes del tiempo. El
vector regresor satisface la Suposicién 1.

Suposicion 1. El vector regresor I’ es conocido y satisface
la condicion de excitacion persistente.

Se considera que el niimero de pardmetros a identificar es
mayor o igual que el nimero de salidas disponibles para
su medicion, i.e., p > m. Ademads, el vector de parametros
desconocidos satisface la siguiente suposicién.

Suposicién 2. El vector de pardmetros desconocidos y su
derivada estdn acotados, i.e., ||0]|coc <07 y [|0]loo < 6.

Note que la mayoria de los pardmetros en los sistemas
dindmicos tienen valores admisibles cuyas cotas pueden
ser evaluadas a partir de su naturaleza fisica (al igual
que las variaciones en los pardmetros). En este sentido, la
Suposicién 2 no restringe la clase de sistemas a los cuales
se puede aplicar el algoritmo.

El objetivo de este manuscrito es identificar el vector de
parametros variantes en el tiempo en presencia de las
perturbaciones externas dependientes del tiempo.

3. OBSERVADOR ADAPTABLE ROBUSTO

Se introduce el siguiente observador adaptable robusto:
§ =L+ La[§)° + ()0, (2a)
0= Ls7 (1) [P+ AT5)°] — Laf, (2b)

donde § € R™ es la estimacién de la salida, 6 € RP
es la identificacién del pardametro, y § = y — 4. Las
ganancias matriciales Ly € R™*™ y Ly € R™*™ ge
disenan tal que —L; es Hurwitz, y 0 < Lo = diag{ls;},
para ¢ = 1, m, mientras que la ganancia matricial Ls,
donde 0 < L3z = diag{ls;} € RP*P, con j = 1,p,
A e R™*™ donde A = diag{\;}, \i € R>q, parai = 1,m,
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0< P’ =P e R™"™, y la ganancia escalar L, > 0 son
disenadas mas adelante. Note que si la ganancia matricial
Lo = A = 0, se recupera el observador adaptable clasico
(Toannou and Sun, 1996).

Tomando en cuenta el error de estimaciéon de salida g, y

el error de identificacién de los parametros 6=0-— é, la
dindamica del error estd dada por

j=—L1j— La[§]° + T(£)0 + w(?),

0 =—LsTT(t) [Py + A[§]°] + La6 + 0(2).

El efecto de la variacién del pardametro aparece en la
ecuacién del error de identificacién de pardametros (3b),
mientras que el efecto de las perturbaciones externas
dependientes del tiempo aparece en la dindmica del error
de estimacién de salida (3a).

Suposicién 3. El término de perturbacion w satisface
|lw||* < wt, donde w™ € R>q es alguna constante positiva
conocida.

Solo se requiere un conocimiento a priori de la constante
wt. Si el valor es totalmente desconocido, la constante
se puede sobreestimar como es usual en identificaciéon de
parametros.

Las propiedades de convergencia del observador adaptable
robusto (2) se describen en el siguiente teorema.

Teorema 1. Si la Suposicion 1, 2 y 8 se satisfacen, y
se aplica el observador adaptable robusto (2) al sistema
(1). Entonces, suponga que existen matrices 0 < X7 =
XeR™™ <Y =Y € R & = diag{¢;} >0, y
O = diag{w;}, para i = 1,m, tal que la siguiente LMI

L)X -XL] | Y-XL|
* | —2Y +nA2
Q= * | *
* | *
* | *
I. | X | O
Ln | 0 | Q
—pdm | 0 | 0 | <0, (4)
* | —(@+A)] 0
* * | —A

tiene solucion para una 0 < A, —Ly Hurwitz, L3 > 0, 1 >
0, yn = pwt/m fijos. Si los pardmetros del observador
se seleccionan tal que Ly > 1, Ly = YA, y P = Xt
entonces, [§',07] = 0 es globalmente prdcticamente

uniformemente asintdticamente estable (précticamente
GUAS).

Es posible mostrar que el error de identificacion paramétrica

converge a una vecindad del origen. Sin embargo, la
region de convergencia es inversamente proporcional al
tamano de Ls3. Entonces, L3 puede ser seleccionada ar-
bitrariamente grande con el fin de obtener una regién de
convergencia arbitrariamente pequena. Ademés, la LMI
propuesta (4) brinda un método constructivo para disenar
Lo y P, mientras que A, L1 y L3 sirven como parametros
de inicializacién.
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El siguiente corolario describe las propiedades de conver-
gencia del observador adaptable considerando el caso libre
de perturbaciones y pardmetros constantes, i.e., w =0y
#=0.

Corolario 1. Considere que las condiciones del Teorema
1 se satisfacen y que w =0y 6 = 0. Si la ganancia Ly se
selecciona como Ly = 0; entonces, [§',0"] =0 es GUAS.

Cabe resaltar que también se puede abordar el caso donde
el nimero de pardmetros es menor al nimero de salidas,
i.e., p < m. Para este caso, se pueden tomar unicamente
el nimero de salidas igual al ntimero de parametros a
identificar, i.e., m = p, tales que la Suposicién 1 se
cumpla.

En la siguiente seccién, se aplica el observador adaptable
robusto a un sistema carro—péndulo para ilustrar el de-
sempenio del algoritmo.

4. RESULTADOS DE SIMULACION

El carro péndulo consiste en un péndulo que rota en el
plano vertical alrededor de un eje localizado en el carro.
El carro se puede mover a lo largo del riel horizontal,
acostado en el plano de rotacién. El vector de estado esta
dado por & = [x1, 22, 23, 74] ", donde 21 € R es la posicién
del carro, x5 € R es el angulo entre la direccién vertical y
el péndulo, x3 y x4 es la velocidad del carro y el péndulo,
respectivamente.

Una fuerza de control F piu es aplicada al carro
producida por un motor de DC controlado por una senal
de voltaje u dada por una modulacién de ancho de pulso
(PWM). La masa del péndulo es m, = 0.12 [kg] y del
carro m. = 0.57 [kg] mientras que la masa total se
denota como m = m. 4+ m,. La distancia desde el eje
de rotacion del péndulo al centro de masa del sistema
es | = 0.01 [m]. El momento de inercia del péndulo
estd dado por J = 0.0039 [kgm?]. La friccién del carro
estd compuesta por dos fuerzas: la friccién estatica y
viscosa, fssign(xs) v f.(t)xs, respectivamente. Ademds,
se encuentra presente la friccion en el movimiento angular
del péndulo, denotada por f,z4. La dindmica del sistema
estd descrita por las siguientes ecuaciones:

xl(t) = T3, (53’)

Bo(t) = w4, (5b)

oy 01k (@, u) + ag(w2)ka(72)

#3(t) = J 4 mi2 sin®(z3) ol (5¢)

. _ag(z2)ki(z,u) + k()

Balt) = J +mi2sin®(zz) (5d)
donde

a; =12+ %, as(x2) = lcos(xa),
ki(z,u) = pru(t) — fesign(zz) — fe(t)ws
—mla?sinwy(t) — fora,
ko(z2) = mglsin(xz),
w(t) = 0.2 cos(t) + 0.5.

Para este caso, los parametros a identificar son los
pardametros de la friccién y la fuerza de la senal de PWM,
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i.e., fs, fe(t), fp, ¥ p1. Entonces, la dindmica (5c¢) puede
ser reescrita como a continuacién

3(t) = T@)0(t) + h(z(t)) + w(t),

donde
ay .
rty=——— [~ _ _
( Tt mi2 Sin2(gs2)[ sign(vs) — w3 — x4 ul,
0T (t) =[Ffs fe(t) fp m],
u(t) = 0.4sin(5t) 4+ 0.1 cos(0.1¢) + 3.2 sin(12¢),

as(w2)ko(z2) — aymiz? sin(xs)
J + ml?sin®(zy) '

h(z(t))

Los parametros de friccion y de fuerza de control pueden
ser identificados solo usando (5¢). En este sentido, el ob-
servador adaptable puede ser disenado como se muestra:

écgf = LyZs+ Lo [#5|° + T(8)0 + h(x(t)),  (6a)
0 =Ly07 (1) [szg + A [#s JO} — L4b. (6b)

donde Z3 = x3 — Z3. Los valores de los coeficientes de
friccién son f, = 1.89 [kg/m)], f.(t) = 0.3sin(1.4¢) [Ns/m)],
y [p = 0.27 [Nms/rad], mientras que la fuerza de control
de la senal PWM es p; = 9.1 [N].

Las simulaciones se han realizado en MATLAB con el
método de discretizacion de Euler con un tiempo de
muestreo igual a 1 [ms], mientras que la solucién de la
LMI se obtiene a través del solucionador SDPT3, sobre
YALMIP en MATLAB.

Fijando L = 10, Ly = 85014, Ly = 1.11, wt = 0.7,
y A = 1. Entonces, la solucién de la LMI (4) estd dada
por: P = 0.60, ® = 18.89, 2 = 3.99, L, = 1.54. Las
condiciones iniciales para z son z(0) = [0.15,0.2,0.1,
0.1]T y las condiciones iniciales para el observador #(0) =
[0,0,0,0] y 6(0) =[0,0,0,0] "

Para fines de comparacion, se implementa el observador
adaptable cldsico (Ioannou and Sun, 1996). Para simpli-
ficar la nomenclatura, se introduce el sub-indice CA para
los resultados del observador adaptable clasico. Ademaés,
los parametros del observador L1, L3, y P del observador
adaptable clasico son los mismos que los del observador
adaptable robusto.

La norma del error de estimacién de salida se muestra en
la Fig. 1. Consecuentemente, la salida estimada converge
al valor real. En contraste, el algoritmo clasico logra que el
error de estimacién de salida converja a una mayor regién
alrededor del origen.

La Fig. 2 muestra el parametro 6 y su valor identificado
6. Las Figs. 2a, 2b, 2c, y 2d muestran el valor real y
el identificado de fs, fc(t), fp, ¥ p1, respectivamente. La
norma del error de identificacién del parametro se muestra
en la Fig. 3. La identificacién del pardmetro converge a
una region alrededor del origen debido a las variaciones
de los pardmetros, mientras que el observador adaptable
clasico converge a una region mas grande del valor real.

5. CONCLUSIONES

Este manuscrito contribuye con un observador adaptable
robusto para modelos de regresién perturbados. Se con-

T
-J|
~Jisles

Figura 1. Norma del error de estimacién de salida

sideran dos casos: variantes en el tiempo y pardmetros
constantes. El observador adaptable propuesto garantiza
la convergencia asintdtica a cero del error de identificacién
de los parametros para parametros constantes desconoci-
dos. Para el caso de pardametros variantes en el tiempo,
el observador adaptable robusto asegura la convergencia
asintdtica del error de identificacién de los parametros a
una regién arbitrariamente pequena alrededor del origen
en presencia de perturbaciones externas dependientes del
tiempo. La sintesis del observador adaptable robusto esta
dada por un método constructivo basado en la solucién de
una desigualdad lineal matricial. Simulaciones numéricas
en un sistema carro péndulo ilustran las propiedades de
convergencia del observador adaptable.
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