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∗ Tecnológico Nacional de México/I.T. La Laguna, División de
Estudios de Posgrado e Investigación, C.P. 27000, Torreón Coahuila,
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∗∗∗ Instituto Politécnico Nacional-CITEDI, C.P. 22435, Tijuana, Baja
California, México.
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Abstract: In this paper, a robust adaptive observer is proposed for dynamical disturbed
regression models. For the constant unknown parameters case, the proposed algorithm
ensures asymptotic convergence to zero of the parameter identification error in presence of
time–dependent external disturbances. For the time–varying parameters case, the parameter
identification error converges asymptotically to an arbitrarily small region around the origin
in presence of time–dependent external disturbances. The synthesis of the adaptive observer
is based on the solution of a linear matrix inequality. Numerical simulations illustrate the
convergence properties of the proposed algorithm.
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1. INTRODUCCIÓN

El control de sistemas dinámicos afectados por parámetros
desconocidos y perturbaciones dependientes del tiempo es
un problema importante que aún sigue abierto. En este
sentido, las técnicas de identificación de parámetros en
ĺınea han surgido como una alternativa atractiva para
lidiar con el problema.

El área de identificación de parámetros es un área am-
pliamente estudiada (ver, e.g., contribuciones recientes
tales como Garcia-Marquez and Garcia (2020) y Liu et al.
(2021)). Los algoritmos de identificación de parámetros
son importantes para distintas aplicaciones, por ejemplo,
en el área de bioloǵıa Luspay and Grigoriadis (2016),
comunicaciones Asprou and Kyriakides (2017), sistemas
mecánicos Nevaranta et al. (2015), y sistemas de potencia
Reed et al. (2017). Diversas estrategias abordan el pro-
blema de identificación de parámetros, e.g., los métodos
de mı́nimos cuadrados (LS), algoritmos basados en el
gradiente, y estimación adaptable (ver Keesman (2011) y
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Chen et al. (2013)), solo para mencionar algunas técnicas
populares.

En la identificación de parámetros, los principales prob-
lemas pueden ser ordenados si se consideran, o no,
parámetros variantes en el tiempo y perturbaciones ex-
ternas dependientes del tiempo. En este sentido, la
mayoŕıa de los enfoques propuestos tienden a identificar
parámetros constantes. Por ejemplo, para mencionar al-
gunos trabajos recientes, en Jin et al. (2018), se diseña un
método recursivo de LS para identificar parámetros con-
stantes para uniones flexibles. El error de identificación
de los parámetros converge a una región alrededor del
origen bajo la condición de excitación persistente (PE).
En Ballesteros et al. (2021), se propone un algoritmo
de identificación de parámetros basados en redes neu-
ronales artificiales para sistemas homogéneos. El error de
identificación de los parámetros converge a una región
alrededor del origen. En lo que concierne a algoritmos
de identificación adaptable, en Kapetina et al. (2019), se
propone un algoritmo adaptable basado en el método de
gradiente para la identificación de parámetros constantes.
En Na et al. (2015), se propone un algoritmo de iden-
tificación adaptable para estimar parámetros constantes
espećıficos de señales sinosoidales, e.g., la compensación
desconocida, amplitud, frecuencia, y la fase. Se garantiza
la convergencia exponencial a una región del error de
identificación de los parámetros. En Yang et al. (2018), se
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aplicó un algoritmo adaptable h́ıbrido a robots manipu-
ladores. El algoritmo garantiza la convergencia a cero en
tiempo finito del error de identificación de los parámetros.
Sin embargo, los algoritmos mencionados previamente no
consideran parámetros variantes en el tiempo y perturba-
ciones externas dependientes del tiempo.

En el contexto de identificación de parámetros variantes
en el tiempo, en Ortega et al. (2021), se asegura la conver-
gencia asintótica a cero del error de identificación de los
parámetros para cierta clase de modelos de regresión. A
partir del algoritmo generalizado de gradiente, en Poon
et al. (2017), se propone un algoritmo de identificación
adaptable el cual garantiza la convergencia asintótica a
cero del error de identificación de los parámetros. En
Rueda-Escobedo and Moreno (2016), se asegura la identi-
ficación de parámetros variantes en el tiempo para mod-
elos de regresión a través de algoritmos discontinuos. Sin
embargo, los trabajos previos no consideran el efecto de
perturbaciones externas dependientes del tiempo.

Por otro lado, distintas técnicas lidian con el problema
de identificación de parámetros variantes en el tiempo
en presencia de perturbaciones externas dependientes del
tiempo. Por ejemplo, en Ŕıos et al. (2017) se propone un
algoritmo adaptable para un modelo de regresión. El algo-
ritmo asegura la convergencia a una región alrededor del
origen para el error de identificación de los parámetros.
En Chen et al. (2011), basándose en un esquema de un
vector regresor acotado con LS, se propone un aproxi-
mador polinomial para identificar parámetros variantes
en el tiempo. En Na et al. (2014) se propone un algoritmo
de identificación de parámetros para sistemas no lineales
parametrizados linealmente. Los algoritmos introducidos
en Chen et al. (2011) y Na et al. (2014) aseguran la
convergencia asintótica a una región alrededor del ori-
gen para el error de identificación de los parámetros.
En cualquier caso, para los trabajos previamente men-
cionados, la región de convergencia del error de identifi-
cación de los parámetros depende de la perturbación y
del parámetro variante en el tiempo.

Este art́ıculo contribuye con un observador adaptable ro-
busto para cierta clase de modelos de regresión afectados
por perturbaciones externas dependientes del tiempo. El
análisis de convergencia se basa en la teoŕıa de Lyapunov.
Las ventajas principales son las siguientes:

• Para el caso de parámetros constantes, el error de
identificación de los parámetros converge asintótica-
mente a cero.

• Para el caso de parámetros variantes en el tiempo,
contrario a los resultados en Ŕıos et al. (2017), Chen
et al. (2011), y Na et al. (2014), el error de identi-
ficación de los parámetros converge asintóticamente
a una región arbitrariamente pequeña alrededor del
origen atenuando completamente el efecto de las
perturbaciones externas.

• La śıntesis del algoritmo es constructiva dado que
está basada en la solución de una desigualdad lineal
matricial (LMI).

Este art́ıculo está organizado como se muestra a con-
tinuación. El planteamiento del problema se encuentra

en la Sección 2. El observador adaptable robusto y los
resultados principales se presentan en la Sección 3. Los
resultados de simulación y conclusiones se muestran en
las Secciones 4 y 5, respectivamente.

Notación: Para una función Lebesgue medible u :
R≥0 → R

m, se define la norma ‖u‖(t0,t1) := ess supt∈(t0,t1)

‖u(t)‖ para (t0, t1) ⊂ R≥0, entonces ‖u‖∞ := ‖u‖(0,+∞)

y el conjunto de funciones u con la propiedad ‖u‖∞ <
+∞ se denota como L∞. Se define la función ⌈a⌋

γ
:=

|a|γsign(a), para cualquier γ ≥ 0 y a ∈ R; de acuerdo
con la notación previa, ⌈a⌋0 = sign(a). Para el caso
a ∈ R

n, ⌈a⌋
γ
= [⌈a1⌋

γ , ⌈a2⌋
γ , ..., ⌈an⌋

γ ]⊤. Una secuencia
de enteros 1, . . . , n está representada como 1, n. Se denota
0n×m como una matriz de ceros de dimensión n × m, y
In como una matriz identidad de dimensión n.

2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Considere el siguiente modelo de regresión perturbado:

ẏ(t) = Γ(t)θ(t) + w(t), (1)

donde y(t) ∈ R
m es la salida disponible para su medición,

Γ : R → R
m×p es una función continua del tiempo,

θ : R → R
p es el vector de parámetros desconocidos

variantes en el tiempo, y w : R × R
m → R

m representa
las perturbaciones externas dependientes del tiempo. El
vector regresor satisface la Suposición 1.

Suposición 1. El vector regresor Γ es conocido y satisface
la condición de excitación persistente.

Se considera que el número de parámetros a identificar es
mayor o igual que el número de salidas disponibles para
su medición, i.e., p ≥ m. Además, el vector de parámetros
desconocidos satisface la siguiente suposición.

Suposición 2. El vector de parámetros desconocidos y su
derivada están acotados, i.e., ‖θ‖∞ ≤ θ+ y ‖θ̇‖∞ ≤ θ̄.

Note que la mayoŕıa de los parámetros en los sistemas
dinámicos tienen valores admisibles cuyas cotas pueden
ser evaluadas a partir de su naturaleza f́ısica (al igual
que las variaciones en los parámetros). En este sentido, la
Suposición 2 no restringe la clase de sistemas a los cuales
se puede aplicar el algoritmo.

El objetivo de este manuscrito es identificar el vector de
parámetros variantes en el tiempo en presencia de las
perturbaciones externas dependientes del tiempo.

3. OBSERVADOR ADAPTABLE ROBUSTO

Se introduce el siguiente observador adaptable robusto:

˙̂y = L1ỹ + L2⌈ỹ⌋
0 + Γ(t)θ̂, (2a)

˙̂
θ = L3Γ

⊤(t)
[

P ỹ + Λ⌈ỹ⌋0
]

− L4θ̂, (2b)

donde ŷ ∈ R
m es la estimación de la salida, θ̂ ∈ R

p

es la identificación del parámetro, y ỹ = y − ŷ. Las
ganancias matriciales L1 ∈ R

m×m y L2 ∈ R
m×m se

diseñan tal que −L1 es Hurwitz, y 0 < L2 = diag{l2i},
para i = 1,m, mientras que la ganancia matricial L3,
donde 0 < L3 = diag{l3j} ∈ R

p×p, con j = 1, p,
Λ ∈ R

m×m, donde Λ = diag{λi}, λi ∈ R≥0, para i = 1,m,
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0 < P⊤ = P ∈ R
m×m, y la ganancia escalar L4 ≥ 0 son

diseñadas más adelante. Note que si la ganancia matricial
L2 = Λ = 0, se recupera el observador adaptable clásico
(Ioannou and Sun, 1996).

Tomando en cuenta el error de estimación de salida ỹ, y

el error de identificación de los parámetros θ̃ = θ − θ̂, la
dinámica del error está dada por

˙̃y = −L1ỹ − L2⌈ỹ⌋
0 + Γ(t)θ̃ + w(t), (3a)

˙̃
θ = −L3Γ

⊤(t)
[

P ỹ + Λ⌈ỹ⌋0
]

+ L4θ̂ + θ̇(t). (3b)

El efecto de la variación del parámetro aparece en la
ecuación del error de identificación de parámetros (3b),
mientras que el efecto de las perturbaciones externas
dependientes del tiempo aparece en la dinámica del error
de estimación de salida (3a).

Suposición 3. El término de perturbación w satisface
‖w‖2 ≤ w+, donde w+ ∈ R≥0 es alguna constante positiva
conocida.

Solo se requiere un conocimiento a priori de la constante
w+. Si el valor es totalmente desconocido, la constante
se puede sobreestimar como es usual en identificación de
parámetros.

Las propiedades de convergencia del observador adaptable
robusto (2) se describen en el siguiente teorema.

Teorema 1. Si la Suposición 1, 2 y 3 se satisfacen, y
se aplica el observador adaptable robusto (2) al sistema
(1). Entonces, suponga que existen matrices 0 < X⊤ =
X ∈ R

m×m, 0 < Y ⊤ = Y ∈ R
m×m, Φ = diag{φi} > 0, y

Ω = diag{ωi}, para i = 1,m, tal que la siguiente LMI

Q =











−L1X −XL⊤
1 | Y −XL⊤

1

⋆ | −2Y + ηΛ−2

⋆ | ⋆
⋆ | ⋆
⋆ | ⋆

Im | X | 0
Im | 0 | Ω

−µIm | 0 | 0
⋆ | −(Φ + Λ) | 0
⋆ | ⋆ | −Λ











≤ 0, (4)

tiene solución para una 0 < Λ, −L1 Hurwitz, L3 > 0, µ >
0, y η = µw+/m fijos. Si los parámetros del observador
se seleccionan tal que L4 > 1, L2 = Y Λ, y P = X−1;
entonces, [ỹ⊤, θ̃⊤] = 0 es globalmente prácticamente
uniformemente asintóticamente estable (prácticamente
GUAS).

Es posible mostrar que el error de identificación paramétrica
converge a una vecindad del origen. Sin embargo, la
región de convergencia es inversamente proporcional al
tamaño de L3. Entonces, L3 puede ser seleccionada ar-
bitrariamente grande con el fin de obtener una región de
convergencia arbitrariamente pequeña. Además, la LMI
propuesta (4) brinda un método constructivo para diseñar
L2 y P , mientras que Λ, L1 y L3 sirven como parámetros
de inicialización.

El siguiente corolario describe las propiedades de conver-
gencia del observador adaptable considerando el caso libre
de perturbaciones y parámetros constantes, i.e., w ≡ 0 y
θ̇ ≡ 0.

Corolario 1. Considere que las condiciones del Teorema
1 se satisfacen y que w ≡ 0 y θ̄ = 0. Si la ganancia L4 se
selecciona como L4 = 0; entonces, [ỹ⊤, θ̃⊤] = 0 es GUAS.

Cabe resaltar que también se puede abordar el caso donde
el número de parámetros es menor al número de salidas,
i.e., p < m. Para este caso, se pueden tomar únicamente
el número de salidas igual al número de parámetros a
identificar, i.e., m = p, tales que la Suposición 1 se
cumpla.

En la siguiente sección, se aplica el observador adaptable
robusto a un sistema carro–péndulo para ilustrar el de-
sempeño del algoritmo.

4. RESULTADOS DE SIMULACIÓN

El carro péndulo consiste en un péndulo que rota en el
plano vertical alrededor de un eje localizado en el carro.
El carro se puede mover a lo largo del riel horizontal,
acostado en el plano de rotación. El vector de estado está
dado por x = [x1, x2, x3, x4]

⊤, donde x1 ∈ R es la posición
del carro, x2 ∈ R es el ángulo entre la dirección vertical y
el péndulo, x3 y x4 es la velocidad del carro y el péndulo,
respectivamente.

Una fuerza de control F = p1u es aplicada al carro
producida por un motor de DC controlado por una señal
de voltaje u dada por una modulación de ancho de pulso
(PWM). La masa del péndulo es mp = 0.12 [kg] y del
carro mc = 0.57 [kg] mientras que la masa total se
denota como m = mc + mp. La distancia desde el eje
de rotación del péndulo al centro de masa del sistema
es l = 0.01 [m]. El momento de inercia del péndulo
está dado por J = 0.0039 [kgm2]. La fricción del carro
está compuesta por dos fuerzas: la fricción estática y
viscosa, fssign(x3) y fc(t)x3, respectivamente. Además,
se encuentra presente la fricción en el movimiento angular
del péndulo, denotada por fpx4. La dinámica del sistema
está descrita por las siguientes ecuaciones:

ẋ1(t) = x3, (5a)

ẋ2(t) = x4, (5b)

ẋ3(t) =
a1k1(x, u) + a2(x2)k2(x2)

J +ml2 sin2(x2)
+ w(t), (5c)

ẋ4(t) =
a2(x2)k1(x, u) + k2(x)

J +ml2 sin2(x2)
, (5d)

donde

a1 = l2 +
J

m
, a2(x2) = l cos(x2),

k1(x, u) = p1u(t)− fssign(x3)− fc(t)x3

−mlx2
4 sinx2(t)− fpx4,

k2(x2) = mgl sin(x2),

w(t) = 0.2 cos(t) + 0.5.

Para este caso, los parámetros a identificar son los
parámetros de la fricción y la fuerza de la señal de PWM,
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i.e., fs, fc(t), fp, y p1. Entonces, la dinámica (5c) puede
ser reescrita como a continuación

ẋ3(t) = Γ(t)θ(t) + h(x(t)) + w(t),

donde

Γ(t) =
a1

J +ml2 sin2(x2)
[−sign(x3) − x3 − x4 u],

θ⊤(t) = [ fs fc(t) fp p1 ] ,

u(t) = 0.4 sin(5t) + 0.1 cos(0.1t) + 3.2 sin(12t),

h(x(t)) =
a2(x2)k2(x2)− a1mlx2

4 sin(x2)

J +ml2 sin2(x2)
.

Los parámetros de fricción y de fuerza de control pueden
ser identificados solo usando (5c). En este sentido, el ob-
servador adaptable puede ser diseñado como se muestra:

˙̂x3 = L1x̃3 + L2 ⌈x̃3⌋
0
+ Γ(t)θ̂ + h(x(t)), (6a)

˙̂
θ = L3Γ

⊤(t)
[

Px̃3 + Λ ⌈x̃3⌋
0
]

− L4θ̂. (6b)

donde x̃3 = x3 − x̂3. Los valores de los coeficientes de
fricción son fs = 1.89 [kg/m], fc(t) = 0.3 sin(1.4t) [Ns/m],
y fp = 0.27 [Nms/rad], mientras que la fuerza de control
de la señal PWM es p1 = 9.1 [N].

Las simulaciones se han realizado en MATLAB con el
método de discretización de Euler con un tiempo de
muestreo igual a 1 [ms], mientras que la solución de la
LMI se obtiene a través del solucionador SDPT3, sobre
YALMIP en MATLAB.

Fijando L1 = 10, L3 = 850I4, L4 = 1.11, w+ = 0.7,
y Λ = 1. Entonces, la solución de la LMI (4) está dada
por: P = 0.60, Φ = 18.89, Ω = 3.99, L2 = 1.54. Las
condiciones iniciales para x son x(0) = [0.15, 0.2, 0.1,
0.1]⊤ y las condiciones iniciales para el observador x̂(0) =

[0, 0, 0, 0]⊤ y θ̂(0) = [0, 0, 0, 0]⊤.

Para fines de comparación, se implementa el observador
adaptable clásico (Ioannou and Sun, 1996). Para simpli-
ficar la nomenclatura, se introduce el sub-́ındice CA para
los resultados del observador adaptable clásico. Además,
los parámetros del observador L1, L3, y P del observador
adaptable clásico son los mismos que los del observador
adaptable robusto.

La norma del error de estimación de salida se muestra en
la Fig. 1. Consecuentemente, la salida estimada converge
al valor real. En contraste, el algoritmo clásico logra que el
error de estimación de salida converja a una mayor región
alrededor del origen.

La Fig. 2 muestra el parámetro θ y su valor identificado

θ̂. Las Figs. 2a, 2b, 2c, y 2d muestran el valor real y
el identificado de fs, fc(t), fp, y p1, respectivamente. La
norma del error de identificación del parámetro se muestra
en la Fig. 3. La identificación del parámetro converge a
una región alrededor del origen debido a las variaciones
de los parámetros, mientras que el observador adaptable
clásico converge a una región más grande del valor real.

5. CONCLUSIONES

Este manuscrito contribuye con un observador adaptable
robusto para modelos de regresión perturbados. Se con-

Figura 1. Norma del error de estimación de salida

sideran dos casos: variantes en el tiempo y parámetros
constantes. El observador adaptable propuesto garantiza
la convergencia asintótica a cero del error de identificación
de los parámetros para parámetros constantes desconoci-
dos. Para el caso de parámetros variantes en el tiempo,
el observador adaptable robusto asegura la convergencia
asintótica del error de identificación de los parámetros a
una región arbitrariamente pequeña alrededor del origen
en presencia de perturbaciones externas dependientes del
tiempo. La śıntesis del observador adaptable robusto está
dada por un método constructivo basado en la solución de
una desigualdad lineal matricial. Simulaciones numéricas
en un sistema carro péndulo ilustran las propiedades de
convergencia del observador adaptable.
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tros

Keesman, K. (2011). System Identification. Advanced
Textbooks in Control and Signal Processing. Springer,
London.

Liu, Y., Wang, H., and Zhang, W. (2021). Robust para-
meter estimation with outlier-contaminated correlated
measurements and applications to aerodynamic coeffi-
cient identification. Aerospace Science and Technology,
118, 106995.

Luspay, T. and Grigoriadis, K. (2016). Adaptive para-
meter estimation of blood pressure dynamics subject
to vasoactive drug infusion. IEEE Transactions on
Control Systems Technology, 24, 779–787.

Na, J., Yang, J., Ren, X., and Guo, Y. (2014). Robust
adaptive estimation of nonlinear system with time-
varying parameters. International Journal of Adaptive
Control and Signal Processing, 29, 1055–1072.

Na, J., Yuang, J., Wu, X., and Guo, Y. (2015). Robust
adaptive parameter estimation of sinusoidal signals.
Automatica, 53, 376–384.

Nevaranta, N., Parkkinen, J., Lindh, T., Niemela, M.,
Pyrhonen, O., and Pyrhonen, J. (2015). Online estima-
tion of linear tooth belt drive system parameters. IEEE
Transactions on Industrial Electronics, 62, 7214–7223.

Ortega, R., Gromov, V., Nuño, E., Pyrkin, A., and Ro-
mero, J. (2021). Parameter estimation of nonlinearly
parameterized regressions without overparameteriza-
tion: Application to adaptive control. Automatica, 127,
109544.

Poon, J., Jain, P., Spanos, C., Kumar, S., and Sanders,
S. (2017). Fault prognosis for power electronics sys-
tems using adaptive parameter identification. IEEE
Transactions on Industry Applications, 53, 2862–2870.

Reed, D., Sun, J., and Hofmann, G. (2017). Simultaneous
identification and adaptive torque control of permanent
magnet synchronous machines. IEEE Transactions on
Control Systems Technology, 25, 1372–1383.
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