TP

AMCA

Memorias del 2022 Congreso Nacional de Control Automatico
12-14 de Octubre, 2022. Tuxtla Gutiérrez, México.
Copyright© AMCA, ISSN: 2594-2492

Necessary and sufficient stability conditions

for time-delay systems: a comparison.

*

Alejandro Castano* Oscar Santos-Estudillo* Gerson Portilla*
Sabine Mondié *

* Departamento de Control Automdtico, CINVESTAV-IPN, 07360
Mezico D.F., Mezico (e-mail:
acastano,odelossantos, gportilla,smondie@ctrl. cinvestav.mz).

Abstract: We compare three existing criteria which provide necessary and sufficient stability
conditions for linear time-delay systems. An outstanding property of these conditions, based
on the delay Lyapunov matrix, is that the decision is made via a finite number of operations.
The main ideas of each method are briefly introduced and tested on two illustrative examples.

A discussion of the result is presented.
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1. INTRODUCCION

El estudio de la estabilidad de los sistemas con retardo ha
tenido particular interés en las ultimas décadas, motivado
por la amplia variedad de fenémenos fisicos y de inge-
nieria que permiten describir. Ademas, estudiarlos desde
una perspectiva puramente tedrica, representa un reto
atractivo para los investigadores. Diversos criterios de
estabilidad, tanto en el dominio de la frecuencia (ver por
ejemplo, Neimark (1949)), como en el tiempo (Krasovskii
(1956)) han sido desarrollados.

En Kharitonov and Zhabko (2003) se introducen las
funcionales de Lyapunov-Krasovskii de tipo completo, que
dependen de la matriz de Lyapunov para sistemas con
retardo. Esta es soluciéon de un conjunto de ecuaciones,
denominadas propiedad dindmica, algebraica y simétrica

(Kharitonov (2013)).

En el marco de las funcionales de Lyapunov-Krasovskii, se
han desarrollado resultados de estabilidad e inestabilidad
para sistemas con retardos en Medvedeva and Zhabko
(2013), Egorov (2014) y Egorov and Mondié (2014). Estos
trabajos inspiraron los criterios de estabilidad verificables
en un numero de operaciones finitas, introducidos en
Gomez et al. (2019), Bajodek et al. (2022) y Alexan-
drova (2022). La principal diferencia entre estos métodos
radica en el tipo de aproximacién de la condicién inicial
sustituida en la funcional. En Gomez et al. (2019), se
emplea una discretizacion de la condicién inicial que de-
pende de la matriz fundamental, mientras que en Bajodek
et al. (2022) esta se sustituye por la proyeccién de los
primeros polinomios de Legendre. Finalmente en Alexan-
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drova (2022) la condicién inicial se construye a través de
una aproximacion lineal a pedazos.

En esta contribucién se presenta un estudio compara-
tivo de estos tres criterios finitos de estabilidad. En la
Seccién 2 se presentan preliminares y resultados claves
como la matriz de Lyapunov para sistemas con retardos,
los teoremas de estabilidad e inestabilidad y la funcional
de Lyapunov-Krasovskii. En la Seccién 3 se presentan los
criterios finitos de estabilidad. Empleando dos casos de es-
tudio, se presenta en la Seccién 4 un andlisis comparativo
de los tres criterios y se discuten los resultados obtenidos.
El articulo finaliza con algunas conclusiones.

Notacién: El espacio de funciones continuas a peda-
zos y continuas sobre [—h,0] se escribe como H =
PC([=h,0],R™) y C([—h,0],R™), respectivamente. Para
la variable ¢ € H, se emplea la norma uniforme ||¢l|n =
SUPge(—n,o l¢(0)[l; vec(X) significa la vectorizacién de la
matriz X y A ® B representa el producto de Kronecker.
Las funciones [-] y || se denotan como la funcién techo
y piso, respectivamente.

2. PRELIMINARES

Considere un sistema lineal de la forma
(t) = Aogz(t) + Ajz(t — h), (1)

donde Ag, A1 son matrices en R™*™ y h > 0 es el retardo.
La condicién inicial se define como ¢ € H. La restriccion
de la solucién z(t, @) del sistema (1) en el intervalo [t—h, t]
es z¢(p) 1 0 = z(t 4+ 60,9), 8 € [—h,0]. Para estudiar
la estabilidad del sistema (1) se emplea la funcional de
Lyapunov-Krasovskii con derivada prescrita introducida
en Kharitonov (2013):

t>0,
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0

wl(e) = o7 (O)U(0)p(0) + 207 (0) / UT(h+ 1) Avpl(r)dr

—h
0

0
+[h QDT(Tl)A?[h U(Tl*TQ)AlSO(TQ)dTQdTl, ( )
2

donde W es simétrica y definida positiva, y U(r) es la
matriz de Lyapunov para sistemas retardados definida por

(3)

En Kharitonov (2013), se demuestra que la matriz de
Lyapunov del sistema (1), asociada a W existe y es tnica,
si y sélo si, la condicién de Lyapunov se satisface, es decir,
el espectro del sistema no contiene valores propios s1, So
tal que |s1 + s2| = 0. La derivada con respecto al tiempo
de vo(p) a lo largo de las trayectorias del sistema (1) es

dvo(x¢)
dt

Esta funcional admite una cota ciibica en el conjunto de
funciones iniciales ¢ € H. En cambio, la funcional

0
v(9) = vo(0) + / W)

tiene una cota cuadratica 1util en estudios de robustez y
estimacién de soluciones. En este caso

dvi(ze)
—a —2(t — )Wz (t — h),

A continuacién, se presentan resultados recientes de esta-
bilidad e inestabilidad sobre el conjunto compacto

s ={p e C* (=, 0, R | Igln = 0O = 1,
I = 1,k},

Ur) = /0 T KOWK( +7)dr, 7> 0.

= 2T (t)Wz(t), t>0.

t>0.

le® I < M,

donde M = ||Ao|| + || A1]].
Lema 2.1. (Gomez et al. (2019)) Si el sistema (1) es
inestable, entonces existe una funcién ¢ € S tal que
)\min(W)e2dh

4é&
donde b € (0, %) es una solucién de la ecuacién

sin?(b)((ah)? 4 b?) = (ah)?,
y & tiene el mismo significado como en el Lema 2.2.
Teorema 2.1. (Alexandrova, 2022) El sistema (1) es ex-
ponencialmente estable, si y solo si existe la funcional (2)
y una constante p > 0 tal que
volp) 2, €S
Lema 2.2. (Alexandrova, 2022) Si el sistema (1) es in-
estable, entonces existe una funcién ¢ € S tal que
vo(p) < —ag = —1/(4a).

Aqui, & es tal que fR(s) < &, donde s es un valor propio

del sistema inestable (1). En particular, & < M puede ser
una cota aproximada.

v1(p) < —a; = — cos?(b),

(5)

En Egorov and Mondié (2014b) se presenta el siguiente
lema de estabilidad exponencial. Es un resultado clave en
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la demostracién de los criterios de estabilidad explorados
en este trabajo.

Lema 2.3. Si el sistema (1) es exponencialmente estable,
entonces existe o > 0 tal que,

vi(e) > alleli, peH.

3. CONDICIONES DE ESTABILIDAD FINITAS

En esta seccién se presentan los principios béasicos de los
métodos introducidos en Gomez et al. (2019), Bajodek
et al. (2022) y Alexandrova (2022).

3.1 Condicion en términos de la matriz de Lyapunov

En Gomez et al. (2019) se aproxima una funcién arbitraria
© por una funcién de la forma

T
Ur(0) =D K0 +7)y, 0€[-h,0].
i=1
La funcién (6) es construida a través del siguiente algo-
ritmo presentado en Egorov (2014):

(1) Sea ; = (i — 1)d, donde §, = L=

(2) Encuentre v;, i = 1,7 tal que o(—7;) = ¥, (—7;).

(6)

conr > 2.

Definiendo el error de aproximacion R, = ¢ — 1,, se
presenta el siguiente resultado.

Lema 3.1. Egorov (2016). Para toda ¢ € S,
(M + L)eth
— Yr = Rr < r= T 17 T
o= trlh = 1A I < o, = LLEES
donde L es tal que || K(t)|| < L.

La aproximacién v,- conduce a la solucién

w(t, ) =Y K(t+7)w, t>—h (7)
=1

Véase Mondié et al. (2018). Al evaluar (7) en la funcional
(4) y considerando el cambio de variable ¢t + 7; = s se
obtiene

v1(Yr) = Z Z%T

j=1i=1

= XT:ZT:%T </OOO KT (s)WK (s +7; — Ti)dt> ;-

j=1i=1

(/Tooh KT(s)WK (s + 1) — Ti)dt) ")

De esta manera, considerando (3), obtenemos

v () =Y Y AU = 1) = UG5 = 7)1

j=1i=1

donde v = (v{

tiene que

—.5T. Por tanto, por el Lema 2.3 se

K= [U(Tj - Ti)];,j:l >0,
y representa una condicién de estabilidad andloga a la ya
conocida en los sistemas libres de retardo. El resultado se
enuncia a continuacion.

Copyright© AMCA, ISSN: 2594-2492
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Teorema 3.1. Gomez et al. (2019). El sistema (1) es
exponencialmente estable si y sdlo si la condicién de
Lyapunov se satisface y
Ki =[U(1; - Ti)];,j:l >0, (8)
con
7 =1+ [el"n(M + L)(a* + \/a*(a* + 1)) — Lh],
donde L = || Ag|lellAoll" M = || Ag|| + || A1l es la constante

. . Q2 .
de Lipschitz, y a* = —. Los valores de a3 y g estan
aq
determinados por

em2hM )\ (W)
aM

donde by es la tnica raiz en el intervalo [0,7/2] de la
expresion (5), y

ag = (14 [|AL|R)* [U(O)[| + h[W].

a; = cos?(bo),

3.2 Condicion mediante aprozimaciones de Legendre

En Bajodek et al. (2022) se hace uso de los polinomios de
Legendre en el intervalo [—h, 0], que forman una secuencia
ortogonal y completa, descritos de la forma

h(r) = (~DF S (-1 (’;) (’“jj) (T;h)j, VEeN.

=0
En este enfoque, para cualquier funcién ¢ € H y cualquier
orden n € N, se obtiene una aproximacion a través de los
n primeros polinomios de Legendre definida como

n() = I (T)@n, (9)
donde V 0 € [—h,0],

1n(0) = [lo() I, L(O)], ... ,

1 on — 1 0
@n = dlag *Ina ) 1/liln ®/ ln(T)QO(T)dT,
h h —h

ln1(0)1,)"

I,
donde I,, es la matriz de normalizacién y ®,, € R™". Por
tanto, la condicién inicial ¢(7) se puede expresar como

(1) = Iy (1)@ + Gu(7)
donde ¢ es el error residual de la aproximacién. Para
obtener a la condicién necesaria de estabilidad se susti-
tuye la aproximacién (9) en la funcional (4), definiendo
W = I. Se obtiene la funcional aproximada

0
o1, (2) = 9T ()T (0)(0) + / DT (LI ()P
247 (0) /

—h

0
U(—h—1)A L (1) ®pdr

0 0

+/ <1>§zn(ﬁ)AlT/ Ut — 7o) Ayl (12)®pdrodry.
—h —h

Definiendo

0
Qn:/ UT(h+ )AL (7)dr,

—h

0 0
Tn = / / ln<T1)A{U(T1 — TQ)AllZ;(TQ)dTldTQ,
—h J—h

0
I;l :/ ln(T)lz:(T)dT,
—h

simetrizando el segundo término y reduciendo la ex-
presiéon obtenemos

ot = [0 [0 %] [0

Entonces, el Lema 2.3 sugiere la condicién,

U0) Qu
P“:[ % Tn+I;1}>O

y la evaluacién de la estabilidad del sistema se reduce
a la evaluacién de la positividad definida de la matriz
P,. El resultado principal de Bajodek et al. (2022) es
mostrar que para una aproximacion suficientemente fina,
las condiciones se vuelven suficientes:

Teorema 3.2. Bajodek et al. (2022) El sistema (1) es
exponencialmente estable si y sélo si, la matriz

uo) Qn

PN(S(no)) = Pn = |: % Tn +I;1:| > 07 (10)

donde N (g) estd dado por

In(ué (o))
1w | - ———22
N(E(no)) = max | 4,1+ h;”; ( hte ) ,

con

oo ) 0= (3 () (/)

v W es la funciéon Lambert. Ademas

-1

5(770) = 0 5
(k1 + k2) + /(K1 + K2)2 + (h + K2)no
con
K1 = hTrg[gf,g]llU(T)&H, Ko = h2Tern[_a,§§h]llU(T)A1II-

3.8 Condicion mediante aprorimacion lineal a pedazos

En Alexandrova (2022) se discretiza el intervalo [—h, 0]
en los puntos ; = —jA, 7 = 0,N, y se considera una
aproximacién lineal a trozos de la funcién ¢:

S S
In(s+0;) = »(6;) (1 + Z) = ¢041) 3
se[-A0, j=0,N_1.

Sea nn(0) = @) — In(0), 0 € [—h,0], el error
de esta aproximacién. Se introduce el vector ¢ =

(©T(0), 07 (01), ..., @T(HN))T , ¥ denote sus componentes
por ¢ = ¢(0;), j =0,N.

Ahora, se calcula el valor de vy(Ix), el cual sirve como la
aproximacién de la funcional (2). Se muestra ademés que

vo(ln) representa una forma cuadrética con respecto al
vector @.

Se aproxima el segundo sumando de (2) de la siguiente
manera

Copyright© AMCA, ISSN: 2594-2492
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0
0)7 UT (s + kA) A

M=

k=17 A

X (@(91\1—1@) (1 + %)

=200 Y (M@n—k + Ne@n—r11),
k=1

S
- ‘P(QN—IH-I)E) ds

donde

0
_ T S
Mk—[AU (s + kA) (1+A>dsA1,

0
N:/ UT (s + kA) (=) dsA,.
LN N (s )(A)Sl

Realizando operaciones similares para los deméas suman-
dos de (2), obtenemos

N
vo(ln) = BrUO)Z0 + 287 D (Mi@n -k + NiBn—p11)
k=1

N N
+> 0 (Qﬁfkpk*j@N*j + 20— Q- PN—j+1
k=1j=1
+ @%71@+1ka3¢ij+1)-

Aqui,
0 /0

P =AT . Aﬁl(sl — 89 (1 + SK) ( A) dsadsi Ay,

N 150 (<2 dsadss i,

Ul S1 — S2

QlAlTAA (
(5

Rl AT/ / Ul 81 — So

paral=—(N —1),N — 1y Uj(sy—s3) = U(s1—sa+1A).
Observacion 3.1. Las matrices My, Ng, P, Qi, Ry
pueden ser calculadas a través de un método recursivo,
usando las propiedades de la matriz de Lyapunov.

) dsodsy Ay,

Finalmente, v(Iy) se puede expresar en una forma
cuadratica dada por

w(ln) =@ AnG.
Aqui, la matriz Ay es una matriz a bloques y esta
conformada por My, Ni, P, Qi, R;. El error de la

aproximacién lineal a pedazos admite la cota
1
I (s + )11 < SE*(=s5)(s +4), s € [=A,0],

para todo j = 0, N — 1. Ahora, se denota

Tn = vo(p) — vo(ln) = vo(yp) — T ANG.
Entonces, es posible probar que el error de la funcional
aproximada es acotado por

C1 C2
|TN|§5N:m+ma
donde
_} 2;3 L a6
= 6K h (]\41—|'h.7\42)7 Cy = 144K h M2
M, = UL(0)Ay|l, My = ATU(0)A,).
1= max U7 (0) Al 2= max AT U(0) A

Esto conduce a la siguiente condicién suficiente y nece-
saria de estabilidad:

Teorema 3.3. El sistema (1) es exponencialmente estable,
si y solo si la condiciéon de Lyapunov se mantiene y

min GTAN-11P > 0,

Ipoll=1,ll%; II<1,j=T,N

N — \/01 + /2 + dageo

2&0

(11)

con

4. ANALISIS COMPARATIVO SOBRE PROBLEMAS
DE REFERENCIA NUMERICAS

Se presentan los resultados obtenidos a través de los tres
métodos anteriormente descritos, aplicados a dos ejemp-
los. El calculo de la matriz de Lyapunov para sistemas
con retardos asociada a la matriz simétrica W = I se
obtiene mediante el método semianalitico (Kharitonov
(2013)). Las fronteras de estabilidad/inestabilidad se ob-
tienen analiticamente mediante método de D-Particiones
(Neimark, 1949). La implementacién numérica de los tres
criterios de estabilidad fue realizada en Matlab R2021a,
en el equipo Lenovo Y530, intel i7 a 2.20 GHz con 16 GB
de RAM.

4.1 Ejemplo 1

Se analiza el sistema (1) estudiado en Bajodek et al.
(2022) con un retardo y se definen las matrices

0 01 0 0000
A 0 00 1 N 0000
0= 1_(10+4K) 100 0 |"=|Ko000
5 ~150 —0.25 0000

(12)
Los criterios de estabilidad son evaluados para valores de
(K,h) e Dy ={(K,h): =4 < K <10, 0 < h <20} y los
resultados son representados en el plano de pardmetros
como se muestra en la Figura 1.

4.2 Ejemplo 2

Se considera el sistema (1) presentado en Gomez et al.
(2019) con

00 —-10.5

to=loo]. =[]

donde p es un parametro de diseno. Los resultados de la
evaluacién del conjunto (p,h) € Dy = {(p,h) : =10 <
p <10, 0 < h < 2} se muestra en la Figura 2. Para
el Ejemplo 1 y 2, la Tabla 1 compara valores de 7, n*
y N* calculados para algunos valores extraidos de los
respectivos conjuntos. En la Tabla 2 se incluye el tiempo
de cémputo requerido por cada criterio para obtener (de
forma préctica) la regién exacta de estabilidad. Para
ambos ejemplos, en las figuras 1 y 2, los puntos en el plano

de parametros representan las configuraciones de valores
para las que se cumple la positividad de las matrices

(13)

Copyright© AMCA, ISSN: 2594-2492
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Fig. 1. Ejemplo 1: condicién (8) con a) r = 1, b) r = 2; condicién (10) con ¢) n =1, d) n = 10; condicién (11) con e)
N =3 y f) regién exacta de estabilidad.

(4]
-
=]

p 5 10

Fig. 2. Ejemplo 2: condicién (8) con a) r = 3, b) r = 5; condicién (10) con c¢) n = 1, condicién (11) con d) N = 2, e)
N =10y f) regién exacta de estabilidad.
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K., P, y Ay respectivamente. La evaluacion de cada
uno de los criterios es realizada con diferentes grados de
precisiéon en las aproximaciones de la condicién inicial.
Esto es, elevando progresivamente los valores de r, n y
N, respectivamente. De forma practica, en la Figura 1f
y 2f, los criterios expresados en (8) y (10) alcanzan la
suficiencia, mientras que el criterio expresado en (11)
alcanza la necesidad y, por tanto, de acuerdo con los
teoremas 3.1, 3.2 y 3.3, se concluye que el sistema es
exponencialmente estable en esos puntos del plano de
parametros. Las lineas continuas en el plano representan
las D-particiones del sistema.

Tabla 1. Comparacién de 7, n* y N* para al-
canzar la condiciones necesarias y suficientes.

Ejemplo 1
Parametros M1 M2 M3
h K T n* N* Resultado
0.05 -3.8167 59076348 10 8 Inestable
0.05 -3.45 52305741 10 9 Inestable
0.15 5 7.3e+55 19 25 Estable
0.1 2 2.1e+16 13 8 Estable
Ejemplo 2
h p T n* N* Resultado
0.8 -1 2180 8 2 Estable
0.5 -0.6 156 6 1 Estable
0.2 4 861 7 1 Inestable
1 -4 370811927 18 14 Inestable

M1: método de Gomez et al. (2019); M2: método de Bajodek et al.
(2022) y M3: método de Alexandrova (2022)

Tabla 2. Comparacién en tiempos de computo.

Ejemplo 1
M1 M2 M3
r Tiempo (s) | n Tiempo (s) | N Tiempo (s)
3 5.836 25 | 585.881 15 | 139.338
Ejemplo 2
6 [53951241 [ 3 [ 12.9813327 [ 35 [ 4094.095

M1: método de Gomez et al. (2019); M2: método de Bajodek et al.
(2022) y M3: método de Alexandrova (2022).

4.8 Discusion

Es evidente que los valores de 7, n* y N* dependen del
retardo y de los pardmetros del sistema. Ademds, a través
de los ejemplos analizados, los valores de n* y N* son
significativamente mas pequenos que los valores obtenidos
para 7, como se muestra en la Tabla 1.

Es importante remarcar que el calculo de la matriz P«
y An+ requiere de un mayor tiempo de cémputo en
comparaciéon con K,.. Sin embargo, al resultar el valor
de 7 mayor que el respectivo valor de n* para la misma
configuracion de parametros, el tiempo de cémputo final
de P+ es mucho menor que el de K. En comparacién con
el computo de la matriz Ay=41, el tiempo de ejecucion
en esta matriz es menor que el consumido por Pys«.
Esto debido a que el cdlculo de integrales de la matriz
de Lyapunov se calcula de manera recursiva usando sus
propiedades.

Finalmente, se recalca que los valores de 7,n* y N*
utilizados en la préactica para alcanzar la suficiencia y
necesidad de las condiciones son significativamente mas
pequenos que los obtenidos analiticamente. La principal
diferencia entre las condiciones de estabilidad comparadas
en este trabajo surge del conservatismo que cada una
de ellas presenta. Una de las causas de esto, es el uso
de la constante M (presente en todos los métodos), que
es una cota demasiado grande. Adicional a esto, los
resultados alternativos basados en relaciones recursivas
para el calculo de los términos integrales, pueden inducir
errores numéricos que incrementan con la dimensién de
n y N, comprometiendo los resultados de estabilidad de
dichos criterios.
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