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Abstract: This paper presents the design of a chain observer for monitoring the cardiovascular
system. The system presents delays in the measured output. The chain observer proposed in
this work is capable of estimating the free-delay state vector. The structure of the observer
consists of two subsystems: the first subsystem at the base estimates the state vector with
delay and by means of the second subsystem it is possible to estimate the delay-free state
vector. The proposed observer is applied for monitoring the dynamics of the cardiovascular
system by obtaining the estimation of the state vector that is not available and reconstructing
the output signal.
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1. INTRODUCIÓN

Actualmente las enfermedades cardiovasculares y los ac-
cidentes cerebrovasculares son la principal causa de mor-
talidad a nivel mundial Roth et al. (2020). A pesar de que
se ha avanzado en las investigaciones para el diagnóstico
y tratamiento de las enfermedades cardiovasculares, aún
existe la necesidad de investigar y desarrollar nuevas tec-
nologías que contribuyan a la prevención, diagnóstico y
tratamiento de estas enfermedades Zhou et al. (2018).

En los últimos años se han realizado investigaciones y
aportaciones relevantes referentes al estudio de los mo-
delos matemáticos que representan las dinámicas del
corazón y a la aplicación de observadores a dichos mo-
delos, con el propósito de llevar a cabo la supervisión
de la actividad cardíaca y así obtener herramientas que
detecten anomalías en el sistema cardiovascular. La im-
plementación de observadores de estado en sistemas bio-
lógicos, ha sido una importante aportación desde el área
de control automático, debido a que es posible super-
visar las variables de interés en línea y a bajo costo.
En Ghasemi et al. (2020) se presenta el desarrollo de un
observador de entrada desconocida para la deconvolución
de entrada en sistemas multicanal, se considera un caso
de estudio para la estimación de la forma de onda de la
presión aórtica central a partir de dos formas de onda del

pulso arterial periférico adquiridas de forma no invasiva.
En Astorga-Zaragoza (2019) se presenta un observador
de estados de entradas desconocidas, para supervisar el
sistema cardiovascular. Se utiliza el modelo windkessel,
presentado en espacio de estados en forma singular, el
observador, es capaz de estimar la distensibilidad arterial
y el flujo sanguíneo a través de la inercia arterial total, a
partir de la medición de la presión aórtica. En Serrano-
Cruz et al. (2018) se presenta el diseño de un observador
singular de orden completo con el propósito de estimar
la presión sistémica, la presión aórtica y el flujo aórtico
del corazón. Se utiliza el modelo Windkessel de cuatro
elementos en su representación de espacio de estados que
describe la dinámica del corazón. En Belkhatir et al.
(2014) y Ledezma and Laleg-Kirati (2015) se presenta un
modelo de parámetros agrupados, representado en espacio
de estados y mediante la generación de residuos por filtro
de Kalman extendido, se lleva a cabo la detección de las
anomalías, considerando la apertura y cierre anormales
de la válvula y algunas variaciones de las resistencias
vasculares. Si bien los observadores, utilizados para recon-
struir los estados del sistema, han sido de gran utilidad
para la supervisión y detección de anomalías, no se ha
profundizado en la implementación de observadores para
sistemas con retardo de tiempo.
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Sin embargo, en los sistemas se presentan retardos por
diversas causas: transmisión de datos, inercias no modela-
das, redes de comunicación, medición por los sensores, por
decir algunas. Estos se pueden presentar en la dinámica
del sistema, salidas, entradas. Algunos ejemplos se mues-
tran en (Farza et al., 2017; Borri et al., 2017; Ramírez-
Rasgado et al., 2021; Farza et al., 2016).

Este artículo se enfoca en un esquema de supervisión de
las dinámicas de un sistema cardiovascular a partir de las
mediciones obtenidas en presencia de retardo de tiempo.
El modelo del sistema cardiovascular se presenta en la sec-
ción 2, donde se considera la señal de salida considerando
un caso práctico, es decir, se considera un retardo de
medición presente en ella. La principal aportación de este
trabajo se presenta en la Sección 3, donde se muestra
el observador en cadena, este observador consta de dos
subsistemas que logran la estimación del vector de estado
de un sistema incluso cuando es alimentado con la señal
en presencia de retardo. En esta sección se proponen los
teoremas necesarios para asegurar la convergencia de los
subsistemas que lo conforman y asegurar la convergencia
al vector de estado libre de retardo. Posteriormente, en
la Sección 4, se evalúa el desempeño del observador en
cadena propuesto mediante la estimación del vector de
estado de un sistema cardiovascular, con esto es posible
supervisar sus dinámicas libres de retardo, aunque la
medición de salida original está afectada por un retardo.
Las conclusiones de este trabajo se presentan en la Sección
5.

2. MODELO DEL SISTEMA CARDIOVASCULAR

El modelo matemático windkessel propuesto en (Belkhatir
et al., 2014), describe las dinámicas del corazón y hace una
analogía del corazón con un circuito eléctrico. El voltaje(V ) representa la presión arterial (Par) y la corriente(i) el flujo sanguíneo. La resistencia (R) representa la
resistencia de las arterias al flujo sanguíneo, los conden-
sadores (C) describen las propiedades de distensibilidad
de la pared arterial y los inductores (L) la inertancia
sanguínea. Las ecuaciones que modelan matemáticamente
la dinámica del corazón son:

dPs(t)
dt

≙ −
1

RC
Ps(t) + 1

C
i(t)

diL(t)
dt

≙ −
r

L
iL(t) + r

L
i(t) (1)

donde Ps es la presión sistémica, iL es el flujo aórtico, R
es la resistencia periférica total, C es compliancia de la
aorta, i(t) es el flujo sanguíneo, L es la inertancia de la
sangre, r es la impedancia de la entrada de la aorta. La
salida del sistema es la presión arterial denotada por Par

y se obtiene como se muestra a continuación:
Par(t) ≙ Ps(t) + r ∥i(t) − iL(t)∥ (2)

2.1 Representación en espacio de estado

Considerando las ecuaciones (1) y (2), es posible represen-
tar el sistema en espacio de estados. Para esto se define
el siguiente vector x ≙ ∥Ps, iL∥T , obteniendo:

[ Ṗs

i̇L
] ≙
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−

1

RC
0

0 −
r

L

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
[ Ps

iL
] +
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1

C
r

L

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
i(t)

Par(t) ≙ ∥1 − r∥ [ Ps

iL
] + ri(t) (3)

donde la entrada del sistema es el flujo sanguíneo u(t) ≙
i(t). El sistema anterior en la forma de espacio de estados
es:

ẋ(t) ≙ Ax(t) +Bu(t)
y(t) ≙ Cx(t) +Du(t) (4)

donde:

A ≙

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−

1

RC
0

0 −
r

L

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, B ≙

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1

C
r

L

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
C ≙ ∥1 − r∥ , D ≙ ∥r∥ (5)

Sin embargo, en la realidad el obtener la salida y(t)
de esta forma, utilizando una medición no invasiva es
difícil, ya que existe un retardo de tiempo que la afecta
debido al tiempo de propagación de la onda de presión del
corazón, hasta que el flujo es detectado por el dispositivo
de medición como lo menciona Sharir et al. (1993). Por
lo tanto, es necesario tener en consideración este retardo
al momento de representar el sistema. Considerando esto
el sistema (4), queda de la siguiente forma:

{ ẋ (t) ≙ Ax (t) +Bu (t)
yτ (t) ≙ Cx (t − τ) +Du (t − τ) (6)

donde x(t) ∈ Rn es el estado del sistema, u(t) ∈ Rm es la
entrada, yτ(t) ∈ Rp es la salida con retardo del sistema.
Se define τ > 0 como el valor de retardo conocido que
afecta a la salida del sistema. Es importante resaltar que
el sistema cumple la siguiente suposición:

A1 El par A,C se asume como observable.

3. DISEÑO DEL OBSERVADOR EN CADENA

En esta sección se presenta el diseño del observador en
cadena para la estimación del vector de estado libre de
retardo del sistema (6). El observador en cadena consta de
dos subsistemas: un observador en la base y un predictor.
La ventaja de esta estructura es que permite la estimación
del vector libre de retardo, incluso cuando a este le llega
la señal con retardo.

Observador de la base:

A continuación, se propone el primer subsistema de la
cadena dado por el siguiente observador:

˙̂x0 (t) ≙ Ax̂0 (t) +Bu0 (t) −K (ŷτ0(t) − yτ(t)) (7)

donde x̂ ∈ R
n es el vector de estado del observador,

u0(t) ≙ u(t − τ) y x0(t) ≙ x(t − τ) representa la entrada
y el vector de estado con retardo, respectivamente. El
subíndice ()0, representa al primer subsistema, es decir,
x̂0 es la estimación del vector de estado por medio de la
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base del observador en cadena. De igual forma, la señal
de salida del primer subsistema se denota como ŷτ0(t).
Considerando esto se propone el siguiente teorema:
Teorema 1. Considere el sistema (6), el cual cumple con
la suposición A1. Entonces, si existe µ > 0, ρ0 > 0 y
∀x̂(0) ∈ Rn, se tiene el siguiente error de estimación del
observador (7):

∥x̃0(t)∥ ≤ σ0e
−α0t∥x̃0(0)∥ ≜ ρ0e−α0t (8)

donde las constantes positivas son σ0 ≙

√
λM /λm, ρ0 ≙

σ0∥x̃0(0)∥, α0 ≙
2µ

λM

y la ganancia del observador K

satisface que la matriz A −KC es Hurwitz. Entonces, el
error de observación convergerá exponencialmente a cero,
es decir, la trayectoria desconocida x0 será estimada por
el observador (7).

3.1 Prueba del Teorema 1

Primeramente se define el error de observación de la base
de la cadena como x̃0 ≙ x̂0 − x0, donde x0 es el vector
de estado del sistema con retardo, el cual queda de la
siguiente forma:

ẋ0(t) ≙ Ax0(t) +Bu0(t)
y0(t) ≙ Cx0(t) +Du0(t) (9)

Por lo tanto, considerando (9) y (7), se obtiene el error
de observación:

˙̃x0 ≙ (A −KC)x̃0 (10)
Ahora, se procede a demostrar la estabilidad del obser-
vador de la base de la cadena. Para esto, se propone
la siguiente función candidata de Lyapunov V (x̃0, t) ≙
x̃T
0
(t)Px̃0(t). Derivando esta función con respecto al

tiempo (t), se obtiene:

V̇ (x̃0(t)) ≙ 2x̃T
0
(t)P ˙̃x0(t) ≙ 2x̃T

0
(t)P (A −KC) x̃0(t)

(11)

donde A−KC es Hurwitz tal que existe una matriz P de
n × n simétrica definida positiva (SDP) y µ > 0, tal que:

(A −KC)TP + P (A −KC) ≤ −2µIn×n (12)

Considerando que A − KC es Hurtiwz y (12), entonces
(11) queda:

V̇ (x̃0(t)) ≤ −2µ∥x̃0(t)∥2 ≜ − 2µ

λM

V (x̃0(t))
Usando el lema de comparación Khalil (2015), se tiene:

V (x̃0(t)) ≤ e−α0t∥x̃0(t)∥
donde α0 ≙

2µ

λM

. Regresando a términos del error ∥x̃0∥, se
tiene:

∥x̃0(t)∥ ≤ σ0e
−α0t∥x̃0(0)∥ ≜ ρ0e−α0t

donde σ0 ≙

√
λM/λm y ρ0 ≙ σ0∥x̃0(0)∥. Es claro que de

este análisis se puede asegurar que el error de observación
en la base de la cadena convergerá exponencialmente a
cero. Con esto se concluye la demostración del Teorema
1.∎

Predictor:

Ahora se procede a demostrar que el último subsistema
del observador en cadena convergerá al estado libre de
retardo. Este subsistema se llama predictor, el cual estima
el estado x1 que es el vector estado libre de retardo y
logra reconstruir el vector del sistema (6). Primeramente
se define el sistema x1, como se muestra a continuación:

ẋ1(t) ≙Ax1(t) +Bu1(t) (13)
El sistema (13) se puede reescribir como:

ẋ1 ≙ Āx1 + (A − Ā)x1 +Bu1 (14)

donde Ā ≙ −λIn×n es una matriz Hurwitz, In×n es una
matriz identidad y λ > 0 es un número real positivo.
Considerando la Ec. (14), el estado x1 puede ser expresado
como:

x1(t) ≙ eĀτx0(t) +∫ t

t−τ
eĀ(t−s) ((A − Ā)x1(s)

+Bu1(s))ds (15)
Considerando la estructura del observador para el sistema
con retardo dado por (6), se diseña el observador para x1:

˙̂x1(t) ≙ Ax̂1(t) +Bu1(t) −G1(t), (16)
donde G1 es el término de corrección que se abordará
posteriormente.

La ecuación del predictor para el sistema (16) es:
˙̂x1(t) ≙ Āx̂1(t) +Bu1(t) + (A − Ā) x̂1(t) −G1(t) (17)

donde Ā es igual a lo presentado en la Ec. (14). Por lo
tanto, la predicción x̂1 es:

x̂1(t) ≙eĀτ x̂1 (t − τ) +∫ t

t−τ
eĀ(t−s) ((A − Ā) x̂1(s)

+Bu1(s) −G1(s))ds. (18)
Ahora, considerando el predictor (18) y observador (7) se
tiene:

x̂1(t) ≙eĀτ x̂0(t) + r1(t) +∫ t

t−τ
eĀ(t−s) ((A − Ā) x̂1(s)

+Bu1(s))ds (19)
donde r1 es una función vectorial diferencial a lo largo del
tiempo que deben ser determinadas simultáneamente con
el termino de corrección Gj , considerando que se cumpla
la Ec.(19) para cualquier t ≥ 0. Es importante resaltar que
r1 solo aparece durante el diseño del predictor, pero no
está presente en su ecuación final.

3.2 Determinación del termino de corrección

Restando la Ec.(19) de la Ec.(18) se obtiene:

eĀτ (x̂1 (t − τ) − x̂0(t)) − r1(t)≙eĀt ∫
t

t−τ
e−ĀsG1(s)ds.

Diferenciando con respecto al tiempo se tiene:

eĀτ ( ˙̂x1 (t − τ) − ˙̂x0(t)) − ṙ1(t) ≙
ĀeĀτ ( ˙̂x1 (t − τ) − ˙̂x0(t)) − Ār1(t) +G1(t)
− eĀτG1 (t − τ) (20)
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Sustituyendo en la ecuación anterior ˙̂x0(t) y ˙̂x1 (t − τ)
mostrada en la Ec. (16) y despejando G1 se obtiene:

G1(t) ≙ eĀτ (G0(t) +A(x̂1 (t − τ) − x̂0(t)
−Ā (x̂1 (t − τ) − x̂0)) − (ṙ1 − Ār1)) (21)

Si se elige r1 tal que ṙ1 ≙ Ār1, el término de corrección
queda de la siguiente manera:

G1(t) ≙ eĀτ (G0(t) +A(x̂1 (t − τ) − x̂0(t))
−Ā (x̂1 (t − τ) − x̂0(t))) (22)

Es necesario recalcar que la matriz Ā es Hurwitz, entonces
existe un número β ≥ 1 tal que:

∀t ≥ 0 ∶ ∥eĀt∥ ≤ βe−āt, (23)

donde ā ≙ mini∈{1,...,n} ∣R(λi(Ā))∣, i ≙ 1, . . . , n, son los n

valores propios de la matriz Ā con valores negativos.

Las ecuaciones del observador en cadena (Observador de
la base y predictor) para el sistema (6) son las siguientes:

OBS

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

˙̂xj(t) ≙ Ax̂j(t) +Buj(t) −Gj(t), j ≙ 0,1
G0(t) ≙K(Cx̂0(t) − yτ(t)),
G1(t) ≙ eĀτ (G0(t) +A(x̂1 (t − τ) − x̂0(t))

−Ā (x̂1 (t − τ) − x̂0(t)))
(24)

donde Ā es una matriz Hurwitz, que sirve como parámetro
de ajuste del observador y está definida con anterioridad.

Remarca 1. La elección de los valores propios de la matriz
K es arbitraria pero se tiene que cumplir que sea Hurwitz.
Sin embargo, entre más alejados se encuentren del origen
más rápido convergerá el estado observado al original con
retardo, pero en el caso de que existan perturbaciones en
la salida del sistema el efecto de estas se verá amplificado.
La elección de λ afecta directamente la convergencia del
predictor en la cadena. Al igual que el caso anterior, se da
un balance entre velocidad de convergencia y sensibilidad
a la perturbación en la salida.
Teorema 2. Considere el sistema (6), sujeto a la suposi-
ción A1, existe una constante η > 0 y un retardo τ > 0 tal
que :

ητ < 1, con η ≙ β∥Ā −A∥ (25)

Entonces, el error de observación del predictor es:

∥x̃1∥ ≤ ρ1e−āt, t ≥ 0 (26)

donde:

ρ1 ≙
η

1 − ητ
∫

0

−τ
∥x̃1(s)∥ds + βχmρ0∥x̃0(0)∥

+
β

1 − ητ
χm∥r1(0)∥ (27)

y la función r1 es ṙ1 ≙ Ār1; ρ0 se definió previamente; y
χm es:

χm ≙
e−āτ

1 − ητ
. (28)

3.3 Prueba del Teorema 2

Primeramente, se define x̃1 ≙ x̂1 − x1 como el error de
estimación. Considerando (15) y (19) se tiene:

x̃1(t)≙eĀτ x̃0(t) + r1(t) +∫ t

t−τ
eĀ(t−s) ((A − Ā)x̃1(s))ds

(29)

Seleccionando ṙ1 ≙ Ār1 y tomando en cuenta a (23), se
obtiene:

∥r1(t)∥ ≙ ∥eĀtr1(0)∥ ≤ βeāt∥r1(0),∀t ≥ 0. (30)
De acuerdo a la hipótesis de inducción, x̃0 convergerá a
un valor acotado, es decir, existe ρ0, ᾱ0 > 0, tal que: ∥x̃0∥ ≤
ρ0e

−ᾱ0t. Por lo que, la desigualdad (26) es obtenida por in-
ducción. Realizando algunas manipulaciones matemáticas
y usando el Lema A.1 de Farza et al. (2018), se obtiene:

∥x̃1(t)∥ ≤ ρ1e−āt (31)
donde

ρ1≙
1

1 − ητ
(β(e−α0ρ0∥x̃0(0)∥ + ∥r1(0)∥)

+η∫
0

−τ
∥x̃1(s)∥ds)

≙
η

1 − ητ
∫

0

−τ
∥x̃1(s)∥ds + βχmρ0∥x̃0(0)∥

+
β

1 − ητ
χm∥r1(0)∥

con η ≙ β∥Ā − A∥, χm dada por la Ec. (28) y siendo
ā ≤ α0. Con esto se permite obtener de igual manera las
ecuaciones del Teorema 2. ∎

4. RESULTADOS

Se evalúa el desempeño del observador con retardo de
tiempo, para el sistema windkessel de cuatro elementos
presentado en la Ec. (6). Como se planteó anteriormente
la salida del sistema presenta un retardo. El objetivo
es estimar el vector de estado, es decir, los estados no
medibles: la presión sistémica y el flujo aórtico, libres de
retardo. Los parámetros utilizados son los normales para
una persona sana de acuerdo a (Astorga-Zaragoza, 2019)
se muestran en la siguiente tabla.

Tabla 1. Parámetros de persona sana

Parámetro Unidades Valor

R [mmHg ⋅ s/ml] 0.95
C [ml/mmHg] 1.50
r [mmHg ⋅ s/ml] 0.033
L [mmHg ⋅ s2/ml] 0.01

Por lo que las matrices mostradas en la Ec. (5), quedan
de la siguiente forma:

A ≙ [ −0.7018 0

0 −3.3000
] , B ≙ ⎡⎢⎢⎢⎢⎣

0.6667

3.3000

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
C ≙ ∥1 − 0.0330∥ , D ≙ ∥1∥ (32)
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Considerando lo antes mencionado la matriz de observa-
bilidad es:

O ≙ [ 1 −0.0330
−0.7017 0.1089

] ∴ rank(O) ≙ 2. (33)

Por lo que se cumple la suposición A1. Considerando lo
anterior, se resuelve la LMI propuesta en el Teorema 1,
obteniendo la matriz K de ganancia del observador:

K ≙ [ 0.8003
0.1672

] (34)

Las condiciones iniciales para el sistema original son
x(0) ≙ ∥75, 50∥T y para los subsistema del observador
en cadena son x̂i(s) ≙ ∥100, 200∥T , s ∈ ∥−τ,0∥ , i ≙ 0,1. Se
considera que el retardo que presenta el sistema es τ ≙ 1s,
el parámetro de ajuste λ ≙ 10 y la señal de entrada i(t)
es la presentada en Serrano-Cruz et al. (2018).

En las Figuras (1)-(3) se muestra la supervisión de las
dinámicas del sistema cardiovascular. En la Figura 1 se
muestra la presión arterial disponible del sistema (Par(t−
τ) y como es que con el observador en cadena se logra
supervisar la presión libre de retardo (P̂ar(t)) que es la
señal del sistema libre de retardo. En las Figuras 2 y 3
se muestran la estimación de la presión sistémica y del
flujo aórtico del sistema libre de retardo. Es importante
resaltar que estos dos estados no están disponibles y se
obtienen a partir de la salida (Par(t−τ)). En la Figura 4 se
muestra que la norma del error de estimación ∥x̃∥ ≙ ∥x̂1 −

x∥ converge a cero.
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Fig. 1. Supervisión de la presión arterial Par por medio
del último subsistema de la cadena.
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Fig. 2. Supervisión de la presión sistémica Ps por medio
del último subsistema de la cadena

5. CONCLUSIÓN

En este artículo se logró el diseño de un observador en
cadena para un sistema lineal. Este observador tiene la
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Fig. 3. Supervisión del flujo aórtico IL(t) por medio del
último subsistema de la cadena
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Fig. 4. Norma del error de observación

característica de que es capaz de estimar el vector de
estado libre de retardo incluso en presencia de que la
señal con la que se alimenta está afectada por retar-
dos de tiempo. Se asegura que el error de observación
convergerá exponencialmente a cero. El observador en
cadena se utiliza para la supervisión de las dinámicas de
un sistema cardiovascular sin la afectación del retardo.
Para trabajos futuros se considerarán incertidumbres en
el modelo simulando las variaciones de cada paciente y
posibles enfermedades cardiacas.
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