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Abstract: This paper presents the design of an adaptive robust observer for a class of nonlinear
system considering that the output is affected by a perturbation. The observer is able to
estimate the state vector and the value of an unknown parameter present in a system. This
allows to reduce the effect of the perturbation in the system output. A Lyapunov-like analysis
was performed to guarantee the stability of the observer. The gains are computed by means of
LMI and satisfying the performance of the H, criterion. The proposed observer is evaluated
by estimating the state vector and an unknown parameter of an academic example, reducing
considerably the presence of disturbances at the output.
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1. INTRODUCCION

Uno de los principales problemas a los que se presenta
el diseno de algoritmos de observacién es la estimacién
de las variables de estado no medibles de un sistema
partiendo solamente de las mediciones disponibles de
salida y de entrada. Muchos enfoques en el disefio de
controladores y observadores son basados en modelos,
para los cuales se debe de tener el conocimiento certero
de los parametros fisicos. Sin embargo, en la préactica
esto muchas veces no es posible de lograr, ya que los
pardmetros pueden cambiar con el paso del tiempo, el uso
del sistema, el desgaste, entre otros factores. En teoria de
control existen diversos métodos para poder estimar estos
parametros con la finalidad de poder caracterizar mejor
los sistemas y poder estimar adecuadamente las variables
de proceso. Entre estos métodos se encuentran los ob-
servadores adaptables, los cuales tienen la particularidad
de poder estimar simultdneamente el vector de estados y
uno o varios parametros del sistema. Algunos ejemplos de
observadores adaptables se muestran en Besangon (2000);
Ekramian et al. (2011); Zhang et al. (2014). En Besancon
(2000) el autor disenia un observador adaptable donde se
estima el vector de pardametros desconocidos, separando
los estados medibles de los no medibles. Una desventaja
de este observador es que el parametro desconocido debe
estar involucrado en la ecuacién de los estados medibles
para lograr estimarlo. En Zhang et al. (2014) los autores
disenan un observador adaptable descriptivo, utilizando
el enfoque H,, vy un andlisis de estabilidad de Lyapunov
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para estimar las fallas de sistemas no lineales inciertos y
utilizan como ejemplo el diagnéstico de fallas aplicado
en un brazo robdtico. En esta aplicacion, los sistemas
se ven afectados simultdneamente con fallas en actu-
adores, sensores e incertidumbres no paramétricas. Una
desventaja es que para lograr la estimacion y el valor del
pardmetro desconocido del sistema es necesario conocer
todas las salidas del mismo. En Franco et al. (2021) los
autores disenan un observador adaptable aplicado para
pacientes con diabetes, donde se toman en cuenta las
incertidumbres paramétricas y perturbaciones externas,
logrando estimar los estados y el parametro desconocido,
solucionéandolo por medios de desigualdades matriciales.
En Wang et al. (2022) los autores disenan un observador
Hoo aplicado a un sistema de direccién de un vehiculo
donde consideran la problemaética de la reconfiguracién y
diagnostico de fallas en el actuador considerando pertur-
baciones externas, afectando el rendimiento del vehiculo.
Este diseno logra mejorar la estabilidad del vehiculo aun
en la presencia de fallas en el actuador. Una desventaja
es que a pesar de diagnosticar las fallas, logrando mejo-
rar la estabilidad no es posible conocer qué componente
asociado al parametro estd fallando.

Dentro de los retos latentes en el diseno de obser-
vadores adaptables es el considerar las situaciones o
fenémenos que se presentan al momento de implemen-
tarlos fisicamente, como lo son la perturbaciones que
afectan la salida del sistema debido a problemas en los
sensores. Alguno trabajos que abordan esta problemética
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se presentan en Li et al. (2020); Yan et al. (2021); Bzioui
and Channa (2021); Bonargent et al. (2021); Zheng et al.
(2022); Li et al. (2020). En Li et al. (2020) los autores
disenan un observador adaptable y un controlador de
retroalimentacion de salida, considerando incertidumbres
en los sensores, con el fin de ajustar sus ganancias para
dominar la sensibilidad desconocida del sensor, estimando
el vector de estados y pardmetro desconocido. En Yan
et al. (2021) los autores proponen un esquema adaptable
considerando fallas en los sensores aplicado a suspensiones
activas de un vehiculo, donde el desplazamiento del chasis
es la tUnica senal de salida medible danado. Disenan un
observador adaptable con ganancias variables con el fin
de estimar los estados del sistema, por medio de un
controlador de retroalimentacién de salida para atenuar el
desplazamiento del chasis y la desviacién de los sensores,
considerando la informacién de las mediciones, cono-
ciendo asi los estados y los pardmetros desconocidos. En
Bonargent et al. (2021) los autores disenan un observador
adaptable para sistemas no lineales Lipschitz MIMO con
incertidumbres paramétricas, donde su estabilidad la de-
terminan por medio de un andlisis de Lyapunov.

Este articulo se enfoca principalmente en el diseno de
un observador adaptable utilizando el enfoque H., para
sistemas no lineales Lipschitz, que estén afectados por
perturbaciones en las salidas. El modelo y el diseno
del observador se presenta en la secciéon 2. La principal
aportacion de este trabajo se presenta en la Seccién 2,
donde se demuestra que el observador logra la convergen-
cia a una regién cercana al origen, que puede ser ajustada
utilizando el enfoque H.,. De igual forma, se presenta
un ejemplo académico para ilustrar la metodologia prop-
uesta. En la seccién 3 se presenta un ejemplo numérico
donde se aplica el observador adaptable. Posteriormente,
en la seccidn 4 se muestra el desempeno del observador
propuesto considerando un ejemplo numérico, donde se
logra la estimacién del vector de estado y del valor del
pardmetro desconocido incluso en presencia de incer-
tidumbre. Las conclusiones de este trabajo se presentan
en la Seccién 5.

2. OBSERVADOR ADAPTABLE CON H,,

El problema es disenar un observador adaptable H, para
un sistema no lineal, donde se presentan fallas en los
sensores, donde el observador debe ser capaz de estimar el
pardmetro desconocido del sistema no lineal con el fin de
detectar anomalias en el sistema a través de la supervisién
del comportamientos de las variables de estado. El sistema

no lineal que se considera es:
> &= Az + V(y,u) + ®1(z,u) + BOy(z,u)d (1)
y=Cx+ Gn
donde € R™ es el vector de estados y 8 € R? es el vector

de parametros. Los vectores u € R™ y y € RP representan
los vectores de entrada y salida respectivamente y n € R”
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representa una perturbacién acotada. A € R"*"™ B €
Rl C € RP*™ y G € R™ " son matrices de dimensiones
apropiadas.

Las funciones no lineales ®4(x,u) y ®o(z,u) son Lips-
chitz con respecto a las variables de estado. En conse-
cuencia para un valor acotado de #, la funcién no lineal
O(x,0,u) = D1 (x,u) + BOy(z,u)d satisface la condicién
de Lipschitz:

||q>(3;‘7 97 u) - (I)('i'v 97 U)HSO‘H(JJ - j)H

siendo « la constante Lipschitz.

(2)

El observador adaptable para el sistema anterior tiene la
siguiente forma:

T = Ad + Uy, u) + &1 (&, u) + BOs(z,u)0
—L(y - C%)

6 =TOTH(y — C#), donde T >0,

Yo (3)

siendo Z y 6 las estimaciones del vector de estados y
del vector de parametros. Las matrices L y H son las
ganancias necesarias del observador adaptable H. ¥y
deben escogerse con el fin de garantizar la convergencia de
los estados y pardametros estimados. El observador dado
por la Ec. (3), se emplea para estimar simultdneamente
las variables de estado x y los parametros desconocidos
6, siempre y cuando la funcién ®(z,0,u) cumpla con la
condicion Lipschitz.

Por lo tanto podemos enunciar el siguiente teoremas:

Teorema 1. Considere el sistema no lineal (1), donde la
funcién no lineal ®(x, 6, u) satisface la condicién Lipschitz
y la funcién desconocida 7 es acotada. Por lo tanto, si
existe una matriz P = P > 0, una matriz R y una
matriz > 0, tal que satisfagan la siguiente LMI (Linear
Matrix Inequalities):

PA—QC+ATP-CTQT + R —QC CT
—_GTQT —BI GT| <0
c G -I

(4)

entonces, el estado del observador adaptable H,, dado
por la Ec. (3) convergerd exponencialmente a una regién
sujeta a la condicion H., asegurando su estabilidad.
Donde la ganancia del observador se obtiene por:

L=P'Q. (5)

Demostracion del Teorema 1

Los errores de observacion se definen como:
erx =T — T, 6929—é
r=Ce,+ Gn
Las dindmicas de e, y ey son:
bo =0 —
ég=0—10

Sustituyendo a las Ecs. (1) y (3) en la Ec. (8), se obtiene:
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ey = Az + U(y,u) + @1 (x,u) + BD20
— [AZ + U(y,u) + D1 (2, u) + BD2H
+ LC(x — &) + LG
= Ax 4+ B®o0(t) + (P1(z,u) — D1 (&, u))
— A# — B®,0(t) — LC(x — &) — LGy
=(A—LC)ey + (P1(x,u) — D1(2,u)) + BPaey — (LG)n
10

Se considera que ¢ se mantiene constante en fp, se tiene
que 0 = 0, por lo tanto
éo(t) =0 — 0 = —TOTH[(Cz — CZ)]

éo(t) = —T®THCe, (11)

Aplicando el criterio Ho,, donde B es el factor de aten-
uacién y r se muestra en la Ec. (7):

J, =V +rTr< 6217T77 (12)

Se propone la siguiente funcién cuadratica de Lyapunov:
V=elPe, +elT7 ey, P>0,T"1>0 (13)

La derivada de la funciéon de Lyapunov es:
V=el'Peé, + ¢ Pey +ef Tl + ¢l T ey
< el P(A— LO)e, + el Peg, — el PLGy
+ eI PB®yey(t) + el (A — LC)T Pe,
+ ek Pey, — 0" (LG)" Pe, + ej @1 B Pe,

— el (H)PTHCe, — L CTHT Brey (14)

Observe que si se satisface la igualdad BTPC+ = 0,
donde C es una matriz ortogonal, esto implica que existe
una matriz H, tal que BTP = HC FEkramian et al.
(2013). Con esta consideracidn, la desigualdad anterior
se simplifica quedando de la siguiente manera:

V <elP(A - LO)e, + el Peg, — L P(LG)n
+el(A—LC) Pe, + ef, Pe, — 0" (LG)" Pe,  (15)

Se considera que r = Ce, + G, y reemplazando V (t) en
la Ec. (12), esta queda:

J. =eT'P(A - LC)e, + el Peg, — eI P(LG)n
+el(A—LC) Pe, + ek, Pe, — 0" (LG)" Pe,
+elCTCe, + eCTGn + nTGT Ce,

+n"GTGn - B*n"n <0 (16)

Basandose en la condicién de Lipschitz generalizada:
eh,Qes, < el Re,, propuesto en Ekramian et al. (2011),
donde @ y R son matrices simétricas positivas definidas,
se obtiene:

el [P(A—LC)+ (A—LC)TP 4+ CTCle, — L P(LG)n
nT[GTG — 62]77 — nT(LG)TPez + eglPem + efPeq)l

L CTGn4+n"GTCey, <0 (17)
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Se simplifica con el fin de lograr elementos iguales para
obtener la desigualdad matricial (Ekramian et al., 2013):

T T T
ey, Pe; + e, Peg, = 2¢, Peg,

= eprflpex + egl Qes, (18)

Se obtiene:
el[P(A— LC)+ (A—LO)'P+CTC + PQ™'P + Rle,
+ 07 [GTG - B%|n — el P(LG)n

— (L&) Pey + e2CTGn+ "G Ce, <0 (19)

La desigualdad anterior se ordena de forma matricial y se
obtiene:
T
“rl % <o (20)
n n
donde:

0 ¢ P(-LG)+CT@G
TP+ GTCc GTG - BT
E=PA-LO)+(A-LO)'P+CTC+PQ'P+R
Finalmente se obtiene la LMI resultante, simplificando el
siguiente término @@ = PL, logrando:
PA-QC+ATP-CTQT +CTC+ R -QG+CTG <0
-GTQT +GTc GTa - p%1

(21)
Ahora, aplicando el complemento de Schur, obtenemos:
PA-QC+A"P-C"Q" + R —QG C”
—GTQT _BQI GT <0 (22)
C G -I

Al existir un elemento al cuadrado, se simplifica 2 = 3,
para que sea una LMI, obteniendo:
PA-QC+A"P-C"Q" + R —QG C”
-GTQ" —BI GT| <0 (23)
C G -1
Se considera el criterio de Hoo, minimiza el efecto del
ruido y la perturbacién en las variables estimadas. Re-

solviendo la LMI se obtiene la ganancia del observador
L=P'Q. 1

3. EJEMPLO

Se considera el siguiente sistema no lineal:

1| _ |—0.1041 0 2 31.0314u
To| 0 —0.1187| |z2 40.1375u
~—~— ~ ~—

A z (y(t),u)

1.35 0.1096 (24)
00T .
.04
+ [0.52u] + [—0.2488} [567.0421] 6
" Py(z,u)
Py (z,u) B
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La salida del sistema es:

y=0[ 7]+ 3] awsen (2

—~—

El parametro a estimar es #, entonces el observador
adaptable para el sistema (24) es:

1] _[-0.1041 0 i), [31.0314u
il | 0 —0.1187]| |io| T |40.1375u
N——" ~————

A T

W (y,u)
n {1.35:132} T [ 0.1096 } [567.04381]9
N——

z

0.52u | T | —0.2488
Py (2,0,u)
D4 (Z,u)
—L(y - C%) (26)
6 =1 [47.37284]7 H(y — C#) (27)

Las matrices L y H son las ganancias del observador y
deben seleccionarse con el fin de garantizar la convergen-
cia de los estados y parametros estimados a los reales.

El tnico requisito para elegir la ganancia I' > 0 es que
debe ser un escalar positivo. Para este escenario se con-
sidera una I' = 10, ya que dicho valor permite un tiempo
de convergencia adecuado del observador. Mientras mayor
sea el valor de I', menor es el tiempo de convergencia,
pero a la vez se incrementa la sensibilidad del observador
al ruido de medicién.

Las ganancias del observador se obtienen resolviendo la
LMI dada en la Ec. (23) con el Toolbox YALMIP para
MATLAB, con la cual se obtienen las siguientes matrices:

0.3952 —0.3951
p-[oae o] g
H =[0.0375 0] (29)

4. RESULTADOS DE SIMULACION

La simulacién se implementé en el programa MATLAB
2019a, con un tiempo de simulacién de 300 segundos.
El método de integracion de las ecuaciones diferenciales
fue el de Euler con un paso de integraciéon de 1.5ms.
Las condiciones iniciales del sistema y del observador
fueron: 2(0) = [150 500]7 y #(0) = [56 650]T. La
senal de entrada del sistema es u = 168. La salida del
sistema presenta una perturbacién dada n = 10sin(¢). En
la Fig. 1 se muestra una comparativa entre la senal ideal
del sistema ¢, la cual no presenta perturbaciones y la
salida real del sistema y que presenta perturbaciones.
Es importante resaltar que esta ultima serd con la que
se alimente al observador y este deberd de ser capaz de

400 ¢

380

360 :
340\
30k \

300

280

. . . . .
0 50 100 150 200 250 300
Tiempo (s)

Fig. 1. Comparacién entre la salida disponible (y(t)) y la
no disponible g(t) del sistema.

oy s
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" L L L L L

0 50 100 150 200 250 300
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Fig. 2. Estimacién del estado 21 por medio del observador
adaptable.

estimar los estados atenuando el efecto de la perturbacion.

En las Figs. (2)-(4) se muestran los resultados obtenidos.
En la Fig. 2 se compara el estado real del sistema z;
con la senal estimada Z;, obteniendo una convergencia
adecuada siguiendo su trayectoria a través del tiempo.
De igual manera en la Fig. 3 a pesar de no conocer dicha
salida, el observador logra estimar el comportamiento real
del sistema z5. En la Fig. 4 se observa la estimacién del
parametro desconocido, logrando converger a una senal
acotada de la perturbacion 7. Una vez obtenido dicho
parametro, el observador estima los estados del sistema
correctamente.

600

400 :\
1

2000

—
A

. . . . . B
0 50 100 150 200 250 300
Tiempo (s)

Fig. 3. Estimacién del estado x5 por medio del observador
adaptable.

Finalmente en la Fig. 5 se presenta la norma del error
de observacién, la cual queda acotada en una regién
aproximada del origen, cumpliendo la condicién H., con
lo que se verifica lo establecido en el Teorema 1.
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Fig. 4. Estimacion del parametro desconocido.
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Fig. 5. Norma del error de observacién ||Z||

5. CONCLUSION

Se logré el diseno de un observador adaptable con enfoque
Hoo para sistemas no lineales con incertidumbres, donde
se logra la estimacién de un parametro desconocido y el
estado del sistema a pesar de las perturbaciones presentes
en los sensores. Dicho diseno logra estimar completamente
el vector de estado sin necesidad a partir de solo la salida
disponible del sistema. Este observador se aplicé de man-
era general donde se puede aplicar a cualquier sistema no
lineal Lipschitz, con el fin de supervisar el funcionamiento
de dichos sistemas, atenuando las perturbaciones o ruidos
presentes en él.
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