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1. INTRODUCCIÓN

Por definición, un observador se basa en el modelo de
un sistema en conjunto con sus señales de entrada-salida
para generar una estimación de los estados del sistema, los
cuales, pueden emplearse para fines de control, monitoreo,
detección de fallas, etc. Ogata (2003).

El uso de los observadores en el diseño de sistemas de
control, es una herramienta útil, ya que muchas veces no
se cuenta con la medición de todas las variables de estado
para fines de control, para lo cual es necesario estimar el
resto de variables (Guadarrama-Estrada et al., 2020).

Existen diferentes estructuras aplicables a los obser-
vadores, en este art́ıculo se trabajará en un observador
proporcional integral (PIO). Este tipo de observador se ha
reportado para diversas aplicaciones, en Do et al. (2020)
los autores proponen el diseño PIO con control robusto
por retroalimentación de estado para un sistema lineal
de parámetros variantes (LPV). En Youssef et al. (2014)
se plantea el diseño de PIO de entradas desconocidas
para modelos Takagi-Sugeno sujetos a variables premisas
no medibles. Zhao et al. (2020) propone una estructura
nueva para el diseño de un PIO para una clase de redes
neuronales recurrentes (RNN) en tiempo discreto.

Los modelos matemáticos que describen a un sistema,
tienen diferentes representaciones. Entre esas representa-
ciones se encuentra la forma Takagi-Sugeno la cual se
basa en reglas difusas IF-THEN, estas reglas represen-
tan relaciones locales lineales de entrada y salida de un
sistema no lineal. La principal caracteŕıstica de los mod-
elos Takagi-Sugeno es expresar la dinámica local de cada

implicación difusa (regla) por un modelo af́ın o lineal,
válido localmente en una región correspondiente. El mod-
elo difuso global se consigue mediante una combinación de
los modelos locales lineales. De acuerdo con Bernal et al.
(2019) un primer intento de acercar el control difuso al
control tradicional y con ello formalizar matemáticamente
el diseño de controladores lo constituyó el trabajo de
Takagi y Sugeno en 1985.

El enfoque Takagi-Sugeno por sector no lineal es uno de
los enfoques más utilizados, ya que puede obtener una
representación exacta de un sistema no lineal dado en un
conjunto interpolado de modelos locales lineales.

El caso de estudio que compete este art́ıculo es un robot
rehabilitador de rodilla, basado en el rehabilitador Multi-
Iso. En (Seddiki et al., 2006) se planteó este rehabilitador
mediante el uso del enfoque Takagi-Sugeno por el sector
no lineal, el cual se utilizó para control de seguimiento de
trayectoria para establecer rutinas de rehabilitación.

La aportación de esta investigación, es el diseño de un
observador proporcional integral de orden completo para
la estimación de las variables estado de un sistema, a
través del enfoque Takagi-Sugeno por el enfoque de sector
no lineal, aplicado a un robot rehabilitador de rodilla. Se
optó por el diseño de un observador del tipo proporcional
integral, debido a que este nos permite minimizar el error
de estimación en estado estacionario. Esta estimación
puede ser útil para fines de control, monitoreo, detección
de fallas, y otros.
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2. FORMULACIÓN DEL PROBLEMA

Considere un sistema no lineal continuo en su repre-
sentación Takagi-Sugeno (T-S) como:

ẋ(t) =

k∑

i=1

ϕi(z)(Aix(t)) +Bu(t) (1)

y(t) = Cx(t) (2)

donde x(t) ∈ R
n es el vector de estados, u(t) ∈ R

m es el
vector de entradas, y(t) ∈ R

q es el vector de la variable
medida de salida. Ai ∈ R

n×n, B ∈ R
n×m, C ∈ R

q×n son
matrices conocidas, k es el número de modelos locales, ϕi

son funciones de ponderación convexas que dependen de
la variable premisa z.

De acuerdo con Lendek et al. (2011), la suma convexa
de las funciones de ponderación debe cumplir con las
siguientes propiedades.

1 ≥ ϕi (z) ≥ 0;
k∑

i=1

ϕi (z) = 1; (3)

Suposición 1. Considere que la siguiente condición de
observabilidad se cumple para cada uno de los k modelos
locales.

rank







C
CAi

...
CAn−1

i






= n, ∀i = [1, ... , k] (4)

El Observador Proporcional Integral (PIO) aplicado al
sistema T-S (2) está dado por

ζ̇(t) =
k∑

i=1

ϕi(z)(Niζ(t) +Hiv(t) + Fiy(t)) + Ju(t) (5)

v̇(t) = y(t)− Cx̂(t) (6)

x̂(t) = ζ(t) +Qy(t) (7)

donde ζ(t) ∈ R
n representa el vector del observador,

v(t) ∈ R
q es un vector auxiliar y x̂(t) ∈ R

n es la esti-
mación de x(t). Las matrices Ni, Hi, Fi, J y Q son matri-
ces desconocidas de dimensiones apropiadas que son de-
terminadas de forma tal que x̂(t) converja asintóticamente
a x(t). En la Fig. 1 se muestra el diagrama a bloques de
la conexión entre el sistema y el PIO.

Se define la función del error de estimación como:

e(t) = x̂(t)− x(t)

= ζ(t)− (In −QC)x(t) (8)

donde (In−QC) se define como una matriz T ∈ R
n×n de

modo que la dinámica del error de estimación puede ser
expresada como:

e(t) = ζ(t)− Tx(t) (9)

derivando la expresión anterior se obtiene la dinámica del
error de estimación

Fig. 1. Diagrama a bloques de la conexión entre el sistema
y el observador

ė(t) =

k∑

i=1

ϕi(z)(Nie(t) +Hiv(t) + (NiT + FiC−

TAi)x(t) + (J − TB)u(t)

(10)

usando la definición de e(t) reescribimos (6)

v̇(t) = −Ce(t) (11)

Suponiendo que se cumplen las siguientes condiciones

a) T +QC = In
b) NiT + FiC − TAi = 0
c) J = TB

Entonces, la dinámica del error de estimación, formada
por (10) y (11), puede reescribirse como:

[
ė(t)
v̇(t)

]

︸ ︷︷ ︸

β̇(t)

=
k∑

i=1

ϕi(z)

[
Ni Hi

−C 0

]

︸ ︷︷ ︸

Ai

[
e(t)
v(t)

]

︸ ︷︷ ︸

β(t)

(12)

Si la matriz Ai es estable, entonces limt→∞ e(t) = 0, por
lo tanto, x̂(t) = x(t) en un tiempo finito.

3. DISEÑO DEL OBSERVADOR

3.1 Parametrización del observador

En esta sección se presenta la parametrización de las
matrices del observador proporcional integral utilizando
las condiciones algebraicas a)-c).
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Considere la matriz de la forma Σ =

[
In
C

]

tal que la

condición a) puede escribirse como:

[T Q] Σ = In (13)

la solución general de (13) está dada por

[T Q] = Σ+ − Y
(
In+p − ΣΣ+

)
(14)

donde la matriz T y Q se definen como:

T = Σ+

[
In
0

]

︸ ︷︷ ︸

T1

−Y (In+p − ΣΣ+)

[
In
0

]

︸ ︷︷ ︸

T2

(15)

Q = Σ+

[
0
Ip

]

︸ ︷︷ ︸

Q1

−Y (In+p − ΣΣ+)

[
0
Ip

]

︸ ︷︷ ︸

Q2

(16)

La matriz Y es una matriz arbitraria de dimensiones
apropiadas y Σ+ es la matriz inversa generalizada de Σ.

Tomando la condición b) y considerando la definición de
T y Q mostrada en (15) y (16) se tiene que:

Ni = KiC + T1Ai − Y T2Ai (17)

donde Ki = NiQ− Fi despejando Fi, se obtiene:

Fi = NiQ−Ki (18)

Reemplazando la ecuación (17) en el error dinámico del
observador (12) se puede reescribir como:

β̇(t) =

k∑

i=1

ϕi(z)(A1i + YiA2)β(t) (19)

donde A1i =
[
T1Ai−Y T2Ai 0

−C 0

]
,Yi = Ω [Ki Hi ], y A2 =

[
C 0
0 Ip

]
, tal que Ω =

[
In
0

]
. El problema para el diseño del

PIO se reduce a determinar la matriz Y y los parámetros
de la matriz Yi, tal que (19) sea estable.

3.2 Análisis de estabilidad del observador

En esta sección se presenta el análisis de estabilidad del
PIO basado en Lyapunov, con el cual a través de la
resolución de desigualdades matriciales lineales (LMI) se
obtendrán las matrices Y,Yi.

Se propone la siguiente función candidata de Lyapunov

V (β(t)) = β(t)TPβ(t) > 0 (20)

donde P =

[
X1 0
0 X2

]

> 0 y X1 = XT
1 con X1 ∈ R

n×n y

X2 ∈ R
q×q.

derivando (20) se obtiene:

V̇ (β(t)) = β̇(t)TPβ(t) + β(t)TP β̇(t) < 0 (21)

Sustituyendo (19) en (21):

V̇ (β(t)) = β(t)T [(A1i + YiA2)
T
P + P (A1i+

YiA2)]β(t) < 0
(22)

la desigualdad V̇ (β(t)) < 0 es válido para toda β(t) ̸= 0,
si y sólo si

A1i
TP + A2

T
Yi

TP + PA1i + PYiA2 < 0 (23)

Las matrices desconocidas en (23) son: P y Yi, por lo
que existe una bilinealidad, es por ello que se agrupan en
Wi = PYi, entonces

A1i
TP + A2

T
Wi

T + PA1i +WiA2 < 0 (24)

Recordemos que, dentro de la matriz A1i se desconoce la
matriz Y, por lo que el producto de

PA1i =

[
X1T1Ai −X1Y T2Ai 0

−X2C 0

]

(25)

dentro de esta matriz existe una bilinealidad generada
por, Y y X1 por lo que se reagrupan en D = X1Y .

Por lo tanto, la desigualdad (24) queda expresada de la
siguiente forma:

[

AT
i T

T
1 XT

1 −AT
i T

T
2 DT −CTX2

0 0

]

+ A
T
2 W

T
i +

[
X1T1Ai −DT2Ai 0

−X2C 0

]

+WiA2 < 0

(26)

Para el cálculo de las matrices desconocidas se tiene:

Y = X−1
1 D (27)

Yi = P−1
Wi (28)

Despejando de Yi = Ω [Ki Hi ] las matrices Ki y Hi se
obtiene:

[Ki Hi] = Ω+
Yi (29)

Con base en el análisis hecho, la determinación de las
matrices Ni y Fi son obtenidas de la solución de (17)
y (18). La matriz Hi y Ki están deducidas en (29), las
matrices T y Q se obtienen de la solución de (15) y (16).
La matriz Y está definida en (27) y finalmente J está
deducida en la consideración c).

4. CASO DE ESTUDIO

4.1 Modelo dinámico de un rehabilitador de rodilla

En la literatura existen diversos rehabilitadores de rodilla,
como lo son el rehabilitador Sys-Rééduc, iLeg, Physiother-
abot (Seddiki et al. (2007), Hu et al. (2012), Akdoğan
and Adli (2011)) entre otros. El rehabilitador con el que
se trabaja es el rehabilitador Multi-Iso. De acuerdo con
(Moughamir et al., 2002) este rehabilitador apoya a pa-
cientes que sufren traumatismo articular y/o muscular.
Genera movimientos de flexión - extensión en la rodilla
y posee un solo grado de libertad (DOF) el diagrama de
cuerpo libre se muestra en Fig. 2.
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Fig. 2. Diagrama de cuerpo libre del rehabilitador de
rodilla

En la Fig. 2 se puede observar que el rehabilitador genera
un movimiento del tipo vertical en el eje Y hacia Z. θ(t)
es el margen de movimiento del rehabilitador [0◦ 150◦] el
cambio de posición se debe al par τ(t) aplicado por motor.
En el análisis de distribución de enerǵıa, se considera que
la enerǵıa potencial es nula en el eje Y ya solo se genera
movimiento vertical.

El modelo dinámico de este rehabilitador se basó en
una máquina de ejercicio isocinético (Pruski and Knops,
2005). El modelo está descrito por la siguiente ecuación:

ml2θ̈(t) + bθ̇(t)−mgl cos(θ(t)) = τ(t) (30)

Los valores de los parámetros aplicados en el sistema se
muestran en Tabla 1 (Shen et al., 2020).

Tabla 1. Parámetros numéricos del modelo
dinámico del rehabilitador.

Parámetro Nombre Valor

m Masa 5 Kg
l Longitud 0.45 m
g Gravedad 9.81 m/s2

b Coeficiente de fricción viscosa 5 Nm s/rad
τ Par aplicado por el motor 21.5 Nm

4.2 Formulación de Takagi-Sugeno por el enfoque de
sector no lineal

Una de las principales caracteŕısticas del enfoque de sector
no lineal, es que puede representar fielmente un modelo
no lineal por medio de un conjunto de modelos lineales,
los cuales se interpolan a través de reglas difusas ϕi(z)
Flores-Hernández et al. (2018). Este enfoque se describe
en el siguiente algoritmo:

(1) Se escribe la ecuación diferencial (30) del sistema en
su representación de espacios de estados, tenemos:

ẋ(t) = A(x(t))x(t) +Bu(t) (31)

y(t) = Cx(t)

donde x(t) =
[

θ(t) θ̇(t)
]T

, u(t) = τ(t), y(t) = θ(t)

A(x(t)) =

[
0 1

g cos(θ(t))
lθ

− b
ml2

]

, B =

[
0
1

ml2

]

, (32)

C = [1 0] (33)

Dependiendo el sistema, algunos de los elementos de
las matrices A y B pueden depender de estados o
entradas del sistema.

(2) Se identifican los γ términos no constantes del sis-
tema, estos términos pueden encontrarse en las ma-
trices A y B.

γ = 1 (34)

En (32) existe una no linealidad en la matriz A(x(t))
la cual es llamada variable premisa zj donde j =
1, 2, . . . , γ por lo tanto,

z1 =
gcos(θ(t))

lθ
(35)

(3) Se define el escenario de prueba, esta depende de la
entrada τ(t) mostrada en la Fig. 3 el cual permite
un rango de movimiento en θ(t) ∈ [1.588 2.689] rad,
para después evaluar este rango en la variable
premisa (35) y aśı obtener el valor máximo (zj) y
mı́nimo (zj) de la variable premisa zj ∈ [zj , zj ]. Por

lo tanto,

z1 ∈ [−7.2912 −0.2395] (36)

(4) Se definen las funciones de ponderación η
j
0(zj) del

sistema T-S. Por cada variable premisa, hay dos
funciones de ponderación η

j
0, η

j
1 las cuales son:

η10(z1) =
z1 − z1

z1 − z1
(37)

η11 (z1) = 1− η10 (38)

(5) Se definen las reglas difusas ϕi(zj)

ϕi(zj) =

γ
∏

j=1

η
j
λ(zj), j = 1, 2, . . . , γ (39)

donde i = 1, 2, . . . , 2γ y λ es cero o uno. Las reglas
difusas indican el grado de participación de cada uno
de los modelos locales lineales, por lo tanto,

ϕ1 (z1) = η10 ; (40)

ϕ2 (z1) = η11 ; (41)

(6) Se determinan los modelos locales, utilizando los
valores máximos y mı́nimos de variación de z1 (36)
se definen las combinaciones posibles, encontrando
k = 2γ modelos locales lineales.

ẋ(t) = Aix(t) +Biu(t) (42)

y(t) = Cx(t)

donde A1 =

[
0 1
zj − b

ml2

]

, A2 =

[
0 1
zj − b

ml2

]

y las

matrices B,C se definen en (32) y (33).

De modo que la representación del sistema T-S por el
enfoque de sector no lineal se reduce a:
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ẋ(t) =
k∑

i=1

ϕi(z)(Aix(t)) +Bu(t) (43)

y(t) = Cx(t) (44)

La simulación del sistema no lineal (30) y su repre-
sentación por modelos T-S se muestra en la Fig. 3. Como
se puede observar, el modelo T-S sigue fielmente al modelo
no lineal del rehabilitador.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1.5

2

2.5

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

-2

0

2

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0

10

20

Fig. 3. Respuesta del sistema no lineal y su representación
en Takagi-Sugeno

5. RESULTADOS

5.1 Región LMI

Con la finalidad de que el observador respete la región
de operación de las variables a estimar del rehabilitador,
se aplica una región LMI del tipo vertical en el análisis
de estabilidad del observador mostrado en la Sección 3.2.
Esta región LMI se caracteriza por la siguiente función.

f(s) = sT + s+ 2δ (45)

donde δ es un número constante positivo. Por otro lado,
aplicando esta región de solución a la desigualdad de
Lyapunov mostrada en la ecuación (26), obtenemos

[

AT
i T

T
1 XT

1 −AT
i T

T
2 DT −CTX2

0 0

]

+ A
T
2 W

T
i +

[
X1T1Ai −DT2Ai 0

−X2C 0

]

+WiA2 + 2δP < 0

(46)

5.2 Resultados de simulación

Aplicando el PIO diseñado en la sección 3 al sistema (43-
44) se obtienen las siguientes matrices.

N1 = N2 =

[
−3.5000 2.1327
−2.1327 −3.5000

]

,

H1 = H2 =

[
0.5000
0.0000

]

,

F1 =

[
4.3970
2.2911

]

, F2 =

[
4.3970
9.3428

]

,

J =

[
0

0.9877

]

, Q =

[
−1.1327
−1.4383

]

(47)

0 5 10 15

0

1

2

3

0 5 10 15

-2

-1

0

1

2

Fig. 4. Estimación de los estados del sistema

En la Fig. 4 se muestra en color azul el comportamiento
del sistema no lineal, en color negro el sistema en su
representación T-S y en color rojo se muestra el com-
portamiento del PIO al estimar las variables de estados
del sistema.

Se aplicaron cuatro ı́ndices de desempeño: La integral del
error cuadrático (ISE), la integral del tiempo por el error
cuadrático (ITSE), la integral del error absoluto (IAE) y
la integral del tiempo por el error absoluto (ITAE). Con
el objetivo de mostrar de forma anaĺıtica el desempeño
del observador. Los ı́ndices se muestran en la Tabla 2. En
estos ı́ndices se puede observar que el PIO cumple con
las caracteŕısticas de su diseño, el cual es reducir el error
de estimación en el estado estacionario debido a la parte
integral que este posee en su estructura.

Tabla 2. Índices de desempeño del observador

Error

PIO Posición Velocidad

ISE 0.7541 0.4494

ITSE 0.1964 0.0633

IAE 1.022 0.6104

ITAE 2 1.209

6. CONCLUSIONES

En este art́ıculo se presentó una metodoloǵıa para el
diseño de un observador proporcional integral de orden
completo, para sistemas no lineales con representación
Takagi-Sugeno por medio del enfoque de sector no lineal.
Para asegurar que el comportamiento del observador
sea estable se propuso una función de Lyapunov, la
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cual a través de la solución de una serie de LMIs y
la aplicación de una región LMI nos proporcionó las
condiciones necesarias para la estabilidad del observador.

El desempeño del observador diseñado se evaluó en robot
rehabilitador de rodilla de un grado de libertad, con el
que se comprobó que el PIO tiene un buen desempeño.
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