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Abstract: This paper presents a study on the fragility and performance of two linear
controllers for second-order systems: proportional retarded control (PR) and proportional
derivative control (PD). The study is carried out through an analysis of the corresponding
characteristic equation of the closed-loop system. In the case of the PR control, Taylor’s
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1. INTRODUCCION

En el marco de la teoria de control, el diseno y la sin-
tonizacion de leyes de control cada vez mas eficientes es un
objetivo primordial. Actualmente, existe en la literatura
una gran cantidad de trabajos que aseguran proponer
controladores con esta caracteristica. En ocasiones, esta
aseveracion se realiza después de comparaciones arbi-
trarias y/o en condiciones desiguales de operacion. En
Alfaro (2007) se menciona que en un controlador debe
considerarse su desempeno, fragilidad y robustez. Por lo
que, resulta razonable establecer su eficiencia a partir
de estas consideraciones. Ademas de compararlo con uno
de los controladores mas empleados y aceptados por la
comunidad cientifica y la industria, aquellos del tipo PID,
proporcional-integral-derivativo.

La fragilidad de un controlador se puede determinar a
partir del margen de variacion de sus propias ganancias
(parametros). Mientras que su desempernio se puede es-
tablecer por medio de la respuesta del sistema en lazo
cerrado. Finalmente, la robustez de un controlador se
puede decretar sabiendo los cambios permisibles en las
caracteristicas o parametros del proceso o planta a con-
trolar. Por lo tanto, la robustez y la fragilidad de un
controlador deben considerarse de forma diferente e in-
dependiente, entendiendo que la robustez de un control
indica el margen de variacion permitido en los parametros
del proceso, con ganancias fijas del controlador, para
no perder estabilidad; y la fragilidad de un controlador
tiene un significado similar en términos de la variacion de
sus propias ganancias/parametros. Por consiguiente, un
controlador puede ser muy robusto, pero muy fragil a la
vez. En este contexto, existen varios trabajos en los que
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se determina la fragilidad de un controlador, entre ellos se
encuentran Méndez-Barrios et al. (2008); Melchor-Aguilar
and Niculescu (2009); Morarescu et al. (2011); Hernandez-
Diez et al. (2018) y Oaxaca-Adams et al. (2021).

En el marco de los controladores del tipo PID, hoy
en dia existen numerosas contribuciones respecto a su
sintonizacion, desempeno e implementacion, (istrém and
Higglund, 2001; Silva et al., 2005; Berner et al., 2018). Es
una de las areas de investigacién mas antiguas, ain activa
y con mayor numero de usuarios satisfechos al momento
de implementarla; a pesar de los extraordinarios progresos
que otras areas de la teoria de control han tenido en las
dltimas décadas.

En el marco de los controladores retardados de tipo PR, se
emplean deliberadamente retardos artificiales para esta-
bilizar un sistema (Abdallah et al., 1993; Ulsoy, 2015).
En algunos ocasiones a este tipo de controladores se
les llama controladores retardados (delayed controllers),
controladores con acciones retardadas, control de retro-
alimentacién con retardo o retroalimentacion retardada,
entre otros. En Suh and Bien (1979, 1980), se propone
un control proporcional con un retardo apropiado que
puede reemplazar un control PD. Aqui los autores afirman
que la respuesta del sistema es mas rapida e insensible
al ruido de alta frecuencia cuando se emplea el control
retardado, en comparaciéon con el uso del PD. En Pyragas
(1992) se propone un esquema de control denominado
time-delayed feedback control (TDFC), que da origen a
diferentes investigaciones, Bleich and Socolar (1996); Just
et al. (1997); de Sousa Vieira and Lichtenberg (1996);
Swisher and Tenqchen (1988). En Kokame and Mori
(2002), se discute la preservacion de la estabilidad de lazo
cerrado, cuando una retroalimentaciéon derivada es reem-
plazada por una retroalimentacion retardada (difference
feedback), y se presenta un resultado favorable para la
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preservacion de la estabilidad usando retroalimentaciéon
retardada para sistemas de entrada tnica y salida tnica
(SISO). En Morarescu and Niculescu (2007), se da un
analisis de estabilidad de una clase de sistemas lineales
SISO sujetos a retroalimentacion de salida retardada.
Mientras que la atenuaciéon del ruido en la respuesta del
sistema debida al uso de una accién retardada es rati-
ficada en Mondie et al. (2011). La sintonizacion de con-
troladores proporcional-integral-retardado (PIR) para sis-
temas LTI de segundo orden es proporcionada en Ramirez
et al. (2016).

Como se puede observar, el empleo de controladores con
retardos no es una area de investigaciéon nueva y aunque
hay varios autores que afirman que el empleo de estos
controladores pueden favorecer la respuesta del sistema,
aun existe un gran campo de oportunidad en cuanto a su
diseno, sintonizacion e implementacion. Asi como estudios
que coadyuven a determinar su eficiencia, en comparacién
con los controladores clasicos.

En este manuscrito se presentan algunos resultados para
determinar las ganancias menos fragiles (punto menos
frdgil) de un controlador PR, asi como las ganancias que
proporcionan la maxima cota de decaimiento alcanzable
(punto de mejor desempeno) en la respuesta de un sistema
de segundo orden. Los resultados obtenidos se comparan
con su contraparte clasica, el control PD.

El trabajo estd organizado de la siguiente manera: en
la Seccion 2 se formula el problema y se establece una
propiedad general sobre la fragilidad y el desempeno de
un control. En la Seccién 3 se obtienen las ecuaciones
paramétricas de la frontera de las regiones de estabilidad.
En la Seccion 4 se comparan la fragilidad y el desempeno
de los controles PR y PD. En la Seccion 5 se calculan
numéricamente los puntos menos fragiles y de mejor
desempeno. En la Seccion 6 se hacen algunas conclusiones
sobre la comparacion de los controladores PR y PD.

2. FORMULACION DEL PROBLEMA

2.1 Formulacion del problema

Considere un proceso o planta cuya funciéon de transfer-
encia es de la forma

Gls)= 5

52 + 20vs + 12’ (1)
donde 6 > 0y v > 0 son conocidas como amortiguamiento
y frecuencia naturales de la planta, respectivamente. Asi
como las funciones de transferencia de los siguientes
controladores lineales:

i) control PR, C,(s) = ky, — kp,e™ ™7, (2)
donde k,, y k,, son las ganancias proporcional y retar-
dada, respectivamente, y 7 > 0 es un retardo; y

ii) control PD, Cy4(s) = ka, — ka, s, (3)
donde k4, y kq, son conocidas como ganancias propor-
cional y derivativa, respectivamente.

;,Cual de los dos controladores PR o PD es mas eficiente?

Determinar el punto de menor fragilidad y el punto
con mejor desempeno de cada uno de los controladores

bajo condiciones similares, puede ayudar a responder esta
pregunta.

2.2 Preliminares

Considere la ecuacién caracteristica de un sistema en lazo
cerrado con un controlador, que es de la forma

f(k,s) =1+ C(k,s)G(s), (4)
donde s=c+iw, 0 €R, w>0,i>=—-1, k€ K CR" es
el vector de las n ganancias del controlador; y C'(k,s) y
G(s) son las funciones de transferencia del controlador y
la planta, respectivamente. FEn lo subsecuente, referiremos
que f(k,s) =0, si su numerador es igual a cero.

Definicion 1. Sea I el conjunto de todos los parametros
k tales que f(k,s), dada en (4), tiene al menos una raiz
imaginaria, esto es,

I'={ke K: f(k,s) =0 para algin s = tiw}.
Dado que las raices de f(k, s) son funciones continuas de
los parametros k (Neimark, 1973), el conjunto I' divide
a K en subregiones que tienen un niimero constante de
raices complejas con parte real positiva, esto es,

K=KyUK UKyU---, (5)
donde K,,, = {k € K : f(k, s) tiene exactamente m raices
con parte real positiva}.

El conjunto Ky es conocido como la regiéon de estabilidad
de la ecuacion caracteristica (4).

Definicion 2. Para cada subconjunto compacto D C Ky
tal que su frontera D C T, la abscisa espectral de f(k, s)
correspondiente a la region D se define como

o =inf{a(k): k € D}, (6)
donde o : Ky — R tal que a(k) = sup{Re(s) : f(k,s) =0.
Ahora, tomemos en cuenta el siguiente resultado.

Lema 1. (Gu et al., 2003) Sea y(t) la respuesta del sis-
tema en lazo cerrado cuya ecuacion caracteristica es (4).
Entonces, para cada o € [a*,0) existe una constante L

tal que y()] < Lllgl-e™, >0,
donde ¢ es la funcién inicial definida en el intervalo
(=7, 0], [|¢]l- := max{|¢(s)| : s € [-7,0]} y |- | denota

la norma euclideana.

Asi, desemperio y fragilidad se definen como sigue.
Definicion 3. El punto de mejor desemperio, es el con-
junto de ganancias k € D de un controlador que propor-
ciona la cota de decaimiento exponencial méaxima alcan-
zable o* en la solucion y(t) del sistema en lazo cerrado.
Este punto se denotara por k*? € D y es tal que

a(k*?) =a* =o*.
Definicion 4. Asuma que la frontera 0D puede ser
parametrizada por un curva cerrada simple y(w), w €
[, 5] € R. El punto menos frdgil, es el conjunto de
ganancias k € D de un controlador, con la distancia mas
alejada de 0D. Este punto se denotara por k*f € D y es
tal que

*, f —
p(k™") = max p(k),
donde p(k) = min p(k,w) y ¢(k,w) = [ly(w) — k.

Observacion 1. El siguiente resultado nos dice que el
control menos fragil siempre pierde desempeno y que el
control con mejor desempeno es necesariamente fragil.
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Teorema 1. Para cada regiéon compacta D, se tiene que
alk*) <ak™) vy pk™?Y) < p(k*).

Demostracion. Sigue de las Definiciones 3 y 4 de k*¢ y
k*7, respectivamente. [ ]

3. REGIONES DE ESTABILIDAD DEL PR 'Y PD

Considere las ecuaciones caracteristicas del sistema (1) en
lazo cerrado con (2) y (3), cuyas formas son
q(kp,s) = 8> +20vs + (V> + k) — kppe 57, y (7)
p(ka,s) = 8%+ (200 — ka,)s + (V% + ka, ). (8)
Para estas dos ecuaciones, tomar en cuenta lo siguiente:

e (7) es un cuasi-polinomio y (8) es un polinomio. Esto
implica que mientras el primero tiene un ntmero
infinito de raices, el segundo tiene sélo dos.

e Fl vector de ganancias k € D es de dimension difer-
ente para cada control empleado. Para diferenciarlos,
se denotan por k. = (ky,, ky,,7) € R3 en (7) y por
kg = (kdl,kdg) € R2 en (8)

En seguida, se obtiene el conjunto I' para delimitar las
subregiones K,,, C K. De estas subregiones se identifica la
region de estabilidad K y se toma un conjunto compacto
D C Kj. Para hacer esto, se emplea el método de D-
particiones de (Neimark, 1949).

3.1 Controlador PR en el plano T-k,,

Conjunto I" para PR.  Considere el cuasi-polinomio (7).
Entonces, las subregiones K, de K dadas en (5) estan
delimitadas por las ecuaciones paramétricas siguientes:
Si s = 0, entonces ¢(k,,0) = 0 y tenemos que

kpy =12 + kp, . (9)
Si s = iw, w > 0, entonces ¢(k,,iw) = 0 y tenemos que

1, 4 20vw nm
T = —tan 5 5 + —, nez,
w w? —v? -k, w (10)
20vw
kp, = ———.
sen (Tw)

Usando las ecuaciones paramétricas (9)-(10) y la Defini-
cion 1, se obtienen las curvas I' que delimitan la region de
estabilidad K de las regiones de inestabilidad K,,, m >
1, del sistema. La Figura 1(a) muestra las curvas I' en
este caso. Aqui, la recta roja y las curvas azules forman
la frontera I' que separa las regiones de estabilidad e
inestabilidad del sistema.

Subregion Ky para PR.  Seleccionando algunos puntos
en el plano 7-k,, y usando la continuidad de las raices del
cuasi-polinomio (7), se obtiene la region de estabilidad Ky
de sistema, que se muestra en la Figura 1(b).

Conjunto D para PR.  Ahora, de toda la region de
estabilidad Ky, sblo se considera el subconjunto D que
se muestra en la Figura 1(c).

3.2 Controlador PR en el plano k,rky,

Conjunto T para PR.  Considere el cuasi-polinomio (7).
Ahora, las subregiones K,, de K dadas en (5) estan
delimitadas por las ecuaciones paramétricas siguientes:
Si s = 0, entonces ¢(k,,0) = 0 y tenemos que

kpy = 1 + Ky, (11)

a(k,.0)=0

a(k, ,=w)=0, =>0

(¢) Conjunto D
(b) Region Ko

Fig. 1. Regiones de estabilidad del PR en el plano 7-k,,.

Si s =iw, w > 0, entonces ¢(k,,iw) = 0 y tenemos que

kr, = w? — v — 260w cot(Tw)

k., = —20vw csc(Tw).

Usando las ecuaciones paramétricas (11)-(12) y la Defini-
cion 1, se obtienen las curvas I' que separan la region de es-
tabilidad K de las regiones de inestabilidad K,,, m > 1,
del sistema. La Figura 2(a) muestra las curvas I' en este
caso. La recta roja y las curvas azules forman la frontera
I' que separa las regiones de estabilidad e inestabilidad
del sistema.

(12)

T2

Subregion Ky para PR.  Seleccionando algunos puntos
en el plano k. -k,, y usando la continuidad de las raices
del cuasi-polinomio (7), se obtiene la region de estabilidad
Ky de sistema, que se muestra en la Figura 2(b).

Conjunto D para PR. De toda la region de estabilidad
Ky, s6lo se considera el subconjunto D que se muestra en
la Figura 2(c).

°[la(k,,0)=0

Ak, =m)=0, =>0

et

(a) Curvas T’

(c) Coﬁjun‘co D
Fig. 2. Regiones de estabilidad de PR en el plano k., -k, .

(b) Regién Ko
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3.8 Controlador PD

Congunto T’ para PD.  Considere el polinomio (8). En-
tonces, las subregiones K,, de K dadas en (5) estan
delimitadas por las ecuaciones paramétricas siguientes:

Si s = 0, entonces p(kq,0) = 0 y se tiene que

kg, = -1 (13)
Si s = iw, w > 0, entonces p(ky,iw) = 0 y tenemos que
(14)
Usando las ecuaciones paramétricas (13)-(14) y la Defini-
cion 1, se obtienen las curvas I' que separan la region de es-

tabilidad K de las regiones de inestabilidad K,,, m > 1,
del sistema. La Figura 3(a) muestra las curvas T

kg, =w?> =12y kq, = 20v.

1

Subregion Koy para PD.  Empleando el criterio de Routh-
Hurwitz, se tiene que (8) es estable si y solo si los coefi-
cientes 20v — kg, y v + kg, son positivos. La Figura 3(b)
muestra esta region:

Ko ={kq €R? : kg, > —1* y kg, < 20v}. (15)

Conjgunto compacto D para PD. Debido a que Ky no
es una region acotada, para fines ilustrativos elegimos
un subconjunto de la forma D = [-v% —v? + a;] X
[20v — ag, 26v], donde a1 y a2 son constantes positivas. La
Figura 3(c) muestra esta region para a; = 13y az = 7.

4. FRAGILIDAD Y DESEMPENO DEL PR Y PD

En esta seccién se presentan los resultados tedricos para
determinar los puntos menos frdagil y de mejor desempeno.

4.1 Fragilidad y desempeno del PR

Empleando la Definicion 4, el punto menos fragil se puede
determinar como el centro k*/ del circulo mas grande
inscrito en una regién de estabilidad D.

Para un k € D fijo y cercano a k*7, se tiene que

p(k) = minp(k,w) = min @k, w),

welJ (k)
donde J(k) ={w € I : p(k,w) = p(k)} # 0 es el conjunto
de todos los puntos en los que la funcion ¢(k,w) alcanza

ko,

P(kq,0)=0

—2F P(Kg,=m)=0, =0

el

(a) Curvas T’

(w2 W

D

(-wsa.2 war)

(b) Regién Ko (¢) Conjunto D

Fig. 3. Regiones de estabilidad de PD en el plano k4:kq,.

su valor minimo. Se denota por
S(k,r)={leR?: ||l — k|| =r}
al circulo con centro en k y radio 7.

Si k € D, el circulo S(k,p(k)) esta contenido en D y
para w € J(k), v(w) es un punto de contacto del circulo
S(k, p(k)) con la curva 5. El siguiente resultado declara
una propiedad sobre los puntos de contacto.

Teorema 2. Si-y es una curva continuamente diferenciable
y el circulo mas grande S(k*/, p(k*/)) tiene exactamente
dos puntos de contacto y(wi) y 7y(w2) con la curva
v, entonces el centro k*J y los puntos de contacto se
encuentran sobre la misma linea recta, y esta recta es
ortogonal a la curva en los puntos de contacto.

Demostracion. (Oaxaca-Adams et al., 2021) El circulo
mas grande se obtiene al resolver el sistema de ecuaciones

[Y(w1) =y(w2)] - 7' (w1) =0=[y(w2) —y(w1)] - 7' (w2), (16)
donde w; y wo son incoégnitas. Entonces,

B = L1 + ()] ¥ o) = 2 (o) — (wn)|

Para encontrar un punto de mejor desempeno que sa-
tisfaga la Definicion 3, se utiliza la relacién que existe
entre los conceptos de grado de un cuasi-polinomio, raiz
dominante y raiz de multiplicidad maxima (Mazanti et al.,
2020a,b). Para establecer la dominancia de la raiz de
multiplicidad méaxima, usamos el teorema de Taylor como
prueba alternativa a la dada en Boussaada et al. (2017).

Tenemos el siguiente hecho y definiciones:

e El grado de un cuasi-polinomio de la forma
q(s) =s*+ As + B+ Ce ™, (17)

donde A, B,C y 7 son constantes con C' # 0y 7 > 0,
es 3 y todas sus raices tienen multiplicidad menor o
igual que 3, ver (Poélya and Szegd, 1998, p. 144).

e una raiz del cuasi-polinomio (17) es de multiplicidad
mdzxima si tiene multiplicidad 3, y

e una raiz sg del cuasi-polinomio (17) es dominante
si para cualquier otra raiz s, se tiene que Re(s) <
Re(sp).

Ahora, el siguiente resultado y los resultados geométricos
dados en Villafuerte et al. (2012) sugieren que en las raices
de maxima multiplicidad se alcanza la abscisa espectral.

Teorema 3. Si el cuasi-polinomio (17) tiene una raiz de
multiplicidad méaxima, entonces esta raiz es dominante.
Ademaés, la parte real de esta raiz es la maxima cota de
decaimiento y los correspondientes parametros del cuasi-
polinomio son k*¢.

Demostracion. Resolviendo para A, B y C el sistema

a(s) =0, d(s)=0 vy q"(s)=0,
se obtiene que
2(1 25242 2 2e7°
A ( +7’s)7 po TS 2Ts v O e (18)
- 72 72
A 1
S =-Z_= 19
ea  Sg 5 - (19)

Haciendo un cambio de escala y una traslacion, definimos
el cuasi-polinomio

Copyright© AMCA, ISSN: 2594-2492
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2 S
S
T

=s2—2s+1+ Br? —

Q(s) =

AT _ ¢
+ Crie s st

Si las ecuaciones (18) se satisfacen, entonces @) tiene una
rafz tripleen s =0y

QUM (s) = (~1)"Cr%eF !
Por el teorema de Taylor

Qs) =Q(0)+Q(0)s+ Q”

para m =3,4,....

/Q3> (s —t)2d

CT e +1/ e t(s —t)? dt.
0
Ahora, hac1endo el cambio de variable t = us se tiene que
1 . 1
Q(s) = —§CT283€AT+1/ e (1 — u)? du.
0

De (20), se observa que si Q(s) = 0y s # 0, entonces
s € C. Sea s = 0 + iw, donde w > 0. Asi, se obtiene que

1 1
/ e (1 —u)*du= / e T (1 — w)? du
0 0

1 1
:/ e 7% (1—u)? coswu du +i/ e 7% (1—u)? sen wu du.
0 0
SiQ(s) =0y s #0, entonces

1
/ e 7%(1 —u)?coswudu =0, y
0

(20)

(21)

1
/ e (1 —u)?senwudu = 0. (22)
0

La ecuacion (21) implica que w > 7 y la ecuacion (22)

implica que w > 7. Asi, w > 7. Ahora, puesto que

1 2 —s
—2s+2—-2
/ e U (1 —u)?du = i i 3 ¢ ,
0 S

de (20), se tiene que
1 ar
Q(s) = —§CT2€T+1(82 —254+2—2e"°).
Si Q(s) = 0, entonces
2 —25+2-2 =02 "= (s—1)%+1,
2e7 = (s =1+ 1 = [(s -1 —1=]s - 1] —1
27> (0 —1)2+w—-1>7%-1>8,
e <1/4 y o< —In(4) <0.

Por lo tanto, s = 0 es una raiz dominante de @ y sg es una
raiz dominante de ¢. Ademaés, de las ecuaciones (18)-(19)

se obtiene que
2 A 1 2e™7

SV ' 2 oYYt
Teorema 4. Sea D C Ky el conjunto dado en la
Figura 2(c). Mediante el proceso de limite ilustrado en
la Figura 4, se obtiene que el punto de mejor desempeno
de esa region es

m (23)

1 2 —dvr—1
k':’d = ((62 — 1)1/2 + ﬁ, 67_2) (24)
y la maxima cota de decaimiento es
) 1
Ly (25)
-

0°=1.00132

K;9=(-4.74465,0.73479)

Fig. 4. Regiones de o estabilidad.
4.2 Fragilidad y desempeno del PD

Observe que el resultado dado en el Teorema 2 es valido
para cualquier regién compacta D, independientemente
del sistema y control. A continuacién se empleara para
determinar el punto menos fragil del control PD.

Lema 2. Dada una regién compacta D, se puede obtener
la fragilidad de un punto k:g € D con desempeno dado o,
calculando p(k2) = kmé% Ik — K4

€

Demostracion. El resultado sigue usando el valor minimo
de la Definicién 4. |

Corolario 1. Dada una regién compacta D, si el circulo
mas grande que puede inscribirse en la regién D tiene s6lo
dos puntos de contacto y(wi) y v(w2), entonces wy y wa
satisfacen (16), y el punto menos fragil puede calcularse
como

£ = 2 hy(n) +(2)]
Demostracion. Sigue del Teorema 2. ]

5. ILUSTRACION DE RESULTADOS

En esta seccion se ilustran los resultados teéricos dados
anteriormente para determinar el punto menos fragil y el
punto de mejor desemperio para é = 0.00055y v = 2.3968.

5.1 Ejemplo controlador PR plano T-k;,

Sea D C Kj el conjunto dado en la Figura 1(c). Em-
pleando las férmulas (23) del Teorema 3, se determina el
punto de mejor desempefio k¢ = (5,7.90229,0.305073) €
D. Aqui, o* = 3.27922 es la méaxima cota de decaimiento
alcanzable para la solucién del sistema en lazo cerrado
cuya ecuacion caracteristica es (7). Para este punto de
mejor desempefio k¢, se determina que su fragilidad es
p(k*%) = 0.305407, ver Figura 5(a). Ahora, empleando
el Teorema 2, se encuentra que el punto menos fragil
es k»J = (5,0.865272,0.460793), ver Figura 5(b). Ob-
serve que p(k*7) = 0.463962, mientras que la cota de
decaimiento en la respuesta del sistema es o = 0.142214.

Observacion 2. Como afirma el Teorema 1, el controlador
de mejor desempeno no es el menos fragil y el controlador
menos fragil no es el de mejor desempeno. Por lo tanto,
para esta regién D y este tipo de sistemas estudiados, es
imposible encontrar un punto que tal que k7 = k<.

5.2 Ejemplo control PR plano ky,-k;,

Empleando las formulas (24)-(25) del Teorema 4, se de-
termina el punto de mejor desempeno k:;f’d = (—4.74465,
0.73479,1). Aqui, o* = 1.00132 es la méaxima cota de
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(k4)=0.3054

o=3279

J

B
oz

Fig. 5. (a) Fragilidad del punto de mejor desempefio k<.
(b) Desempeiio del punto menos fragil k7.

decaimiento alcanzable para la soluciéon del sistema en
lazo cerrado cuya ecuaciéon caracteristica es (7). Para
este punto de mejor desempeno k¢, se determina que
su fragilidad es p(k?) = 0.187533, ver Figura 6(a).
Ahora, usando la Proposicion 4 en (Oaxaca-Adams et al.,
2021), se encuentra que el punto menos fragil es k*/ =
(—0.802388,2.04284, 1), ver Figura 6(b). Observe que
p(k¥7) = 2.0502, mientras que la cota de decaimiento
en la respuesta del sistema es o = 0.204343.

ke,

pik;%)=0.187533 I pik;")=2.0502

0=1.00132 0=0.204343

Fig. 6. (a) Fragilidad del punto de mejor desempetio y (b)
desempefio del punto menos fragil en el plano k, -k, .

5.8 Ejemplo control PD plano ky, -k,

De manera similar a las subsecciones anteriores, ahora se
ilustran los resultados de fragilidad y desempeno de un
sistema de segundo orden en lazo cerrado con una ley de
control P:D.

.
2
2 ) ®

. - 22 )
B 10 " L L s
-5 / T 5 00
D \
D(k:):eh\ It K’ \

(« [ \ \
w) , \ =
| K | \\
\ |
\ /

- a2 -a)

u(k;)=35

0=175

(a) (b)
Fig. 7. (a) Fragilidad del punto kg con desempeno o =
3.279. (b) Desempeno del punto menos fragil k:l’f .
Del Lema 2, para un controlador PD con desempeno dado
o = 3.27922, se obtiene que las ganancias y la fragilidad
del sistema son k¢ = (kq,,kq,) = (5.00864,—6.55581)
y p(k%) = 6.55844, respectivamente, ver Figura 7(a).
Ahora, empleando el Corolario 1, para la region D de
la Figura 3(c), el control menos fragil es k;’f = (0.43,
—3.49736), su desempeno es ¢ = 1.75 y la fragilidad es

p(kx?) = 3.5, ver Figura 7(b).

5.4 PR vs PD

Debido a que la region de estabilidad es no acotada para
el control PD, los puntos de mejor desempefio y menor
fragilidad pueden colocarse casi en cualquier lugar.

En la Tabla 1, se presentan los datos obtenidos sobre el
desempero y fragilidad de los controladores estudiados.

Tabla 1. Desempeno y Fragilidad: PR vs PD

Punto Desempeno  Fragilidad

ki = (5,7.902,0.305) o* =3279 p(ki?) =0.305
kil = (5,0.865,0.460) o =0.142  p(kiT) =0.464
ki? = (—4.744,0.734,1) o* =1.001  p(k-%) =0.187
krd =(-0.802,2.042,1) o0=0204 p(ki7)=2.043
kd = (5.008, —6.555) c=3279  p(ki?) =6.558
k! = (0.43,-3.497) o=1.75 p(ki?)y =35

En la Figura 8(a), se proporcionan las respuestas tempo-
rales de la planta de segundo orden cuya funcién de trans-
ferencia es de la forma (1) en lazo cerrado con los contro-
ladores PR y PD dados en (2) y (3), respectivamente.
Aqui, se emplean los puntos con el mismo desempefio,
kx4 = (5,7.902,0.305) y k¢ = (5.008, —6.555). Mientras
que en la Figura 8(b), se muestran las sefiales de control
PR y PD suministradas al sistema de segundo orden.

v
1.4 D 6
2| 4

-

% o

(a) (b)
Fig. 8. (a) Respuesta temporal y (b) senal de control del
sistema cuyo cuasi-polinomio es (7).

6. CONCLUSION

En este manuscrito se presenta un estudio para deter-
minar el desempernio y la fragilidad de dos tipos de con-
troladores, el control PR y el control PD. Observe que
la estructura de estos controladores es muy semejante,
va que é(t) = kie(t) — koe(t — 7), razén por la cual
la comparacion tiene sentido en un principio. En este
contexto, se puede observar lo siguiente: el control PR
tiene més pardmetros por sintonizar, en comparacién con
el control PD. Asi mismo, tedricamente el controlador PD
ofrece puntos menos fragiles con mayor desempeno. Sin
embargo, cabe recordar la declaracién de varios autores
respecto a que el empleo de retardos en el control coad-
yuva a la insensibilidad de ruidos. Ademaés, para el mismo
desempeno o = 3.279, las senales de control PR y PD
son semejantes, ver Figura 8(b). Aunque no se presentan
figuras al respecto, si se fija 0 < 7 < 1 en el control
PR, la region de estabilidad k., -k, es mucho més grande,
en comparacion a la dada en la Figura 2(c), por lo cual
el desempenio aumenta y la fragilidad disminuye. En la
Observacion 2, se dice que para esa region D y ese tipo de
sistemas estudiados, es imposible encontrar un punto que
tal que k> = k*9. Sin embargo, podrian existir sistemas
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en los que ocurra la igualdad en una o en ambas de las
siguientes desigualdades:

o) < alk™) y  pk ) < ok
Una recomendaciéon que se obtiene del estudio hecho en
este trabajo, es buscar controladores con buen desempeno
y poca fragilidad, lo cual sera un trabajo futuro de estos

autores.
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