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Abstract: In this paper the observer design problem for a class of nonlinear port-Hamiltonian
system is addressed. The class of nonlinear Hamiltonian system is based on the structure of
energy function where it is possible to pull the state apart at measured and unmeasured states
which generates two interconnected Hamiltonian systems. Exploiting the properties of the class
of nonlinear Hamiltonian systems a reduced order observation scheme is proposed. Finally the
observer design proposed in this paper is evaluated in a magnetic levitator in order to prove its
the convergence properties, also it is comparing the observer convergence characteristics and
the observer performance among the observation schemes that are reported in the literature.
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1. INTRODUCCION

Los sistemas Hamiltonianos controlados por puerto (PHC,
por sus siglas en inglés) son modelos matemadticos que
exhiben algunas propiedades fisicas de los sistemas bajo
estudio, por esta razén esta metodologia de modelado
es empleada para representar a una gran cantidad de
sistemas fisicos Maschke and van der Schaft (1993), por
lo tanto es de interés desarrollar esquemas de observacién
que no sélo ayuden a solventar dificultades clasicas aso-
ciadas a la medicién de los estados si no que ademés
estos esquemas de observacién tengan una interpretacién
fisica y presenten propiedades estructurales que ayuden al
disenio de los esquemas de observacion. Existen trabajos
que abordan el desarrollo de esquemas de observacién
para PHC, en donde emplean diferentes propiedades de
estos sistemas para realizar el diseno de observadores, por
ejemplo en Yaghmaei (2018) , Zenfari et al. (2022) presen-
tan el disenno de un esquema de observacién que preserva
la estructura de un sistema PHC empleando la técnica
de contracciéon para garantizar convergencia del error,
otro ejemplo se muestra en Rojas et al. (2021) en donde
emplean propiedades de la matriz de interconexién para
considerar un tipo especial de no linealidades disenando
un esquema de observacién tipo Luenberger que preserva
estructura, en (Biedermann et al. (2018)) se aborda el
caso particular en el que los estados no medibles del
sistema aparecen de manera lineal y se utilizan argumen-
tos basados en la técnica IDA-PBC para estabilizar la
dindmica del error de observacién, mientras en (Fu et al.
(2018)) se aborda el problema conjunto de disenar de
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manera simultdnea una ley de control junto con el diseno
de un observador de estados incluyendo el problema de
rechazo a perturbaciones, por ultimo en Venkatraman and
van der Schaft (2010) y Pfeifer et al. (2021) se muestra el
diseno de un observador que preserva estructura pero en
este caso se emplean caracteristicas de la funcion energia
para poder establecer las condiciones de convergencia del
observador. La organizacion del articulo esta dada de la
siguiente manera: En la Seccién 2 se presenta la clase de
sistemas PCH con las que se trabaja, posteriormente en la
Seccién 3 se presenta el diseno del esquema de observacion
para la clase considerada junto con un bosquejo del diseno
presentado en Venkatraman and van der Schaft (2010),
en la Seccién 4 se muestra el diseno del esquema de
observacion para el levitador magnético realizando una
comparacién en cuanto al desempeno con el esquema
de observacién presentado en Venkatraman and van der
Schaft (2010) implementado para el mismo sistema elec-
tromecanico junto con la evaluacién numérica de ambos
esquemas y finalmente en la Seccién 5 se presentan las
conclusiones del trabajo y algunos comentarios acerca del
trabajo futuro.

2. SISTEMAS HAMILTONIANOS

La clase de sistemas Hamiltonianos que se estudiaran en
este trabajo se encuentran caracterizados bajo distintas
suposiciones, considere el sistema Hamiltoniano dado por

& = [J(z) - R(x)]VH(z) + g(x)u (1)
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donde z € R"™, mientras J(z) = —J(z)T € R™" y
R(z) = R(x)T > 0 € R™™" ademss g(x) € R™™ es
la matriz de entradas y uR™ es el vector de entradas.
Suposicion 1. Para esta clase de sistemas es posible di-
vidir al estado de la siguiente forma z = [z{ x4 ],

| @

Lo
Ti(z1) T3(x1)] R— Ky(x1) Ks(71)

=Ty (z1) To(21) |’ T K (31) Ka(x)
donde 1 € R™ son los estados medidos, x5 € R™ son los
estados no medidos, mientras T; = —TlT € R xm T, =
7T2T c RTLQX’!L27 Ts € Rnlxn2’ K, = KlT >0¢€ Rn1><n1,
Ky = K;— > () € Rnexn2 y K3 € Rmxnz,

Suposicion 2. Para esta clase de sistemas fisicos, el
Hamiltoniano tiene la estructura

H(z) = Sa] Pry + ®(o) (3)
donde P = PT € R™X" es definida positiva. Para
los estados medidos 1 se encuentran caracterizadas las
relaciones: ®(x1) : R™ — R que es una funcién no lineal
positiva definida con respecto a i, que es el punto de
minima energia asociado a los estados medidos.

Suposicion 3. El gradiente de la funcién de energia ex-
presada en (3) es

J =

oOH . 8@(.’171)
o om @)
OH

De acuerdo con la Suposiciones (1)-(3) es posible expresar
al sistema (1) de en la forma

&1 =[T1(z1) — K1($1)]a‘gf§il) + [T5(x1) — K3(z1)]Px2
+g1(z1)u
0P (1)

iy = —[T3 (1) + K3 (21)] e,
+ g2(z1)u

En donde es posible observar que el sistema obtenido de
la separacion de los estados de acuerdo a la Suposicién 1
da como resultado la interconexion de dos sistemas PHC
interconectados.

Suposicion 4. Considere que la parte no medida del sis-
tema Hamiltoniano expresada por (7) es posible estable-
cer una salida afin a los estados no medidos de la siguiente

forma
z = [T5(z1) — K3(1)] Py (8)
en donde la salida z también puede ser representada a
través de (6) de la siguiente forma
0P (xq)
61‘1

Una vez establecidas las condiciones estructurales del
sistema Hamiltoniano, en la siguiente seccién se aborda
el problema de disenio de observadores para esta clase de
sistemas.

z =1 — [T1(21) — Ki(z1)] (9)

(6)
+ [Ta(z1) — Ko(x1)|Pxo
(7)
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3. DISENO DEL OBSERVADOR
3.1 Diseno de observadores de orden reducido

Para establecer el diseno del observador se emplea la
técnica mostrada en Maya-Ortiz and Espinosa-Pérez
(2004); Sundarapandian (2006) especializada a sistemas
Hamiltonianos. Considere el sistema representado por (1)
bajo las suposiciones 1-3, es posible establecer el siguiente
esquema, de observacién

; 0®(x
Ty =—[T5 (z1) + K3 (21)] ; ) +

[TQ(I’l) - KQ(Il)}Pj?Q + gg(:z:l)u + ]{J(Z - 2) (10)
en donde z tiene la estructura mostrada en (8) de manera
que Z queda representada de la siguiente forma

Z= [T3($1) - K3($1)]Pi2. (11)
Considerando (9) y (11) el observador dado por (10)
queda expresado por la siguiente expresién

iy — ki = {[Ta(21) — Ka(21)] — k[T3(21) — Ks(21)]} Pis

00 (x
+ga(oa)u— [T () + K7 (1)) T
0P(x
AT 1) — K (e)] 2200 (12)
T
donde se define la siguiente expresion
§ =g — kin (13)

si se retoma la teoria detrds del diseno de observadores
por medio de la técnica de Inmersién e Invariancia Astolfi
(2003) es posible caracterizar la ganancia k de la siguiente
forma

. d
en donde k se puede obtener a través de la regla de
la cadena que caracteriza a la derivada temporal de la
funcién B(x1) € R™2*™ | es decir
k= 35(3?1).
81’1
Integrando la expresién (13) considerando (14) y (15) se
obtiene

(15)

s = &g + B(x1). (16)
Observacion 1. Para poder encontrar la solucién de s es
necesario garantizar que la funcién B(z1) sea integrable.
Proposicion 1. Considere la clase de sistemas PHC con
la estructura mostrada en la ecuacién (1) y el siguiente
esquema de observacién

5= {[T2(1'1) — Ky (z1)] — ag(fll) [T5(z1) — K3(x1)]} Pio
+ gou — [T5 (21) + K;(zl)]a(gil)

+ 273 00) — K ) T (1)

Ty = s+ B(x1) (18)
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donde 8 : R™ — R"X™ eg una funcién continua e
integrable. Si la matriz

0
{iTater) - K] - 212 (01) - Kol P
(19)
es definida negativa generalizada Vx; entonces
tlim (1‘2 — 562) =0. (20)

de manera asintdtica.

Prueba 1. De acuerdo a la Proposicién 1 y considerando
que el error de observacién es Ts = T — T, la dinamica
del error para los estados no medibles es

iy = [Ty(x1) — Ky(21)|PEy —
9pB(z1)
81'1

Se propone la siguiente funcién candidata de Lyapunov

[T3(x1) — K3(x1)]PZ2. (21)

- 1.+
V(ze) = ix;ng (22)

en donde su derivada a lo largo de las trayectorias del
sistema es

V(iy) =&y PAPI,

con

0B(x1)

8131
en donde sym{-} representa la parte simétrica de una
matriz. Si la parte simétrica de la matriz

{ITa(01) = Ka(1)] = B2 Ty (@) - Ko(an)] |
es definida negativa, entonces To = 0 tiene propiedades
de estabilidad asintética, por lo tanto se cumple que

A=sym {[Tz(xl) — Ka(z1)] -

tlg(r)lo(acg —I2)=0 (23)

de manera asintdtica.

3.2 Diseno de observadores de acuerdo con Venkatraman
and van der Schaft (2010)

En Venkatraman and van der Schaft (2010) se considera
una clase de sistemas Hamiltonianos controlados por
puerto descritos como

z =[J(z1,u1) — R(SE1)]%($) + g(y)uz

donde =z = (z1,22) € R™ considerando que z; € RP
es la parte medible del estado mientras que xo € R"™P
corresponde a la parte no medible del estado. En este
sentido, se define y = x7 como la salida del sistema y se
considera que el Hamiltoniano H (z1,x2) : RPxR"? — R
y ademds cumple con la Suposicién 2. Para este sistema
se propone un observador de la forma

(24)

&= [J(&1,u1) — R(i“l)]aH

5% () + g(y)ua + L(Z1)v (25)

[Tate) - Koo
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y se construye un sistema aumentado, considerando (24)
y (25), para finalmente proponer

v :Ll_l(i'l)Xil(k(yajaul)yd+Ud) (26)
y disenar L(21) y k(y,2,u1), con X = XT € R™™" > (,
de tal forma que el sistema completo sea estrictamente
pasivo con respecto a la variedad M = {(z,%) : =
2} desde la entrada vy hasta la salida yg = &1 — a1
garantizando convergencia asintética del observador.

4. CASO DE ESTUDIO: LEVITADOR MAGNETICO

El caso de estudio consiste en analizar el comportamiento
de dos esquemas de observacién, el primero es el mostrado
en este trabajo y el segundo corresponde al mostrado en
Venkatraman and van der Schaft (2010).

4.1 Modelo matemdtico

Considere el modelo matematico Hamiltoniano expresado
en la siguiente ecuacién

OH
. Da
q 0 0 1 az% 0
¢ol=10 —RO o + |V (27)
P -1 0 0 a;g 0

op
donde ¢ es la fuerza de gravedad, m es la masa del balin
del levitador, k£ > 0 es una constante asociada al niimero
de espiras de la bobina del levitador, mientras ¢ es la
posicién de la bola, p es el momentum vertical y ¢ es el
flujo magnético del inductor. Para este sistema la funcién

de energia estd dada por

2 2

Eifa-q @

H(q,p, )
4.2 Diseno del observador con estructura Hamiltoniana

Para este diseno considere las siguientes suposiciones
Suposicion 5. Condiciones de diseno

e Todos los parametros de este sistema electromecanico
se consideran conocidos.

e Las variables a medir son la posicién ¢ y el flujo
magnético ¢

De acuerdo con la clase definida por (1), el Hamiltoniano
puede reescribirse como

1
H(g,p,®)=—p*+ @ 29
(@0, ®) = 5—p° + @(21) (29)
2
con ®(z1) = mgq+ - (1 — q). Con base en esto es posible
dividir al sistema representado por (27) de la siguiente
forma

00 1 00 0 OH

. 000 0 R|| |0 Ba
lq] —— [~ —— SH 0
Sb = Tl T3 - Kl Kg 87 + V
P [—1 0] 0 00]] 0 Skl Lo

T Ky | 2 EX
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por lo que se obtiene que
8<I>(:U1)

T, = T3Pxy — Ky 91, + q1u (30)
) 0P (1)

To = —T3T B, + g2u (31)
en donde el gradiente de la funcién ®(x;) toma la forma
0D (x1) ¢ 2

=mg— > (1 - 2

9g (19 (32)
0®(z1)

==(1-gq). 33

=21 -a) (3

Para el sistema representado por (4.2) el observador
propuesto es el siguiente

s= B0 gy, gy @) oy
0x1 T
0B(x1) .. 0P(xz1) IB(x1)
+ o0x1 K 0x1 B o0x1 g (34)
o =s+ B(x1) (35)

el cual, de acuerdo a las matrices definidas toma la forma

_i 66(1)1)13 _ B(I’(J?l) + 8,8($1) la‘b(ﬂh)

m  Oq dq dp R 0p

B (1)
S (36)
p=s+pB(z1) (37)

La dinér_nica del error se define de la siguiente forma
p=p—p de lo que se obtiene

e (38)

Para que se cumplan las condiciones establecidas por la
Proposicién 1 la funcién S(z1) que se propone para este
sistema es

B(z1) = L1q (39)
donde %ﬁl) = L. Al sustituir la ecuacién anterior en la
dindmica del error se tiene

- IR

p=——"Lip (40)

m
con Ly # 0 la ganancia de disefio del observador. Para
caracterizar las propiedades de estabilidad del punto de
equilibrio se propone la siguiente funcién candidata de
Lyapunov

- 1.
V(p) = 5" (41)
Para garantizar estabilidad exponencial de p = 0 es

suficiente que en la derivada a lo largo de las trayectorias
del sistema de la funcién candidata de Lyapunov dada
por

o Ly _
V(p) = ——p
m

la ganancia L sea estrictamente mayor que cero.

(42)

4.8 Diserio del observador Venkatraman and van der
Schaft (2010)

Considere el sistema expresado por (27) junto con el
Hamiltoniano dado por (28), entonces el esquema de ob-
servacion propuesto en Venkatraman and van der Schaft
(2010) queda caracterizado por las siguientes ecuaciones

X R, .
b=—LB1-)+V +u (43)
1
4= —p+muvy
f)z—mg—!— (’5—2 + mug
2k
en donde
1 R . 1 .
vy =— |:6+?712+k{1_q+|90}+4]€2|%0+90:| &1+ var
1 R . 1 .
Vg = — |:5+Tn2+k{l—q+|@}+4k2|sﬁ+@:| §2+’Ud2

para este caso considere que el error para este esquema
de observacion se encuentra definido por £ = & — x por lo
tanto (£1,&2,&3) = (4,4, p—q), bajo estas consideraciones
V41 ¥ Vg2 quedan definidos de la siguiente forma

(R, P o
V1 = — [k(soq $a) = 5 (20 = 9) WP]
__[2_ ¢ | ¢ .
”d?[wm*m”?q

de esta forma se garantiza que la dindmica del error es
estrictamente pasiva desde (vg1,vq2) hasta (3, G).

Observacion 2. Para el esquema de observacién mostrado
en Venkatraman and van der Schaft (2010) se considera
también la Suposicién 5, con la diferencia de que el
esquema de observacién citado es un observador de orden
completo.

4.4 Evaluacion Numérica

Para realizar la evaluacion numérica de los esquemas de
control se considera el andlisis del levitador en lazo abierto
considerando como punto de operacién (¢*,q*,p* =
(9.9045,0.5,0)) con una entrada de control constante
igual a V = 0.0218. Los pardmetros empleados en el
sistema para la realizacion de la evaluacion numeérica se
muestran en la Figura 1.

Parametro Valor
Masa m 0.1[kg]
Resistencia R 0.20[Q?]
Numero de vueltas en el inductor k 50
Aceleracién de gravedad g 9.81%
Ganancia del observador Lj 10

Table 1.

En la Figura la se muestra el comportamiento del mo-
munetum observado (p), se puede observar cémo sin

Copyright© AMCA, ISSN: 2594-2492
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importar la condicién inicial se cumple con el objetivo
de observacién en alrededor 0.04[s]; mientras que en la
Figura 1b se muestra el desempeno del observador dado
(43) considerando solo la estimacién del momentum ante
diferentes condiciones iniciales, se puede observar como
en este caso el esquema de observaciéon cumple con su
objetivo cerca de los 0.4[s].

Momentum p
2 T T T
—p real
156 —pcon C.I. = 2
1 H
05Fk H
— —pcon C.I =2
=70 =
=
-0.5 1
q¢ -
151 7
2 I I I I I I I I I
0 0.01 002 003 004 005 006 007 008 009 01
Tiempo [s]

(a) Momentum p. Desempetio del observador con estructura Hamil-
toniana.

Momentum p
T

2 T

1.5

I
0 0.05 0.1

I
0.15 0.2

I I
0.25 0.3

Tiempo [s]

I
0.35 0.4

I
0.45 0.5

(b) Momentum p. Desempeifio del observador Venkatraman and van

der Schaft (2010)

Fig. 1. Comparacion entre ambos esquemas de obser-
vacion ante diferentes condiciones iniciales

Para complementar el andlisis en la Figura 2 se muestran
los errores de observacién, en la Figura 2a se muestra
el comportamiento del error de observacion del esquema
con estructura Hamiltoniana considerando el caso de la
condicién inicial o = 2, en donde se muestra que el error
de observacién del esquema con estructura Hamiltoniana
tiende a cero aproximadamente en 0.04[s] mientras que el
error de observacion obtenido por el esquema diseniado
en Venkatraman and van der Schaft (2010) tiende a
cero en 0.4[s] como se muestra en la Figura 2b. Para
complementar el andlisis en la Figura 2b se muestra el
comportamiento del error de observacién del esquema
reportado en Venkatraman and van der Schaft (2010)
considerando el caso de la condicion inicial o = 2

Para complementar este andlisis en la Figura 3 se mues-
tra la integral del error cuadratico de medio del error
de observacion para ambos esquemas considerando una
condicién inicial gy = 2
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Error de observacién p
T T T T

-0.5 b

I I I I I
005 006 0.07 0.08 0.09 0.1

Tiempo [s]

I I I I
0 0.01 002 0.03 0.04

(a) Error de observacién para el esquema con estructura Hamiltoni-
ana.

0 Error de observacién p
T T T T T T

-0.5F b

I
0 0.05 0.1

I
0.15 0.2

.
0.25 0.3
Tiempo [s]

I
035 0.4

I
045 05

(b) Error de observacién para el esquema Venkatraman and van der
Schaft (2010).

Fig. 2. Errores de observacion.

Error cuadratico medio

0.2 T T T

——Error cuadrético Venkatramn et al. (2010)
——Error cuadratico Observador Propuesto

015

JE 1
=
0.05 b
0 I I I I I I I I I
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
Tiempo [s]

Fig. 3. Integral del error cuadratico medio

es posible observar que ambos casos logran una medida
de desempeno constate con la diferencia que el esquema
disenado por Venkatraman and van der Schaft (2010)
posee un error cuadratico de observacién mas grande
que el esquema mostrado en este trabajo. Con el analisis
anterior es posible establecer lo siguiente

Observacion 3. Para garantizar que el observador Venka-
traman and van der Schaft (2010) cumpla con el objetivo
de observacién es necesario garantizar la existencia de
una ley de retroalimentacién que logre que el sistema
aumentado

Copyright© AMCA, ISSN: 2594-2492
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OH (x
= [(an, ) — R 22
: N . wOH(Z
b= (@, 0) — RG] S
sea estrictamente pasivo con respecto a la variedad M =
{(z,2)|z = 2} desde una entrada vy hasta el error de
observacién, esta condicién complica el diseno de las
ganancias del observador; en el esquema de observacién
presentado en este trabajo de investigacion se presenta
una metodologia que permite obtener de manera sis-
tematica las ganancias del observador, la desventaja de
este esquema radica en que es necesario que se cumpla
con la condicién de integrabilidad de la funcién §(x;) para
garantizar la convergencia del observador.

+ g(y)uz
)

+ g(y)uz + L1(21)v

Observacion 4. De acuerdo a la sintonizacién empleada,
el observador presentado en este trabajo de investigacién
cumple con el objetivo de observacién diez veces mads
rapido que el observador disenado en Venkatraman and
van der Schaft (2010).

5. CONCLUSIONES.

En el presente trabajo se muestra el diseno de un esquema
de observacién de orden reducido para una clase de sis-
temas Hamiltonianos controlados por puerto no lineales.
La clase de sistemas no lineales se encuentra caracterizada
por la estructura de la funcién de energia pero ademés a
través de las propiedades de interconexion de los sistemas
Hamiltonianos controlados por puerto es posible sistem-
atizar la metodologia de diseno asi como la obtencién de
las ganancias del observador. Adicionalmente se realizé la
validacién del esquema de observacién propuesto para el
levitador magnético y se comparo6 el resultado obtenido de
este esquema de observacién con un esquema similar en la
literatura reportado en Venkatraman and van der Schaft
(2010) en donde el observador diseniado en este trabajo
muestra mejores condiciones de desempeno ante variacién
de condiciones iniciales, una mayor velocidad de conver-
gencia y un menor valor en el error cuadratico medio.
La desventaja principal es que el observador disenado en
Venkatraman and van der Schaft (2010) corresponde a un
observador de orden completo mientras que el mostrado
en este articulo es un observador de orden reducido.
Como trabajo futuro queda pendiente extender la clase
de sistemas con la cual es posible trabajar de acuerdo a
la caracterizacién de la funcién energia de los sistemas.
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