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Abstract: In this paper, a nonlinear controller based on a computed torque control scheme
is proposed for solving the trajectory tracking problem of a 8 DOF mobile manipulator robot,
considering a (2,0) type differential mobile robot that satisfy its nonholonomic constraint.
A stability analisys using Lyapunov method is presented; semiglobal, uniformly ultimately
bounded (UUB) stability is proved. Numeric simulation with a circular parametric trajectory
using KUKA youBot model is shown. Results show an effective convergence and good control

performance.
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1. INTRODUCCION

El estudio de los robots manipuladores méviles (RMM)
se ha vuelto de interés debido a las posibilidades en el
ramo industrial Zhou et al. (2022), en temas de seguridad
Saitoh et al. (1995), de servicios Chi-wu and Ke-fei (2009),
en sistemas cooperativos Sugar and Kumar (1999) o
incluso en algo tan cotidiano como abrir una puerta,

Nagatani and Yuta (1995).

Una de las ventajas en este tipo de robots es el alcance que
se puede obtener a diferencia de un robot manipulador
fijo; ademas, la redundancia de los RMM permite alcanzar
o tomar posturas en algin punto del espacio imposibles
para un robot de base fija.

Se han estudiado diversas técnicas de control para el
seguimiento de trayectoria en este tipo de robots. Hay
trabajos en los que se anade una compensacién robusta
tomando como base un controlador PD clasico Chi-wu
and Ke-fei (2009), enfoques més sofisticados en donde se
disena un sistema de seguimiento adaptable basado en
redes neuronales Wang et al. (2014), o leyes de control
basada en un esquema ADRC Ningyue et al. (2015).

En este trabajo se propone un controlador por par cal-
culado, anadiendo términos de correccién sobre el error

* Se agradece el apoyo del CONACYT mediante el proyecto CB-
2017-2018-A1-S-26123.
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de posicién y compensacion de gravedad para resolver el
problema de seguimiento, tomando como modelo el robot
KUKA youBot, un RMM pensado con fines educativos y
de investigaciéon que cuenta con una base movil de tipo
omnidireccional —el cual se opera como una base diferen-
cial— y un manipulador de 5 GDL, Bischoff et al. (2011).
Se presenta un analisis donde se garantiza estabilidad
semiglobal y UUB del controlador, y se dan resultados
de simulacién.

La motivaciéon se encuentra en considerar la base tipo
diferencial, lo cual resulta en tener un sistema subactuado
no tan facil de controlar.

2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA.

En este caso, se define una trayectoria deseada para la
posicion cartesiana y orientacién de la plataforma movil
(z,y,60), y una diferente para el efector final que consi-
dera las coordenadas en el espacio y dos orientaciones
medidas desde el marco inercial (atef,yef,zef,g“ef,wef).
Se considera que ambas trayectorias comparten el espacio
de trabajo, es decir, que son alcanzables y la cinematica
inversa del robot tiene solucién.

Se considera la configuracién del robot mostrada en la
Figura 1, note que el mévil se considera de tipo uniciclo
y por lo tanto estd gobernado por el modelo cinematico

(1)
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(a) Vista lateral

Figura 1. Configuracién del robot.

T =vcosl
g =wvsind (1)
6 =uw

z,y son las coordenadas del mévil en el plano zg, yg; 6
es la orientacion del mévil con respecto a xg; v, w son las
velocidades longitudinal y angular, respectivamente.

Es bien sabido que este tipo de plataformas moviles
satisfacen la restriccién no holonémica:

Zsinf —gycosfd =0 (2)

Definimos los parametros:

" My, My, My, 3 = 1,...,5: Masas de la base movil, del
eslabédn fijo, y del i-ésimo eslabon del manipulador.

= hy, he: Distancia desde el piso hasta la base mévil, y
altura del mévil.

= R: Radio de las ruedas.

" D, Py, P-: Distancia al centro de masa del mévil.

= [: Distancia medida desde el eje longitudinal del
movil hasta una de sus ruedas.

= [;,1="0,1,...,5: Longitud del i-ésimo eslabén.

» L., % =">,1,...,5: Distancia al centro de masa del
i-ésimo eslabdn.

= 13, 7.: Radio medido desde el centro del eslabdn fijo
a la base del segundo eslabén, y al centro de masa
del primer eslabdén, respectivamente.

= [,: Distancia medida desde el centroide del mévil
hasta el centroide del eslabodn fijo.

o [, = diag(Lizx, Lyy, [;22), i = m,b,1,...,5: Tenso-
res de inercia del mévil y del i-ésimo eslabdn.

n bg,: Coeficiente de friccion viscosa relacionada con la
coordenada generalizada g;.

El vector de coordenadas generalizadas se define como

a=1[q1 g2 93 94 G5 96 Q7 QS]T =[zy 0 o1 ¢2 Pp3 P4 ¢5]T~
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(b) Vista superior (c) Efector final

2.1 Cinemdtica directa.

El vector de posicién que relaciona el marco de referencia
del efector final con el marco inercial es

T
°0, = [Tef Yer Zes] (3)

Tef =x + Ly cosO + [ry + Lo sin ¢ + Lz sin (¢ + ¢3)
+ (Lg + Ls) sin (¢2 + ¢35 + ¢4)] cos (¢1 — 0)

Yef =Y + Lysiné — [ry + Lo sin ¢g + Lg sin (¢2 + ¢3)
+ (La + Ls) sin (¢2 + @3 + ¢4)] sin (¢1 — 0)

Zef =hp + he + L1 + Ly + Lo cos ¢o + Ls cos (¢2 + ¢3)
+ (La + Ls) cos (¢2 + ¢3 + ¢a)

2.2 (Cinemdtica inversa.

De la Figura 1, las orientaciones del efector final son:

0 — 1 = Ces (4)
P2+ P3 + P4 = Yoy (5)

6 — tan~! (i) (6)

Podemos definir una orientacién deseada (s, en (4) y ob-
tener ¢,. Igualmente una posicién deseada para el efector
final [Ter, Yer, zefd}T en (3) y, en adicién con (5) (usando
una orientacién deseada t.y,), se obtiene un sistema de
ecuaciones no lineales que se puede resolver numéricamen-
te para ¢s, ¢3 y ¢4. Finalmente, la orientacion restante del
efector final estd directamente afectada por ¢s, por lo que
siempre podemos definir una funcién deseada dependiente
del tiempo.

donde
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2.8 Modelo dinamico.

El modelo dindmico completo del sistema estd dado por

D(q)§+C(q,9)a + G(q) + Fe(q,q9) =7  (7)

donde D(q) es la matriz de inercia, C(q,q) es la ma-
triz de Coriolis, G(q) es el vector de fuerzas gravita-
cionales, F¢(q,q) es el vector de fuerzas de friccién y

T=[Fy Fy 7c 71 T2 T3 T4 7'5]T es el vector de fuerzas y
torques del sistema, con F, y F), las fuerzas traslacionales
del movil sobre xg y yo respectivamente, 7. el torque con
el que gira el mévil respecto a su centro, y 75, 7 =1,...,5
los torques del j-ésimo eslabén. En la Figura 2 se muestran
todas las fuerzas y torques presentes en la plataforma
movil.

El problema del modelo (7) es que no cumple con la
restricciéon no holonémica (2). Por lo que se hace un
mapeo del modelo cinemdtico (1) incorporando la res-
triccién al modelo completo con una transformacién de
coordenadas q = S(q)n , vea Portillo Vélez (2013), donde

n=1[m n2 N3 Na N5 N6 777]T = [v 0 ¢1 b2 b3 ba ¢5]T es
un nuevo vector de estados, S(q) una matriz de rango
completo e invertible que genera el espacio nulo de A(q),
una matriz que se obtiene de reescribir la restriccién (2) en
la forma A (q)q = 0, por tanto se satisface ST(q)AT(q) =
0. Asi,

A(q) =[sinf —cos§ 0000 0 0]
rcos® 00000 0T
sinf 000000
0 100000
0 010000
S@=1 9 901000 (8)
0O 000100
0 000010
L 0 000001

Existe una relacién de torques y fuerzas entre el vec-
tor 7 y un nuevo vector de torques reducido Tyeq =
[Ti Ta T T2 T3 T4 T5]T donde 7; y 74 son los torques a
nivel de rueda del movil. Esta relacién se escribe como
7 = B(Q)Tred, a B(q) se le llama matriz de motorizacion.

1 1 ]
—cosf —cosf 00000
cos - cos

A

—sinf —sinf 00000

RL RL

B(q) = = ) 00000 ()

0 0 10000
0 0 01000
0 0 00100
0 0 00010
0 0 00001

Finalmente, el modelo que satisface la restriccién (2) es:

Rueda lzquierda Rueda Derecha

Figura 2. Descripcion de fuerzas y torques en la platafor-

ma mévil.

D(q)+C(q,q)n+G(q) +Fe(q,q) =7(q) (10)
G=S(a)n
Donde

D (q) =ST (q9)D(q)S(q)
C(q,4)=S"(q)D(q)S(a) +S" (a)C(q, @) S(a)

G(qa) =ST(a)G(q)
Fr(a,4) =S" (@) F(q,9)

7(q) = ST (@) B(Q) Trea

3. ESTRATEGIA DE CONTROL.

El problema de seguimiento de trayectoria para un robot
diferencial se puede resolver considerando un robot vir-
tual en un esquema lider-seguidor Infante et al. (2019);
Gutiérrez et al. (2017).
T

Sean qa = [q1a G2d q3d Gad G5d G6d Grd Gsd)

T
= [2q Ya Oa d1a P2d $3d4 Pad Ps4]  los valores deseados
para las posiciones; y ng = ST(qq)da =

[M1d N2d M3d Mad Msd Ned 777d]T

= [vd 04 gi)ld <i>2d <133d ¢34d q55d]T los valores deseados de
velocidad. Se toma en cuenta que todas las trayectorias
de referencia son funciones suaves y al menos dos veces
diferenciables con respecto al tiempo.

Se definen los errores de seguimiento en el marco local del
robot, con respecto al robot virtual,

er, cosf —sinf 077 Tqg— X
e =|e, | =|sinf cosf 0 Yd — Y (11)

eo 0 0 1 04— 0

Copyright© AMCA, ISSN: 2594-2492



Congreso Nacional de Control Automatico 2022,
12-14 de Octubre, 2022. Tuxtla Gutiérrez, México.

De manera general, se tienen los errores en los estados:

T
{eq =Qqd—4q= [em €y €9 €py C¢y €3 Coy 67?5}
ey =1a—1=[ey €o €4, €y Cpy oy €45
(12)
Se considera la ley de control
Tred =p! (q) H (q) [I_l (Q> 77) + ﬁd + ern
+U(q,qd,7a) + G*(q) + F¢(q,q)] (13)
Donde
P(q)=S"T(q)B(q), H(q)=D(q)
I'(q,n)=D""(q)C(q,q)n,
G*(q) =D " (q) G (q),
Fi(q,q) =D ' (q) F¢(q,q)
U(q,9qd;7a) = [u1 u2 u3 ug us ug url
uy = kier,, uz = kavg e er, +kseg
€9 ’
Uz = k46d)17 Uy = k5€¢2ﬂ us = k66¢3
Ug = k76q54’ ur = k86¢5

Se considera que las trayectorias de referencia para el
movil vy y 83 cumplen con la restriccién no holonémica.

Se consideran las ganancias

k;>0,i=1,...,8.

Kp £ diag(kp,, kp,, kg, kp,, ks, kg, kp,) € R77 es una
matriz diagonal definida positiva, U(q,qq,74a) es un
vector que corrige el error a nivel de posicién y G*(q)
es el término de compensacion de gravedad.

8.1 Dindmica en lazo cerrado.

Sustituyendo el control (13) en (10), se obtiene la ecuacién
en lazo cerrado:

é, + Kpey +U(q,qa,7a) =0 (14)
De (14), se pueden extraer las ultimas 5 ecuaciones
€pi + kp, s, +kivzey, =0, i=1,...,5. (15)

(15) se trata de un conjunto de 5 ecuaciones lineales y
desacopladas correspondientes a los eslabones del mani-
pulador, por lo que, haciendo las ganancias ky, ,,, kiy3 > 0
obtenemos estabilidad asintética para e, y €g,, es decir,
las posiciones y velocidades del manipulador. Esto se
puede extrapolar para un manipulador de n GDL.

Para la parte correspondiente al movil, se tiene el conjun-
to de ecuaciones siguiente:

€y + kp &y + kr6r, =0
.. ) sin (e 16
€9 + kp,€9 + kava 6( e)ery +ksesg =0 (16)
0
3.2 Dindmica de los errores.
Definimos los errores
. T
e, = [e,.m ér, €9 €p ev] (17)
. ) . ) . T
en = [6451 €p1 Cpy Coy Co3 €3 €y €y Cos ed’s] (18)

Donde (17) es el vector de errores correspondientes a la
base mévil, y (18) es el vector de errores correspondientes
al manipulador.

Definimos el vector completo del error como sigue

T

er = [e, e,] (19)

Tomando en cuenta la definicién de los errores en (11),
(12) y el modelo cinematico (1), se tiene:

€x =xq+ (ey —vg)cos (0g — ep)
éy = yd + (ev — vd) sin (9(1 — 69)
ér, =v4cos(eg)+ (9d - ée) r, + €y — g
. ! (20)
éry = (ég — Od) er, + Vg sin (69)
é9 = CEny
€p = €ni., 1=1,...,5.

Las ecuaciones (15), (16) y (20) conforman lo que llama-
mos dindmica de los errores.

Debido a la linealizaciéon que se logré en el lazo cerrado
para la parte del manipulador, solo es necesario demostrar
la estabilidad para la parte del mévil, es decir, para e,.

3.8 Andlisis de estabilidad.

Propoéngase la funcion candidata de Lyapunov

(kseg+é5+er) (21)

1 1
V(el") £ §]€1 (BEJL +€3y) + 5

Derivando respecto al tiempo y usando (20) y (16)

V (er) =kivqe,, (cos(eg) — 1) + kivge,, sin (eg)
sin (ep)

— kovg ée’ery - kpz ég - kple%; (22)

Luego, se quiere demostrar

Copyright© AMCA, ISSN: 2594-2492
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V (er) < ||k1vger, (cos(eq) — 1)|| + || k1vaer, sin (eq)||

sin (eg) . .
e e I L
(23)
Considerando que
ler || < llecll,  ler, || < ller
[éoll < llerll, leu]l < [lerl

Se acota (23) término a término de la siguiente manera:

ku [[vall ller. |l llcos (eq) = 1]l < 2k1 [|val| [ler||

ki [lvall [ler, | lIsin (e) || < E1 [[vall ler||

sin (eg) coc
T'y

ko < ko ||vall [ler?

Vq

kPQ HegH < kpz HeF”z

kp1 HegH < kpl HeF||2

De tal forma que (23) se puede re-escribir como sigue:

V (er) < 3ky [|vall ller|| + (kz [lvall — kp, — kp,) ||er||;4)

Se pueden establecer condiciones para asegurar que
V (er) < 0. De esta forma, se consigue una estabiliza-
cion semiglobal en un conjunto compacto que se puede
hacer arbitrariamente grande al ajustar los valores de las
ganancias (Khalil, 2015, pp. 198-199), donde el sistema

serd estable, aunque de forma acotada.

Condicion 1.  Se pueden elegir ganancias tales que
siempre se cumpla

ko Hvdll - kpz - kpl <0 (25)
Condicion 2. Es necesario que el término de la derecha
en (24) sea mayor que el término de la izquierda en
magnitud, esto genera un intervalo para la norma del

vector del error completo

3k1 [|vall
kpy + kp, — ko [|vdl

ler|| < (26)
De tal forma que se tiene un error acotado por arriba

por una cantidad positiva, esto se llama estabilidad UUB
(Khalil, 2015, p. 85).

4. SIMULACIONES NUMERICAS.

En esta seccion se presentan los resultados de simulacién
considerando una circunferencia para el mévil y una re-
ferencia manteniendo la orientacién respecto a la vertical

y la altura constantes para el efector final. Témense en
cuenta las ganancias de la Tabla 1 y los parametros
mostrados en Fuentevilla (2022).

De (1) y (6) se tienen los valores deseados para las
velocidades del mévil, que cumplen con la restriccién (2)

y va # 0.

. 8 A jf'dyd -;Iédyd

_ 2 2 _

va =I5+ Y5 Oa=—"5——
Ud

Se considera una trayectoria paramétrica circular con
centro en (¢, y.) = (—1,0) y radio r4 = 1 para el mdévil,
con un tiempo final de t; = 24 s.

2 2
i) = Tt sin (ﬂ-t>
ts t

f
2q(t) =x.+rqcos(d(t))
ya(t) =ye+rgsin(d (1))

(27)

(28)

Para el efector final se tiene una circunferencia con el
mismo centro, pero con un radio rep = 1.3.

Sef () =08(t)+sin! (L“’>

Tef

Tep, (t) = ac+1efcos(dey (1)) (29)
Yefa (t) = Y + refsin (6€f (t))
Zefq (t) =0.46

Se definen las orientaciones deseadas del efector final
como sigue:

Yera () =50 Ceors () = 60— (30)

Todas las condiciones iniciales son puestas en cero, excep-
to 0(0) = m/2. Ademas, se define ¢54(t) = 0.

Las gréficas de desempefio se muestran en la Figura 3.

5. CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO.

Se ha presentado un controlador que garantiza la conver-
gencia de un RMM de 8 GDL a una trayectoria deseada y
se ha validado en simulacién usando el modelo del KUKA
youBot. Se logré demostrar estabilidad semiglobal, unifor-
me y dltimamente acotada y se han dado las condiciones
en las que se satisface.

Como trabajo futuro seria interesante extender el control
al caso de sincronizaciéon con dos o mas RMM anadien-
do acoplamientos dindmicos con fines de manipulacién
cooperativa y una etapa de control de fuerza.
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