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Nacional, Ciudad de México, 07360, México (e-mail:
{ivan.cortes,marco.martinez,hrodriguez}@ cinvestav.mx).

∗∗ Departamento Académico de Sistemas Digitales, ITAM, Rı́o Hondo
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1. INTRODUCCIÓN

Uno de los problemas estudiados durante mucho tiempo
en la ingenieŕıa consiste en obtener el modelo de un
sistema a partir de la medición, en la mayoŕıa de los
casos imperfecta, de salidas y entradas disponibles. Esté
proceso se conoce en la literatura como identificación
de sistemas, siendo uno de los principales problemas
en dinámica y control de aeronaves. La identificación
de sistemas es la determinación de un modelo, a partir
de observaciones de entrada y salida, dentro de una
estructura de modelos al cual el sistema bajo evaluación
se considera equivalente (Zadeh, 1962).

En la mayoŕıa de los problemas de modelado de sistemas
dinámicos y control, una aeronave puede asumirse como
un cuerpo ŕıgido cuyas ecuaciones de movimiento están
gobernadas por las leyes de la f́ısica Newtoniana. La iden-
tificación de sistemas se utiliza para caracterizar fuerzas
y momentos, de origen aerodinámico y de propulsión,
o para verificar predicciones teóricas de diseño. En un
problema de identificación de sistemas debe establecerse
claramente las entradas y salidas disponibles, la estruc-
tura del modelo y como determinar adecuadamente los
parámetros desconocidos, fuera de ĺınea o en ĺınea.

La dinámica de un sistema no lineal, puede ajustarse a
una ecuación de regresión lineal (ERL). La ERL relaciona

⋆ El primer y tercer autor agradecen a CONACYT por el apoyo
económico con los CVUs: 1079258 y 1079221, respectivamente.

a las salidas del sistema con el producto de una matriz,
función de señales conocidas, y un vector que contiene a
los parámetros desconocidos. Es importante mencionar
que la matriz involucrada se conoce como matriz de
regresión. En el caso de una sola salida, se tiene un
vector de regresión. En ambos casos se puede utilizar
el término regresor para referirse a la matriz o vector
correspondiente.

Las solución clásica a este problema se basa en los esti-
madores de gradiente descendiente o de mı́nimos cuadra-
dos (Goodwin and Sin, 2014). La desventaja de estas
soluciones es que la matriz resultante de la multiplicación
del regresor por su transpuesta debe contener excitación
persistente para asegurar convergencia a los parámetros
desconocidos. Recientemente, se han propuesto técnicas
de estimación que han podido relajar considerablemente
la condición de excitación persistente, entre ellas, ex-
tensión y mezcla dinámica del regresor (EMDR) (Ara-
novskiy et al., 2017), ver además las recientes extensiones
del EMDR propuestas en (Ortega et al., 2020), (Bobtsov
et al., 2022) y (Ortega et al., 2022a).

La estimación de parámetros para cuatrirotores 1 es en
particular un problema de gran interés en la literatura de
aeronaves no tripuladas. En (Liu et al., 2018) se utiliza
el algoritmo de búsqueda del extremo para identificar

1 La palabra cuatrirotor se deriva de la palabra cuatrimotor, la
cual se encuentra registrada en el diccionario de la Real Academia
Española.
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parámetros del modelo planar del cuatrirotor. En (Yang
et al., 2021) se utiliza el método CIFER, algoritmo basado
en la respuesta frecuencial, para identificar parámetros
aerodinámicos. En (Mungúıa et al., 2019) se identifi-
can parámetros de un cuatrirotor utilizando el filtro de
Kalman. En (Kakanov et al., 2020) se estiman parámetros
f́ısicos de un cuatrirotor utilizando la versión original de
EMDR.

En este trabajo se aborda la estimación de los parámetros
f́ısicos: inercia, masa y coeficiente de resistencia al avance
de un cuatrirotor. El regresor se construye a partir de la
ecuación de balance de enerǵıa traslacional y rotacional
como se propone en (Romero et al., 2021). El problema
de estimación se resuelve utilizando dos versiones del
método DREM, las propuestas en (Aranovskiy et al.,
2017) y (Ortega et al., 2020). Por medio de simulaciones
numéricas se muestra que el error de estimación de
parámetros converge a cero en ambos casos y se describen
las diferencias entre ambos estimadores.

El art́ıculo se organiza en la siguiente forma. La Sección 2
describe los métodos de estimación de parámetros en ĺınea
que se consideran en este trabajo. La Sección 3 presenta
la solución al problema de estimación de parámetros
en un cuatrirotor. La Sección 4 presenta los resultados
de simulación, el art́ıculo termina con la Sección 5 que
contiene las conclusiones sobre este trabajo.

2. ESTIMACIÓN DE PARÁMETROS EN LÍNEA

El problema de estimación de los parámetros Θ ∈ R
q

puede plantearse como un problema de observación de
estados para un sistema dinámico de la forma

Θ̇ = 0

con salida
y = X⊤Θ (1)

donde y ∈ R y X ∈ R
q
, siendo el regresor, ambas

dependiendo de señales medibles y conocidas. La relación
en (1) define a una ERL. A partir de y y X se desea
estimar el vector de parámetros Θ. Se define el error de
estimación e como

e = X⊤Θ̂− y = X⊤(Θ̂−Θ) = X⊤Θ̃ (2)

con Θ̃ el error paramétrico. De esta forma, si se asegura
que dicho error converge hacia cero, entonces la única
solución de (2) es e → 0. Proponiendo como función de
Lyapunov

V = Θ̃⊤Θ̃ (3)

y al definir
˙̂
Θ = −κ0XX⊤Θ̃ (4)

con κ0 ∈ R una ganancia positiva, se obtiene

V̇ = −2κ0e
⊤e = −2κ0Θ̃

⊤XX⊤Θ̃

La convergencia de Θ̃ a cero, requiere suposiciones adi-
cionales sobre el regresor X. Notar que la matriz XX⊤

es semi definida positiva y tiene rango igual a 1, por
lo que satisfacer la condición λmin(XX⊤) ≥ 2α, con

α > 0 es imposible. 2 Sin embargo, como X es un vector
variante en el tiempo se espera tener información sufi-
ciente para que Θ̃ converja a cero. La disponibilidad de
información suficiente a lo largo del tiempo se establece
con la condición de excitación persistente (PE). Se dice
que el regresor X tiene excitación persistente si existen
constantes positivas α1, α2 y δ tales que

α2I ≥

∫ t0+δ

t0

X(τ)X(τ)⊤dτ ≥ α1I, ∀ t0 ≥ 0 (5)

donde I es la matriz identidad. Si el regresor X tiene
exitación persistente entonces la ecuación diferencial

˙̃Θ = −κ0XX⊤Θ̃

tiene un punto de equilibrio en Θ̃ = 0 globalmente
exponencialmente estable. El estimador (4) se implementa
como sigue

˙̂
Θ = −κ0X

(

X⊤Θ̂− y
)

Las opciones para relajar la condición establecida en (5)
son limitadas, la primera es generar un nuevo regresor
como el que se propone en (Korotina et al., 2022) y
(Romero et al., 2021) y la segunda es modificar la ecuación
de salida como se propone en (Aranovskiy et al., 2017).

2.1 Mezclar y filtrar

En la sección IV. B de (Ortega et al., 2020) se propone un
regresor extendido a lá Kreisselmeier’s. El cual consiste
en multiplicar por la izquierda la salida de (1) porX, para
llegar a

Y = X Θ (6)

donde
Y = Xy, X = XX⊤

con Y ∈ R
q
y X ∈ R

q×q
. Después, se filtra (6) aplicando

un operador lineal y estable SISO (single-input single–
output) y BIBO (bounded-input bounded-output) denotado
por G(s). Al definir

Ȳ = G(s)Y , X̄ = G(s)X ,

la (nueva) ERL resultante de (6) toma la forma

Ȳ = X̄ Θ. (7)

Pre-multiplicando a (7) por la matriz adjunta de X̄ , se
obtiene 3

adj(X̄ )Ȳ = det(X̄ )IΘ (8)

con I ∈ R
q×q

la matriz identidad. La ecuación (8) define
q–ERLs escalares de la forma

yi = det(X̄ )Θi, i = 1, · · · , q

con y = adj(X̄ )Ȳ . Ahora, proponiendo los siguientes q–
estimadores tipo gradiente descendiente normalizados

˙̂
Θi = κ0

det(X̄ )

1 + det(X̄ )2

(

det(X̄ )Θ̂i − yi

)

, (9)

2 λmin(A) denota el valor propio mı́nimo de la matriz A.
3 Se ha considerado la identidad adj(A)A = det(A)I para cualquier
matriz cuadrada A.
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con κ0 un parámetro libre. Tenemos que, considerando
como función de Lyapunov (3), su derivada en el tiempo
a lo largo de las trayectorias de (9) llega a ser

V̇ = −κ0
det(X̄ )2

1 + det(X̄ )2
Θ̃⊤Θ̃. (10)

Asumiendo que det(X̄ )2 ̸∈ L2, entonces Θ̃i → 0
asintóticamente. Más aún, si det(X̄ )2 es de excitación

persistente entonces la convergencia a cero de Θ̃i es de
forma exponencial.

2.2 Señales retardadas

Los estimadores en (4) y (9) funcionan con datos
disponibles en cada instante de tiempo t, sin aprovechar
datos disponibles en instantes de tiempo anteriores. Una
solución a esta desventaja se propone en (Aranovskiy
et al., 2017) como sigue. Defina q−1 operadores de retardo
de la forma

G(esτ ), G(e2sτ ), · · · , G(e(q−1)sτ )

con τ el valor del retardo. Con un ligero abuso de
notación, a partir de (1) se definen las siguientes señales

ȳ =













y
G(esτ )y
G(e2sτ )y

...

G(e(q−1)sτ )y













, X̄ =















X⊤

G(esτ )X⊤

G(e2sτ )X⊤

...

G(e(q−1)sτ )X⊤















.

Por lo tanto, se puede construir la siguiente ERL

ȳ = X̄Θ

con ȳ ∈ R
q
y X̄ ∈ R

q×q
. Al multiplicar ambos lados por

la matriz adjunta de X se tiene

adj(X̄)ȳ = det(X̄)IΘ. (11)

Al igual que el caso anterior, ahora la relación en (11)
define q–ERLs de la forma

ŷ = det(X̄)Θi, i = 1, · · · , q

con ŷ = adj(X̄)ȳ. Se proponen q–estimadores tipo gradi-
ente descendiente normalizados de la forma

˙̂
Θi = κ1

det(X̄)

1 + det(X̄)2

(

det(X̄)Θ̂i − ŷi

)

(12)

con κ1 una ganancia de sintonización (positiva). La
derivada de la función de Lyapunov (3) a lo largo de las
trayectorias de (12) es

V̇ = −κ1
det(X̄)2

1 + det(X̄)2
Θ̃⊤Θ̃ (13)

De forma similar al caso anterior, concluimos que, Si
det(X̄)2 ̸∈ L2, entonces Θ̃i converge asintóticamente a

cero. Si det(X̄)2 tiene excitación persistente entonces Θ̃i

converge a cero es de forma exponencial.

Al comparar las ecuaciones (10) y (13) puede observarse
que la convergencia de los errores paramétricos a cero de-
pende de que los determinantes de X̄ y X̄ no sean señales
L2 o que satisfagan la condición de excitación persistente

(5). En lo que sigue se comparan los funcionamientos de
los estimadores (9) y (12) para el caso de la estimación
de parámetros f́ısicos de un cuatrirotor.

3. ESTIMACIÓN DE PARÁMETROS PARA UN
CUATRIROTOR.

X

Y Z

X

i

i i

b

b

Y

Z
b

Fig. 1. Cuatrirotor.XiY iZi sistema de referencia inercial,
XbY bZb sistema de referencia cuerpo.

El modelo dinámico del cuatrirotor que se considera en
este trabajo está descrito por las siguientes ecuaciones
diferenciales, en coordenadas cuerpo e inerciales, ver
Figura 1

mẌ = F i
g + F i

p + F i
a

JΩ̇ = −Ω× JΩ+M i
p,

(14)

donde m es la masa, X = [ x y z ]
⊤

es la posición
traslacional, F i

g, F i
p y F i

a son las fuerzas de gravedad,
propulsión y aerodinámicas expresadas en ejes inerciales,
definidas como

F i
g = mge3, F

i
p = −TTRe3, F

i
a = −KẊ (15)

con g la constante gravitacional, e3 = [ 0 0 1 ]
⊤
, TT

el empuje total de los cuatro rotores, R ∈ SO(3) la
matriz de rotación de ejes cuerpo a ejes inerciales y K =
diag{µx, µy, µz} la matriz de coeficientes aerodinámicos.
Además, J = diag{Jxx, Jyy, Jzz} es la matriz de inercia,

Ω = [ p q r ]
⊤

la velocidad angular en ejes cuerpo y

M b
p = [Mx My Mz ]

⊤

los momentos aplicados.

Objetivo de estimación. Suponga que los estados X,
Ẋ, R y Ω son medibles. Además, suponga que se tiene
acceso a las entradas de control TT y M b

p . Estimar los
parámetros f́ısicos del cuatrirotor J , K y m.

Siguiendo la metodoloǵıa propuesta en (Romero et al.,
2021)–la cual se basa en el balance de enerǵıa del sistema–
tenemos que para resolver el problema de estimación
de los parámetros f́ısicos en el cuatrirotor es necesario
generar una salida pasiva que incluya a los parámetros que
se desean estimar. En este caso, se construyen dos salidas
pasivas a partir de las siguientes funciones de enerǵıa
asociadas al cuatrirotor.

ET =
m

2
Ẋ⊤Ẋ −mgX⊤e3, ER =

1

2
Ω⊤JΩ. (16)

con ET la función de enerǵıa traslacional y ER la función
de enerǵıa rotacional. Derivando las funciones de enerǵıa
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a lo largo de las trayectorias del cuatrirotor (14) toman
la forma

ĖT = −TT Ẋ
⊤Re3 − Ẋ⊤K Ẋ, ĖR = Ω⊤M b

p . (17)

Es importante notar que las funciones de enerǵıa en (16)
dependen de los parámetros a estimar. De esta forma,
las ecuaciones de balance de potencia (17) se pueden
identificar dos señales medibles, estas son,

yT = −TT Ẋ
⊤Re3, yR = Ω⊤M b

p . (18)

Ahora, definiendo al operador G(s) como un filtro lineal
invariante en el tiempo, de la forma G(s) = 1

λ+s
con

s = d
dt

y λ > 0. Aplicándolo a (17), tenemos que el lado
izquierdo se puede reescribir como

G(s)sET =
m

2
G(s)s(Ẋ⊤Ẋ)−mgH(s)s(X⊤e3)

G(s)sER =
1

2
G(s)s

(

Ixxp
2 + Iyyq

2 + Izzr
2
)

.
(19)

Por lo tanto, se tienen dos ELRs escalares de la forma

YT = XTΘT , YR = XRθR (20)

con

XT = G(s)

[

s

(

Ẋ⊤Ẋ

2
− gX⊤e3

)

(

ẋ2 + ẏ2
)

ż2

]

,

XR = G(s)s

[

1

2
p2

1

2
q2

1

2
r2
]

,

ΘT = [m µx µz ]
⊤
, ΘR = [ Ixx Iyy Izz ]

⊤

y
YT = G(s)yT , YR = G(s)yR.

Debido a la simetŕıa del cuatrirotor se considera que
µx = µy. A partir de las ERLs en (20) se construyen
seis ERLs escalares de la forma (10) y (13) siguiendo los
procedimientos descritos en la sección anterior.

4. SIMULACIONES NUMÉRICAS

La simulación se realiza en Matlab-Simulink. Se con-
sideran los siguientes parámetros f́ısicos El cuatrirotor

Parámetro Valor Parámetro Valor
Jxx 0.0218 m 1.2
Jyy 0.0218 µx 0.72
Jzz 0.0339 µy 0.9

despega en el origen y visita cuatro puntos de referencia.
El control implementado en el cuatrirotor es el reportado
en (Rodŕıguez-Cortés, 2022).

En el método de mezclar y filtrar, el valor de λ es muy im-
portante, pues este mismo, junto a las ganancias, modifi-
can el valor del determinante. En el método de las señales
retardadas, el valor del retraso afecta al determinante,
siendo necesario que las ganancias requieran un mayor o
menor valor en función del retraso. El objetivo durante la
sintonización es llevar al error de estimación ei = Xi−yi

con i = T,R, a cero, ya que es la única referencia con la
que se cuenta. Esto se logra de manera rápida si el cambio
de valor del determinante es lo suficientemente grande.
Observar las figuras 2, 3, 10 y 11, las cuales corresponden

a las gráficas de los determinantes de la dinámica rota-
cional y traslacional, por el método de mezclar y filtrar y
el método de señales retardadas, respectivamente.

En las figuras 4 y 5 se observa la convergencia de los
errores de la dinámica rotacional, mientras que en las
figuras 6 y 7 se muestra el error de la señal ỸR de
la dinámica rotacional. Podemos notar que el error de
las señales convergen de manera asintótica por ambos
métodos. Finalmente, en las figuras 8 y 9 se muestra la
convergencia de los valores estimados, coincidiendo estos
valores con los considerados durante la programación del
modelo dinámico del cuatrirotor.
Las figuras 12 y 13 presentan las convergencia de los
errores de la dinámica traslacional, aśı mismo, en las
figuras 14 y 15 se puede observar el error de la señal ỸT .
Al igual que en la dinámica rotacional, el error converge
a cero de manera asintótica. En las figuras 16 y 17 se
aprecia la convergencia de las señales estimadas a los
valores considerados en el modelo programado.

0 1 2 3 4 5

0

100

200

300

400

Fig. 2. Determinante de la matriz X̄R para la dinámica
rotacional por el método de mezclar y filtrar.

0 1 2 3 4 5

0

50

100

150

200

Fig. 3. Determinante de la matriz X̄R para la dinámica
rotacional por el método de señales retardadas.

0 1 2 3 4 5

-0.035

-0.03

-0.025

-0.02

-0.015

-0.01

-0.005

0

Fig. 4. Error de estimación de parámetros de la dinámica
rotacional Θ̃R por el método de mezclar y filtrar.
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0 1 2 3 4 5

-0.035

-0.03

-0.025

-0.02

-0.015

-0.01

-0.005

0

Fig. 5. Error de estimación de parámetros de la dinámica
rotacional Θ̃R por el método de señales retardadas.

0 1 2 3 4 5

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

Fig. 6. Error entre la salida medida y la estimada para la
dinámica rotacional eR por el método de mezclar y
filtrar.

0 1 2 3 4 5

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

Fig. 7. Error entre la salida medida y la estimada para
la dinámica rotacional eR por el método de señales
retardadas.

0 1 2 3 4 5

0

0.01

0.02

0.03

0.04

Fig. 8. Convergencia de los parámetros estimados a sus
valores para la dinámica rotacional por el método de
mezclar y filtrar.

5. CONCLUSIONES

En esta nota se presentaron dos métodos diferentes para
generar un conjunto de nuevas ERL’s escalares para un
cuatrirotor, las cuales son utilizadas para estimar sus
parámetros f́ısicos haciendo uso de un gradiente descendi-
ente normalizado. La regresión lineal original del cuatriro-
tor se obtiene utilizando el balance de enerǵıa del sistema,

0 1 2 3 4 5

0

0.01

0.02

0.03

0.04

Fig. 9. Convergencia de los parámetros estimados a sus
valores para la dinámica rotacional por el método de
señales retardadas.

0 1 2 3 4 5

0

1

2

3

4
10

-8

Fig. 10. Determinante de la matriz X̄T para la dinámica
traslacional por el método de mezclar y filtrar.

0 1 2 3 4 5

-6

-5

-4

-3

-2

-1

0

10
-4

Fig. 11. Determinante de la matriz X̄T para la dinámica
traslacional por el método de señales retardadas.

0 1 2 3 4 5

-1.2

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

Fig. 12. Error de estimación de parámetros de la dinámica
traslacional Θ̃T por el método de mezclar y filtrar.

que genera una ERL de menor dimensión –que computa-
cionalmente es menos demandante–que la propuesta de
manera común en la literatura (Niemeyer and Slotine,
1991). De esta forma, los nuevos regresores generados
por las metodoloǵıas (Aranovskiy et al., 2017) y (Ortega
et al., 2020) permiten relajar la condición de excitación
persistente y asegurar la estimación de los paramétros.
Como trabajo futuro se pretende utilizar nuevos esti-
madores como los propuestos en (Korotina et al., 2022) y
(Ortega et al., 2022b); y realizar control adaptable para
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0

Fig. 13. Error de estimación de parámetros de la dinámica
traslacional Θ̃T por el método de señales retardadas.
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0.4

0.6

0.8

1

1.2

Fig. 14. Error entre la salida medida y la estimada para
la dinámica traslacional eT por el método de mezclar
y filtrar.
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0.15
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0.25

0.3

Fig. 15. Error entre la salida medida y la estimada para
la dinámica traslacional eT por el método de señales
retardadas.
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Fig. 16. Convergencia de los parámetros estimados a sus
valores para la dinámica traslacional por el método
de mezclar y filtrar.

el cuatrirotor utilizando estas nuevas regresiones lineales
(Romero et al., 2021).

REFERENCIAS

Aranovskiy, S., Bobtsov, A., Ortega, R., and Pyrkin, A. (2017). Per-
formance enhancement of parameter estimators via dynamic re-
gressor extension and mixing*. IEEE Transactions on Automatic
Control, 62(7), 3546–3550. doi:10.1109/TAC.2016.2614889.

0 1 2 3 4 5

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

Fig. 17. Convergencia de los parámetros estimados a sus
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