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Abstract: This work is devoted to the stabilization of linear systems with distributed delay.
The approach is based on a prediction-observation protocol that allows compensating input
time-delay. The proposed control scheme is tuned by optimizing the smoothed spectral abscissa,
which is a smooth relaxation of the non-smooth spectral abscissa function, and provides a
trade-off between the decay rate and the Ho norm of the system. The proposed controller is
applied to the stabilization of combustion in rocket motor chambers.
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1. INTRODUCCION

Los retardos de tipo distribuido aparecen en una amplia
gama de aplicaciones, por ejemplo, en el modelado de
epidemias, redes neuronales, sistemas de trafico, ver, por
ejemplo, (Stépan, 1998; Sipahi et al., 2008; McCluskey,
2010; De la Sen et al., 2015; Michiels et al., 2009; Sardar
et al., 2021; Wei et al., 2021).

Algunas herramientas para el analisis de estabilidad de los
sistemas con retardos distribuidos se basan en enfoques
en el dominio de la frecuencia (Morarescu et al., 2007;
Michiels et al., 2010), o en enfoques en el dominio del
tiempo, que suelen recaer en desigualdades lineales ma-
triciales (Xie et al., 2001; Zheng and Frank, 2002; Chen
and Zheng, 2007; Liu et al., 2016, 2019; Feng et al., 2019,
2020), o en la matriz de Lyapunov (Mondié et al., 2011;
Egorov et al., 2017).

Los retardos en los lazos de control pueden suponer
importantes retos y limitaciones. Un enfoque eficaz para
tratar los retardos en la entrada es emplear una prediccién
del estado futuro del sistema en el lazo de realimentacién,
compensando asi el retardo.

Algunos controladores basados en predictores son los
métodos de reduccién (Artstein, 1982) y de asignacién
de espectro finito (Manitius and Olbrot, 1979), definidos
por una ecuacién integral implicita en funcién del estado
del sistema y de los valores de entrada pasados, o su
versién filtrada, el llamado predictor dindmico (Mondié
and Michiels, 2003; Kharitonov, 2015), descrito mediante
una ecuacién diferencial con retardo distribuido.

* Este trabajo fue apoyado por el proyecto CONACYT A1-S-24796.

En Najafi et al. (2013), se propone un controlador denom-
inado observador-predictor, donde se proveen condiciones
suficientes para la estabilizaciéon de sistemas lineales con
retardo en la entrada en términos de la solucién de de-
sigualdades lineales matriciales. El método propuesto en
Najafi et al. (2013) fue recientemente extendido a sistemas
lineales con retardo en el estado y en la entrada en Zhou
et al. (2017).

En esta contribucién, motivados por los controladores
basados en observadores desarrollados por Najafi et al.
(2013) y Zhou et al. (2017), se propone un método para
compensar el retardo en la entrada de sistemas con re-
tardo puntual y distribuido. La estabilidad del sistema
en lazo cerrado se demuestra invocando el principio de
separacion entre el error de prediccion y la ley de control
de realimentacion. La sintonizacién tanto de las ganancias
de realimentacién de estado como de las ganancias del
observador se realiza optimizando la abscisa espectral
suave, una medida de estabilidad introducida en Van-
biervliet et al. (2009) para sistemas libre de retardo y
recientemente extendida al caso de sistemas con retardos
puntuales (Gomez and Michiels, 2019) y retardos dis-
tribuidos (Vite et al., 2021).

La presente contribucién se organiza como sigue: en la
Seccién 2 se plantea el problema. El método propuesto
se detalla en la Seccién 3 y se ilustra en la Seccion 4. El
articulo termina con algunos comentarios finales.

Notacién: la norma Euclidiana se denota por || - ||. La
vectorizaciéon de una matriz A € R™ P se denota por
vec(A) € R™>1 obtenida apilando las columnas de A.
La matriz identidad y la matriz nula de dimensiones
apropiadas se representan por I y 0, respectivamente.
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2. FORMULACION DEL PROBLEMA

Considere el sistema lineal con retardo en la entrada de
control de la forma

A(t) =Agz(t) + Arz(t — )+ (1)

0
/ G(0)z(t + 0)dd + Bu(t — ) + D&(t), t >0,
—h

donde z(t) € R™, u(t) € Ry &(t) € R son el vector
de estado, la entrada de control y la senal exdégena, re-
spectivamente, 7, h, y 7 € RT son los retardos, A; €
R*™ 5 =0,1, Be R*", D e R*"y G) : [-h,0] —
R™ ™ es una funcién matricial continua. Denotamos por
z(t,») la solucién del sistema (1) con la funcién ini-
cial ¢ que pertenece al espacio de funciones vectoriales
continuas a trozos en [—maz{r,h,7},0], denotado por
PC([—mazx {r,h,7},0],R™).

Suposicion 1. El sistema con retardo puntual y dis-
tribuido de la forma

2(t) =Apz(t) + Ar12(t — r)+

/ G(o

puede ser estabilizado por la ley de control de reali-
mentacién de estado

u(t) = Foz(t) + Frz(t — ), (3)
donde Fj and F}; son ganancias de control de dimensiones
adecuadas.

z(t + 60)d6 + Bu(t) + DE(t), >0, (2)

El problema considerado en este trabajo es disenar una
ley de control bajo la cual el sistema (1), para t > T,
coincida con (2).

3. RESULTADOS PRINCIPALES

En esta seccidén, se presenta un esquema de control basado
en observadores de estado para compensar el retardo en la
entrada del sistema (1). El esquema de control propuesto
en este trabajo se basa en el observador de Luenberger,
similar al presentado en Najafi et al. (2013) y Zhou et al.
(2017).

8.1 Observador-predictor para la compensacion de retardo
en la entrada

Considere el siguiente controlador basado en un obser-
vador de estado

2(t) =Ao2(t) + Ara(t —7) + /_ Oh G(0)2(t + 0)do+

L(z2(t — 1) — 2(t)) + Bu(t),
u(t) :Foé’(t) + Flé(t — T)7
(4)
donde %(t) € R™ es el estado predicho y L € R™ ™ es la
matriz de ganancia del observador.

El observador-predictor (4) es una copia de la dindmica
de la planta (1) con 7 = 0 més un factor de correccién.

La dindmica del error de observacion es
0
é(t) =Ape(t) + Are(t — ) + / G(0)e(t + 6)do+
—h

Le(t — ) — DE(1), (5)
la cual se obtiene calculando la derivada temporal del
error de prediccién definido como

e(t)=2(t—1)— 2(t). (6)

El sistema en lazo cerrado (1),(4) resulta
Z(t) Z(Ao + BFo)Z(t) + (Al + BFl)Z(t — 7“) + BFoe(t)+

BFe(t —r) + /0 G(0)z(t + 0)d0 + DE(t).  (7)

Por lo tanto, bajo la suposicion 1 y en vista de la
linealidad de (5) y (7), el sistema en lazo cerrado (1),(4)
es estable si la dindmica de error de observacién (5) es
estable.

La matriz de ganancia L del observador-predictor debe
ajustarse de tal manera que el sistema (5) tenga una
convergencia rapida. Este problema puede formularse
como la minimizacién sobre L de la abscisa espectral del
sistema (5) definido como

a(l) ;== sup{Re(s) : det H(s) =0, s € C}, (8)
donde ! := vec(L) y

0
H(s):= (s[ —Ay—Aje " — Le T — / G(G)esedﬁ) .
—h
Sin embargo, dado que «(l) es en general una funcién no
suave con respecto a los pardmetros del sistema (Michiels
and Niculescu, 2014), su optimizacién requiere algoritmos
y software especificos.

En este trabajo, para sintonizar la ganancia L, se emplea
una nueva medida de estabilidad denominada abscisa
espectral suave introducida en Gomez and Michiels (2019)
para sistemas con retardos puntuales y recientemente
extendida al caso de sistemas con retardos distribuidos
en Vite et al. (2021).

La abscisa espectral suave del sistema (5) se denota por
a.(1) y se define como el mapeo [ — @.(l) que resuelve de
forma tnica la ecuacién

Flba) = 7,

donde € es un nimero positivo dado, y
Flsy) =l = Hy (s )Dllmv
H,(s) =sI — (Ag —s41) — Are™*"e %"~

7ST 787 / G

La optimizacion de la abscisa espectral suave puede for-
mularse como un problema de minimizacién sin restric-
ciones de la forma

s+s.y

con s, > a(l).

in ad(l). 9
,min, @ () 9)

Copyright© AMCA, ISSN: 2594-2492
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La propiedad de suavidad de @&.(l) permite el empleo de
técnicas estandar basadas en el gradiente para su solucién,
en contraste con la minimizaciéon de la abscisa espectral
a(l).

Dado que @.(I) — «a(l) cuando ¢ — 0, el minimizador
1*(€) se aproxima a un minimizador de la abscisa espectral

para valores de € cercanos a cero, asegurando una rapida
convergencia del sistema (5).

El Algoritmo 1, resume el procedimiento para la estabi-
lizacién del sistema (5) mediante la optimizacién de la
abscisa espectral suave, ver Vite et al. (2021) para més
detalles.

Algoritmo 1

Requerir: € > 0 y vector de pardmetros iniciales lg

1:  mientras & (I*) > 0 realizar:

2 resolver el problema de minimizacién (9) con lg
3 disminuir e

4 sier0

5: actualizar lp y € > 0

6

7

D

fin si
fin ciclo
evolver: parametros de estabilizacién [*.

3.2 Cadena de sub-predictores para la compensacion de
retardo

Con el fin de compensar grandes retardos en la entrada del
sistema (1), 7 es dividido en N € Z* tramos y se aplica
una estructura secuencial de sub-predictores. La cadena
de sub-predictores propuesta se basa en los esquemas de
control desarrollados en Najafi et al. (2013) y Zhou et al.
(2017), donde cada sub-predictor predice los estados para
A; = & segundos por delante.

Teorema 1. Considere valida la Suposicion 1. Considere
el controlador de la forma

éz(t) =A02i(t) —+ A12¢(t — r) + Li(fi(t — A-,—) — 7:’7;+1(t))+

0
/ G(0)2i(t + 0)dO + Bu(t — (i — 1)Ar)
—h

,%N(t) ZAQ,%N(t) + A12N(t — T) +LN(2N(t — A-,—) — Z(t))+

0
/ G(0)2n(t+0)d9 + Bu(t — (N —1)A7)
—h
u(t) = Foz1(t) + Fiz1(t —r),

(10)
donde ¢ = 1, N — 1. Entonces, el sistema en lazo cerrado
(1),(10) es estable si los siguientes sistemas son estables

ez(t) :Aoei(t) + Alei(t — ’I") + Lzez(t - A.,—)+
/0 G(@)e;(t+0)df, i=1,N -1 (11)
—h
éN(t) :AoeN(t) + AleN(t — T) + LNeN(t — AT)+

/0 G(0)en (t + 0)d0 — DE(t).

—h
Demostracion 1. Al introducir los errores de prediccién
ei(t) :él(t — (N — 14 1)AT) — Zit1 (t — (N — i)AT),
en(t) =2n(t — A;) — 2(b),

(12)

donde ¢ =1, N — 1, se sigue que
21t — NA;) = z(t) + e1(t) +ea(t) + ... +en(t),
parat > 0.

(13)

El sistema (1) en lazo cerrado con el controlador (10) es

2(t) =Aoz(t) + Arz(t — ) + /0 G(0)z(t + 0)do+
—h
B(Fpz21(t— NAL) + Fiz1(t —r — NA;)) + DE(Y).

En vista de los errores de prediccién e;(t), i = 1,N, y
de la ecuacién (13), el sistema de lazo cerrado (1),(10)
satisface

2(t) =(Ao + BFy)z(t) + (A1 + BFy)z(t)+

0
/ G(0)z(t + 0)do + DE(t)+
—h
BFy(ei(t) +ex(t) + ... +en(t))+
BFi(e1(t—71)+ et —r)+...+en(t—1)),
(14)
mientras que las dindmicas de los errores de prediccién
resultan

ez(t) :Aoei(t) + Alei(t — 7") + Llez(t — AT)—
0
Li+1€i+1(t - AT) + / G(G)el(t + 9)d0,
—h

éN(t) :AoeN(t) + A1€N(t — T‘) + LNeN(t — AT)-F

/ ' G(0)en (t + 0)do — DE(L), (15)
—h

con ¢ = 1,N —1. Debido a la estructura triangular
superior del sistema en lazo cerrado (14), (15), el sistema
en lazo cerrado (1), (10) es estable si los siguientes
sistemas

1o(t) = (Ao + BFo)no(t) + (A1 + BF1)no(t —r)+

/O G(O)no(t + 0)d6 + DE(E),
—h
ni(t) = Aoni(t) + Aumi(t —7) + Lini(t —

0
/ GO)n;(t+0)do, i=1T,N—1
—h

nn(t) = Aonn (t) + Ay (t —r) + Lynn (t — A7)+

0
/ G(0)nn(t + 0)do — DE(t)

—h
son estables. En vista de la Suposicién 1, la estabilidad
del ultimo conjunto de ecuaciones es equivalente a la
estabilidad de los siguientes sistemas

el(t) = Aoei(t) + Alei(t — ’I’) + Llez(t — AT)+

Ar)+

/O G(O)ei(t+0)do, i =T, N =1
“h
éN(t) = AoeN(t) + AleN(t — T) + LNeN(t — A-,—)-i—
0
/ G(0)en (t + 0)do — DE(D).
—h

Con esto finaliza la demostracion.

Copyright© AMCA, ISSN: 2594-2492
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Similar al caso de un observador-predictor, las dindmicas
de los errores de observacién (12) pueden estabilizarse
optimizando la abscisa espectral suave.

La estrategia de estabilizacion propuesta para el sistema
(1) puede resumirse como sigue:

(1) Considere el sistema libre de retardo (2). Obtener
las ganancias estabilizantes Fy y F; del sistema en
lazo cerrado (2),(3) y calcular su abscisa espectral
denotado por a(k). La estabilizacién del sistema
en lazo cerrado (2),(3) puede realizarse mediante la
optimizacion de la abscisa espectral suave aplicando
los resultados en Vite et al. (2021).

(2) Definir un conjunto de N observadores-predictores y
calcular las ganancias L;, i = 1, N, empleando el en-
foque de optimizacion de la abscisa espectral suave.
Note que es posible emplear la misma ganancia en
todos los sub-predictores, a saber, L1 = Ly = --- =
Ly =L.

(3) Calcular la abscisa espectral a(l) de las dindmicas de
los errores de observacién con las ganancias L;, ¢ =
1, N, obtenidas en el paso anterior.

(4) Comprobar si se satisface a(l) < a(k). En caso
contrario, incrementar N en el paso (3) hasta obtener
a(l) < a(k).

(5) Por ultimo, aplicar la ley de control (10) al sistema

(1).

4. EJEMPLO ILUSTRATIVO

En esta seccidn, se presenta un ejemplo para ilustrar el
método de diseno del controlador desarrollado. Se de-
muestra la aplicacion de los resultados en la estabilizacién
de la combustion en cédmaras de motores de cohetes.
Considere el sistema
2(t) =Apz(t) + Arz(t — r)+
0
G(0)z(t + 0)d0 + Bu(t — 7) + DE(t), t > 0,
—h
con matrices tomadas de Zheng and Frank (2002)

(16)

p—1 0 0 0
0 0 0 L
A — cJ
0 P 1 1
(11— J C(1=9)J (1=9¢)J
|0 E-Y —E! 0 |
1
0000 _%oﬁo 0
g oooo’G: 0 000| |0
0000 0 000 é
0000 0 000

donde ¢ es la longitud fraccionaria para el suministro de
presién, J es un término inercial, E' es un parametro de
elasticidad, p es la relacién entre la presiéon en estado

estacionario y la caida de presién del inyector en estado
estacionario y p es el exponente de presiéon del proceso
de combustién. Los parametros del sistema se establecen
como sigue: ¢ =0,5, J =2, E=1,p=1,p=2,r=0,
h=0,6,y7=1,2.

Caso libre de retardo

La estabilizacién del sistema (16) cuando 7 = 0 se puede
lograr con el control de realimentacion

u(t) = Foz(t) + Fiz(t — ). (17)
Dado que A; = 0 € R™*", la ganancia de realimentacion

Fy se establece como Fy = [0 0 0] y el sistema de lazo
cerrado (16), (17) se reduce a

2(t) = (Ao+BFy)z(t)+ /_ Oh G(0)z(t+0)do+Bu(t)+DE(1),

para t > 0.

En lo subsecuente, se describe el proceso de sintonizacién
de la ganancia de realimentacion Fp tal que la norma Ho
de la matriz de transferencia del sistema en lazo cerrado
(16), (17), dado por

-1

T(k,s) = (s] — (Ag + BFy) — /Oh G(9)605d9,> D,

con k := vec(Fp), sea minimizada, empleando el enfoque
de la abscisa espectral suave.

La abscisa espectral suave del sistema en lazo cerrado
(16), (17) es denotado por &.(k), definido como el mapeo
k — a.(k) que resuelve de forma tnica la ecuacién
- 1
Flb,aell) = -
donde € >0y

(k. sy) = [|HT (3) DI,

0
H'y(S) =s] — (AO + BFy — 871) — / G(9>69(3+87)d9’
—h

donde s, es un nimero mayor a la abscisa espectral del
sistema en lazo cerrado (16), (17), denotado por a(k).

La optimizacién de @.(k) se formula como un problema
de minimizacién sin restricciones de la forma

ae(k). (18)

min
k=vec(Fp)

Dado que a.(k) > a(k) para cualquier € > 0 y vector k,
una solucién de (18) tal que

ae (E*(e)) <0
donde
k*(€) := arg mkin Ge(k),

denota el minimizador de (18), resuelve el problema de
estabilizacién del sistema (16) en lazo cerrado con (17).

Considere € = €* tal que
G (K" (€%)) = 0.

Copyright© AMCA, ISSN: 2594-2492
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Como se muestra en Vite et al. (2021), k* (¢*) es un
optimizador de la norma Ho de la matriz de transferencia
del sistema en lazo cerrado (16), (17), esto es

k* (¢*) = arg mkin 1T (k, s)||3{2,

1

6*

1T (k"5 )3y, =
Resolviendo el problema de minimizacién (18), se halla
que &~ (k* (€*)) = 0 cuando €* ~ 0.3165. Para este €*, se
obtiene el minimizador

k* (¢*) = (4.34505 —55.1629 6.87399 —49.2579)T

el cual que corresponde a un minimizador de la norma Ho
del sistema en lazo cerrado (16), (17), y

1
1T (k" (%), 8) 150, = \/ = = 17789,
€

Por 1dltimo, la abscisa espectral del sistema en lazo cerrado
(16),(17) resulta a(k) = —0.60732.

Compensacion del retardo mediante sub-predictores se-
cuenciales

Considere un retardo en la entrada 7 = 1.2. Para com-
pensar este retardo, se aplica un conjunto de N = 4 sub-
predictores, por lo tanto

T 1.2
AT = — = —
N 4
Cuando N = 4, el controlador (10) se reduce a
Z:Z(t) :Aoél(t) + Aléi(t - r) =+ Lz(éz (t - AT) — 2i+1(t))+

0
/ G(9)
—h

?3’4(t) =A0,’2’4(t) + A124(t — T) + L4(,’2’4(t — AT) — Z(t))+

0
/ G(0)34
—h

u(t) =Foz1 (t) .

=0.3.

2i(t+0)d0 + Bu(t — (i — 1)A,), i =1,2,3,

(t +0)do + Bu(t — 3A,),

(19)

De tal manera, en vista de la Suposicién 1, el sistema
en lazo cerrado (16),(19) es asintéticamente estable si los
siguientes sistemas son asintoticamente estables

El(t) *Aoei( ) + Alei(t — T) + Liei(t — AT)+
/ G()e;(t +0)do, i =1,2,3,

(
é4( ) A064(t) + A164(t — 7’) + L464(t — AT)+
G(

/ O)es(t +0)d0 — DE(t). (20)

En este caso, se emplea la misma ganancia en todos los
sub-predictores, es decir L1 = Ly = Ly = Ly = L =
diag[lla 127 l35 14]

Optimizando la abscisa espectral suave sobre L con € =
e~% y punto de partida Iy = 0 € R16*! se obtiene

L = diag[0.52052 —1.8299 —2.5135 —0.73718].

Con estos parametros, la abscisa espectral suave de las
dindmicas de errores de observacién dadas en (20) es
a.(l) = —1.7903, mientras que la abscisa espectral resulta
ser a(l) = —1.9026.

Dado que se satisface a(l) < a(k), el control basado en el
observador (19) estabiliza el sistema (16) cuando 7 = 1.2.

Para verificar la efectividad del método de control prop-
uesto, en la siguiente subseccién se presentan simulaciones
numéricas.

Resultados de simulacion

En las Figuras 1 y 2 se ilustran los resultados via sim-
ulacién del sistema (16) en lazo cerrado con (19). Las
simulaciones numéricas demuestran la eficacia del método
propuesto.

1.5
—2(t)
1! ez
23(t)
0.5 ‘ ————— Z4(t) 7
05F
1 ‘ ‘ ‘
0 5 10 15 20

Tiempo [s]
Fig. 1. Estado z(t) del sistema en lazo cerrado (16),(19).

2

—u()

0 5 10 15 20
Tiempo [s]

Fig. 2. Senal de control u(t) del sistema en lazo cerrado
(16),(19).

5. CONCLUSIONES

Se ha presentado un esquema de control basado en ob-
servadores de estado para la compensacién del retardo
en la entrada de sistemas lineales con retardo puntual
y distribuido. La estabilidad del sistema en lazo cerrado
se demuestra invocando el principio de separacién entre
el error de observacién-prediccién y la ley de control
por realimentacién de estado. Cabe destacar dos ven-
tajas principales de la estrategia de sintonizacién apli-
cada. En primer lugar, la sintonizaciéon de la ganancia
de realimentacion de estado mediante la optimizacién de
la abscisa espectral suave para €¢* minimiza la norma
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Ho del sistema en lazo cerrado. En segundo lugar, la
sintonizacién de las ganancias del observador mediante
la optimizacion de la abscisa espectral suave para valores
de € cercanos a cero asegura una rapida convergencia de
esquema de prediccion al estado futuro.
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