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Resumen

This paper presents a lateral speed controller for an autonomous vehicle based on linear
parameter varying (LPV) modelling. The lateral control is highly implemented in cars due to
assisted direction and trajectory corrections provided by electronic speed controllers (ESC). In
order to guarantee the stability and performance criteria of the proposed controllers, Linear
Matrix Inequalities (LMI) are used. The proposed schemes are then validated under different

simulations.
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1. INTRODUCCION

Los sistemas lineales de pardmetros variantes (LPV) han
demostrado ser un enfoque atractivo para tratar con sis-
temas complejos ya que representan varias clases de siste-
mas no lineales, incluyendo sistemas con parametros que
varian lento o arbitrariamente rapido, sistemas intermi-
tentes, sistemas dindmicos hibridos y sistemas periddicos.
El principal interés del enfoque LPV es hacer posible la
extension de algunos conceptos lineales al caso de sistemas
no lineales tales como control H., estabilidad, colocacién
de polos, entre otros. Consecuentemente, el enfoque LPV
ha sido explotado para modelado, estimacién y control en
una variedad de aplicaciones de ingenieria como vehicu-
los aéreos, bioreactores, turbinas de viento, vehiculos
auténomos, entre otros (Li et al., 2021). Es importante
mencionar que estos sistemas establecen un paradigma
intermedio entre las dinamicas lineales y no lineales, por
lo que se han convertido en un enfoque alternativo para
el control de procesos no lineales (Shamma, 2012). Entre
los enfoques de andlisis y disenos disponibles, el mas
popular es el enfoque politépico (Hoffmann and Werner,
2014) que tiene fuerte analogia con los sistemas de 16gica
difusa Takagi-Sugeno(TS) (Takagi and Sugeno, 1985). La
representacién politopica de un sistema LPV consiste en
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definir funciones de ponderacion que permitan obtener las
matrices del sistema como suma ponderada de sistemas
definidos en los vértices del politopo (Rotondo et al.,
2019). Este trabajo se enfocard en técnicas politépicas
con aplicaciones a vehiculos auténomos.

En la literatura se pueden distinguir una gran diversidad
de métodos para control de vehiculos auténomos. En
De Luca et al. (1998) y Jiang and Niejmeier (1999) se
proponen técnicas de control que requieren de transfor-
mar el modelo a la llamada forma de cadena para obtener
un sistema lineal y poder aplicarle técnicas de control
convencionales. En Guldner and Utkin (1994) y Michalek
and Koztowski (2011) los autores emplean un enfoque de
tiempo finito, los cuales no sélo convergen mas rapido,
sino que también ofrecen un diseno maés simple para
modelos que presentan un control de punto de ajuste en
presencia de limites de amplitud en su entrada de control.
En Nascimento et al. (2018); Abbas et al. (2017); Aguiar
et al. (2004), Allibert et al. (2008) se consideran técnicas
de control predictivo basado en modelos, ya que este tipo
de algoritmos de control logran mejores resultados en
el control de seguimiento de trayectoria con respecto a
los enfoques de control clésicos. Algunos otros trabajos
han basado su diseno de algoritmos de control en el
uso de herramientas de optimizaciéon como Desigualdades
Lineales Matriciales (LMI), Lépez-Estrada et al. (2016),
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Teppa Garrdn (2008). Mientras que otros se centran en
control de sistemas LPV para vehiculos auténomos, tales
como Li et al. (2021), Sename et al. (2013), Németh et al.
(2015), entre otros. Es importante mencionar que para
vehiculos autéonomos basados en un modelo LPV las técni-
cas de control han recobrado interés en anos recientes;
por ejemplo, se pueden mencionar (Alcald Baselga, 2020;
Cheng et al., 2020; Alcald et al., 2019).

En el presente articulo se propone el diseno de un siste-
ma de control para un vehiculo auténomo cuyo modelo
LPV es desarrollado a partir del modelo no lineal de
la dindmica lateral. Para el diseno del controlador se
emplean técnicas basadas en desigualdades matriciales
lineales (LMI), el objetivo del controlador se centra en
la velocidad lateral del vehiculo a través del angulo de
giro de las ruedas delanteras del mismo. La ventaja del
diseno es que se pueden evitar velocidades laterales que
ocasionen inestabilidad y lleguen a “volcar” el vehicu-
lo. Finalmente, con el propésito de evaluar la metodo-
logia propuesta se presentan resultados de simulacion del
controlador para el vehiculo auténomo. Los resultados
demuestran la efectividad del disefio obteniendo errores
de seguimiento de trayectoria menores al 1.5%, por lo
cual, se plantea la posibilidad de extrapolarlo a una fase
experimental.

El articulo estd organizado de la siguiente manera, en la
seccion 2 se define el modelo dindmico y se describe el
problema. En la seccién 3 se define el controlador y se
hace el andlisis de estabilidad del sistema en lazo cerrado.
En la seccién 4 se presentan resultados de simulacion.
Finalmente en la seccién 5 se presentan las conclusiones.

2. DEFINICION DEL PROBLEMA

El principal objetivo de este trabajo es el diseno de
un sistema de control para un vehiculo auténomo cuyo
modelo LPV se obtiene a partir del modelo no lineal
de la dinamica lateral, para el diseno del controlador se
emplean métodos basados en las desigualdades lineales
matriciales y el objetivo del control se centra sobre la
velocidad lateral del vehiculo a través del angulo de giro
de las ruedas delanteras del mismo.

Considerando el modelo de cuerpo libre mostrado en la
Figura 1 en el cual se representan las fuerzas laterales
sobre el vehiculo y, asumiendo que la velocidad longitu-
dinal y lateral se controlan por separado se suman las
fuerzas laterales considerando que la masa del vehiculo es
conocida, entonces se obtiene (1):

Fypcos(0) — Frysin(0) + Fyr = m(vy(t) + vz (t)7), (1)

donde F, ¢ y F, son la fuerza lateral del eje frontal y del
eje trasero respectivamente y Fi, ¢ es la fuerza longitudinal
del eje delantero, mientras que delta(d) es el dngulo de
direcciéon de los neumadticos delanteros como en Snider
et al. (2009).

En el mismo sentido, considerando sélo movimiento en
el plano, un centro de gravedad C.G a lo largo de la

Figura 1. Modelo Dinamico del Vehiculo

linea central del vehiculo y la inercia de derrape I,
se equilibran los momentos de derrape de la siguiente
manera;:

Ly (Fy cos())

- ZT(Fyr - F:I:f 51n(5)) = Iz";(t)a

(2)

donde r(t) es la velocidad angular sobre el eje de derrape y
o y o son los dngulos de deslizamiento de los neumaticos
definidos por (3) y (4).

0y () +Ur(t),
PIRR R 3)

0, () = Lr(t)
w) ) W
Modelando la fuerza generada por las ruedas como lineal-
mente proporcional al angulo de deslizamiento las fuerzas
laterales se definen como en (5) y (6).
Fyp = —cray, (5)
Fyr = —cray. (6)
Asumiendo una velocidad longitudinal constante, v, = 0,
por tanto

ay = tan"!(

o, = tan~(

Fap =0, (7)
sustituyendo (3) — (7) en (1) y (2) y resolviendo para
Uy(t) y 7(t) se tiene:

by(t) = —Cf(tan_l(,y) + §) cos(9) o tan=1(8)

—v, (t)r(t),

" " ®)
#(1) = —lyep(tan™1(y) + 5);08(5) + e tan’l(ﬂ)7 (9)
donde;
_ o) @)
v = T(t)’ (10)
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vy (t) — Ler(t)
v (t) '

Al sistema (8) y (9) se le conoce como el modelo dindmico
de bicicleta presentado en Snider et al. (2009).

B = (11)

2.1 Linealizacion del Modelo Dindmico

Considerando angulos pequenos tal que tan~!(y) ~
—tan~(B) ~ By cos(d) ~ 1, las ecuaciones (8) y (
quedan como:

s
9

. _ —epvy(t) —cplyr(t) | cpd | —crvy(t) + erler(t)
V() = mug (t) + ymvgC ()

—vz (t)r(t),
(12)

Lrcrvy (t) — 2epr(t)
Ivg(t)

lycyé

—lycpuy(t) — l?CfT(t) N

H) = Ton(®) T - (13)

Al agrupar términos se obtiene que:

—(c cr lyer —lre c
vy (t) = %vy(t) + (W — g ()r(t) + Efa, (14)
. _ lrcr —lfo 7(l?Cf +l’%c”‘) lfo
(1) = Tt y(t) T r(t) + i 5. (15)

Finalmente, el modelo dindmico de bicicleta linealizado
se puede escribir en forma de ecuaciones de estado, como
se indica en (16).

,(Cf+Cr) lrcr 7lfo . (t) cf
()] | mos(t) Mg (t) ’ vy () m
{T'y(t)} T trer —lpey  —Gep +Ger) {:(t)} tliger |9
Izva:(t) Iz’l)z(t) 1.
(16)

De (16) se aprecia que la dindmica del vehiculo depende
de la velocidad longitudinal v, (t). Por tanto, un vehiculo
en movimiento con aceleracion variable posee una matriz
A(v,(t)) variable. Por esta razon, el sistema es candidato
a modelarse mediante un enfoque LPV.

En la descripcién LPV de (16) la matriz de coeficien-
tes son expresados como una combinacién convexa de
los valores extremos de v, (t), de esta manera podemos
reescribir al sistema como (17) y (18).

2
B(t) = pilve)[Ai (v ()z(t) + Bu(t)]  (17)
i=1
y(t) = Cx(t) (18)
donde:
—(cf +er) boerp —lyey
MUy MUy *
Al =
leey — Lycy —(Z%Cf +12¢,)
1, v, 1, v,

—(cy +cr) lrey —
MUz

lycy

Ay =
—(lj%cf +12¢,)
Ivg

lrcr - lfo
Ivg

Cf
B= l.z?gf
I,

C=[10]

z(t) € R ult) € ™ y y(t) € RP, son el vector
de estados, el vector de entrada y el vector de salidas,
respectivamente. Ademds, se puede observar de (17) y
(18) que las matrices B y C son constantes. v, es el valor
méximo y v, es el valor minimo, en el presente trabajo se
consideran a la velocidad longitudinal v, (t) € [3 5m/s.

Se define la funcién de ponderacién p;(v;) de (17), como:

L) = = 1

o) = (19)
Vg — Vg

) = — 2

palu) = = (20)

Es facil verificar que p1(vz) > 0y p2(vz) > 0, entonces
pl(vx) + p2(vw) =1L

3. DISENO DEL CONTROLADOR

El objetivo principal del articulo se centra en el diseno de
un controlador de velocidad lateral (vy(t)) del vehiculo
auténomo; se disenaron dos controladores; uno para la
estabilidad de la velocidad basado en la retroalimenta-
ciéon de estado y, otro para realizar un seguimiento de
referencia para la velocidad lateral basado en la retro-
alimentacién del error. Se propuso también el diseno de
un observador de estado, debido a que no se dispone
fisicamente de ambos estados.

En la Figura 2 se muestra la estructura del esquema
general del controlador para seguimiento de referencia,
que incluye un observador de estado.

ref(t) . l fit fi) u(t) | Modelo LPY w(t)
=L J Lontrel (Vehicula) = F =
¥l L —d
o — — .
£lt) Observador — 19

Figura 2. Esquema general de Control para el seguimiento
de la referencia

El control por retroalimentacién de estados propuesto
garantiza estabilidad cuadratica y desempeno satisfac-
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torio al resolver un numero finito de LMI. Bajo estas
condiciones el sistema retroalimentado es convexo.

Para asegurar la estabilidad del sistema LPV (17) se
propone la ley de control por retroalimentacién de estado
tipo LPV, como en (21).

u(t) = 3 pi(va (D) Kii (1), K; € R, (21)

donde, K; es el vector de ganancias y &(t) es el vector
de estados estimados. Como se indicé anteriormente en
el presente trabajo se propuso utilizar estados estimados
para el control.

Sustituyendo (21) en (17):

2

(t) = Z pivz (1)) (Aid (t) + B(Z piK;E(t)))  (22)

donde A = A; + BK;.

El sistema LPV es cuadraticamente estabilizable por (21)
si y sélo si existe una matriz P = PT > 0 € R"*" tal
que se satisface la ecuacién de Lyapunov (24):

ATP+ PA; <0 (24)
desarrollando las LMIs

(Az + BKj)TP + P(AZ + BK]‘) < 0;

(AT + K] BT)P + PA; + PBK; < 0;

ATP+ K] BTP+ PA; + PBK; < 0;

Pre-multiplicando y pos-multiplicando por P~1:
P YAT + P'KIBT + A;P~! + BK; P~ < 0;

Definiendo X = P!
XAT + XK BT + A;X + BK; X <0;

Se propone un cambio de variable de la forma M; =
K; X, entonces las LMIs a resolver para el célculo de las
ganancias es (25);

XAT + M]B" + A, X + BM; <0, i,j=1,..,N (25)

donde:
Kj = ]\4]‘)(_1

3.1 Control para seguimiento de trayectoria

El problema de seguimiento consiste en la retroalimen-
tacion de estado de manera que la salida siga asintéti-
camente a la referencia ref(t) € RP, como se observa
en la Figura 2. El seguimiento es un problema de la
estructura del sistema de control. En base a esto se realiza
una transformacién para el sistema LPV, obteniéndose un
sistema aumentado de acuerdo con Teppa Garran (2008),
de la siguiente manera:

£a(0) = Awaa(0)+ Banlt) + ] ref 20
donde:
wa) = [ F0) 40 = [ 2 0] B = [G] =10
donde:

z(t) € R, f(t) = ref(t) —y(t) € RP, son el vector de es-
tados del sistema original, y la derivada del error con res-
pecto a la referencia y la salida, respectivamente. Ademas
agregar como observacién que la matriz que acompana
multiplicando a la referencia en (26) es despreciable ya
que es la referencia a seguir.

Para el cual el controlador tiene la forma (27).

N
u(t) = Z pi(ve)(t) Kaiza(t) (27)

Asi, las ganancias del control para el sistema aumentado
tienen la forma (28).

Ko = [K1i Ky (28)

para K,; € R +p) K € Rman Ky, € RMeP

Especificamente en este caso de estudio se aplicaron res-
tricciones adicionales a la LMI para incrementar la velo-
cidad de convergencia del sistema aumentado, quedando
(25) de la siguiente manera:

XAL+MI BT + A X +B,M;+2aX <0, i,j=1,..,N
(29)

”

El término 2aX con o« > 0 se conoce como “a-
stabilization” y tiene como funcion acelerar la convergen-
cia asintdtica del observador haciendo que la funcién de
Lyapunov sea més répida.

3.2 Diseno del observador

Debido a que no se tienen disponibles todos los estados
del sistema, para el disefio de control de seguimiento de
referencia es posible disenar un observador de estado de

Copyright© AMCA, ISSN: 2594-2492
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la forma (30), basados en LMI para el cdlculo de las
ganancias.

i=1
(30)
Ye(t) = Ci(t) (31)
Donde, Z(t) € R™, son los estados estimados.
Definiendo al error de estado como:
e(t) = x(t) — &(¢)
La dindmica del error seria:
é(t) = a(t) — z(t) (32)

Sustituyendo (17) y (30) en (32) se obtiene (33)

Para el diseno del observador y anélisis de estabilidad,
partiendo de la dindmica del error de estado (33) y
considerando la funcién candidata de Lyapunov del error
de estado (34), es posible lograr la convergencia del
observador si y sélo si existe una matriz P = PT > 0
tal que se cumpla con (35).

ét) = ipi(vx)(t)(fli — LiC)e (33)

2(t) = e (t) Pe(t) (34)

2(t) = é(t)T Pe(t) + e(t)T Pé(t) < 0 (35)
Sustituyendo (33) en (35) se obtiene (36)

PA;+ ATP-CT'NI —N,C<0,i=1,..,N  (36)

En donde N; = PL;
observador

€ R v [; son las ganancias del

4. SIMULACIONES Y RESULTADOS

Considerando que el objetivo del presente trabajo se cen-
tra en el control de seguimiento de referencia a partir de la
estabilizacién del sistema (17) con la sefial de control (21).
La simulacién y resultados fueron obtenidos tomando en
cuenta los pardmetros del vehiculo a escala 1:10, usando
los valores que se muestran en la Tabla 1.

La solucién de las LMIs expuestas en (25) usando Matlab
da como resultado las siguientes ganancias para el con-
trolador:

K, =[-19.64 4.24]

Tabla 1. Tabla de Parametros

Parametros Descripcién Cantidad
m Masa del Vehiculo 1.31kg
ly Distancia eje delantero al C.G 0.123m
Iy Distancia eje trasero al C.G 0.134m
cf Cte. adherencia neumaético delantero 1078N
cr Cte. adherencia neumaético trasero 1078N
I, Momento de Inercia 0.35Nm

Ky = [—3.22 0.39)]

Para el caso del seguidor de referencia, las ganancias
utilizadas obtenidas de (29) son las siguientes:

Ka1 = [~6.46 0.76 13.58]
Ko = [—10.74 1.32 23.96]

De igual manera para el observador, las ganancias obte-
nidas resolviendo (36) fueron:

4994 8277.4
L= {10195} L= {—8818}

Es importante observar que K7; son los elementos (1,1) y
(1,2) de la matriz de ganancias K,;; mientras que Ko; serd
el elemento (1,3) de la misma matriz de ganancias Kg;. A
pesar de que los valores de las ganancias del observador
son altas debido a que la matriz aumentada tiene una
columna de ceros; esto no afecta la estabilidad del sistema.
Sin embargo, en trabajos futuros se considerara un enfo-
que robusto para garantizar que no se tenga amplificacién
de ruidos.

El sistema al cual se le aplica la senal de control (27)
serd el mismo al descrito en (17). Se realizaron diver-
sas pruebas al sistema de control con diferentes perfiles
de referencias, en la Figura 3 se muestra un perfil de
referencia constante, en donde la velocidad lateral del
vehiculo alcanzé el valor deseado en aproximadamente
1.5segundos, lo cual demuestra la efectividad del método
de control.

En la Figura 4 se muestra el resultado de aplicar un
perfil de referencia de tipo aleatorio uniforme, en donde
nuevamente la velocidad lateral alcanzé la referencia en
un periodo de tiempo de 0.75 segundos, ratificando lo
mencionado anteriormente, con lo cual se puede demos-
trar que la velocidad lateral del vehiculo sigue la refe-
rencia deseada. Los periodos de simulacién fueron de 70
segundos.

En la Figura 5 se logra observar los resultados de la
salida estimada del observador en donde se aprecia que
tanto la salida del modelo como la del observador poseen
el mismo comportamiento demostrando la fiabilidad del
mismo para la estimacién de los estados, lo cual queda
demostrado en la Figura 6.

Por dultimo, en la Figura 7 se muestra la senal del
pardmetro variante V,. Esta se construyé usando la
expresién matematica £/ + 1, la cual se encuentra

Copyright© AMCA, ISSN: 2594-2492
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Figura 3. Senial con referencia constante
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Velocidad Lateral(Vy)

-0.4

-0.6

-0.8

Referencia
Velocidad Lateral
. . .
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Tiempo(s)

20 70

Figura 4. Senal de referencia con valores aleatorios uni-
formes

acotada entre 3 m/s y 5 m/s en el intervalo de simulacién.
En este caso, esta ecuacion sélo se tomé como un ejemplo
de variacién del parametro V, en el modelo del vehiculo
auténomo. Es importante resaltar que la senal se logra
acotar haciendo uso de un bloque de saturacién en la
simulacion.

5. CONCLUSIONES

En el presente trabajo se abordé el control de la velocidad
lateral de un vehiculo auténomo considerando un enfoque
lineal de pardmetros variantes (LPV) a través de la técni-
ca de estabilidad cuadratica. Esta técnica considera un
enfoque basado en LMIs para garantizar la existencia y es-
tabilidad de los controladores. Adicionalmente, se detall6
una metodologia necesaria para aplicar herramientas de
LMIs para el control de un sistema LPV, inicialmente se
presenta el diseno del controlador necesario para asegurar
la estabilidad asintética del modelo, posteriormente se

1
08 [ 1
0.6 [ 1

= 0.4 ‘

2 (

T 02f

9]

©

) 0- |

ko]

S

g 02} | 1

k=]

9]

> 04 1
-0.6 ‘ q

Referencia
0.8 k Velocidad Lateral i
Salida del Observador
A . . . . | |
0 10 20 30 40 50 60 70
Tiempo(s)

Figura 5. Senal del Observador junto a la referencia y la
velocidad lateral

35 T T T T T T

30 q
25 1
% 20 ]
[%2]
o
°
8
B15F q
X1 sistema
10F X2 sistema el
X1 observador
X2 observador

0 . . . . . .
20 30 40 50 60

Tiempo(s)

70

Figura 6. Senal de los estados del modelo junto con los
estados estimados

presenta un sistema aumentado con respecto al sistema
original, para el cual también se disena un controlador
basado en LMIs, de tal manera que el vehiculo auténo-
mo sigue un perfil de referencia deseado. Los resultados
mostrados se basan en las simulaciones realizadas en
Matlab-Simulink. Para el primer caso de simulaciéon con
el objetivo de mostrar la estabilidad asintética del modelo
se pudo apreciar que el sistema logra una estabilidad
asintética en aproximadamente 1.5 segundos, lo cual se
considera una respuesta adecuada ante la sefial de control.
De igual manera se obtuvo una respuesta satisfactoria
para el seguimiento de un perfil de referencia constante, y
para un perfil de referencia aleatorio con tiempos de esta-
blecimiento de 0.75 segundos. Se ha considerado que para
futuros trabajos se abordaran considerando técnicas de
robustez para incluir el efecto de perturbaciones externas
y ruidos de medicién en el diseno del controlador.
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Figura 7. Pardmetro variante del sistema
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