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Abstract: This paper is dedicated to the control of a hexarotor-type aerial vehicle based in
a convex rewrite. Controller design is considered a parallel-distributed compensation control
law to stabilitze of the vehicle and a H,, performance criterion to aguratee robustness againts
distrubances. The stability condition and robust performance are formulated using the function
quadratic of Lyapunov where the sufficient conditions are given by a set of linear matrix
inequalities. Finally, it is illustrated the numerical simulations of the proposed method.
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1. INTRODUCCION

Los vehiculos aéreos no tripulados (VANT) tipo hexa-
rrotor han sido utilizados en diversas aplicaciones civiles
tales como; el monitoreo de incendios, inspeccién de in-
fraestructuras, busqueda y rescate (Altan et al., 2018).
Entre los VANTs mas conocidos se encuentran los cuadro-
tores, hexarrotores y octorrotores (Roy et al., 2021). Sin
embargo, la ventaja de los hexarrotores en comparacién
a los cuadrotores es que pueden transportar mayor carga
util y tienen mejor tolerancia a fallas.

En la literatura se han reportado diferentes métodos para
el control de los hexarrotores, por ejemplo; en Rosales
et al. (2019) se propone un novedoso controlador PID
adaptativo para un hexarrotor donde las condiciones de
estabilidad del sistema se garantizan mediante la teoria
de Lyapunov. En Ahmed et al. (2020) se realiza una
comparacion de tres controladores predictivos de un hexa-
rrotor en tiempo real y como resultado del experimento,
demostraron que para la presencia de perturbaciones
resulta tener complicaciones de estabilidad. Uno de los
principales problemas de control en los hexarrotores, es
garantizar la estabilidad y desempeno en presencia de
perturbaciones. En Kim and Lee (2016) se diseha un
controlador robusto por modos deslizantes (CMD) con
un error méaximo del 20% en la convergencia de los es-
tados. En Shawky et al. (2021) se presenta un contro-
lador predictivo con una accién integral para el rechazo
de perturbaciones de un hexarrotor. En Zhang et al.
(2019) disefian una estrategia de control de retroceso no
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lineal robusta para resolver el problema de seguimiento de
trayectoria de un hexarrotor. No obstante, el modelado y
control del hexarrotor no es trivial por que la dindmica
no lineal resulta ser altamente complejo (Rajappa et al.,
2015). Existe un enfoque de disefio que cual involucra
la no linealidad del sistema a través de una reescritura
y de esta manera obtener un modelo Takagi-Sugeno (T-
S), conocido también como representacién convexa. Esta
representacién esta dada por una coleccién de modelos
lineales que son interpolados mediante funciones de pon-
deracién (Ohtake et al., 2003).

Los investigadores que han enfocado sus trabajos en el
diseno de controladores basados en modelos T-S aplicados
en VANTSs son: En Ortiz-Torres et al. (2020) se desarrolla
un control tolerante a fallas en un quadrotor y realiza un
diagnoéstico para estimar las fallas en los actuadores. En
Al-Mahturi et al. (2020) se presenta un controlador difuso
basado en una escritura T-S aplicado a un hexarrotor, el
cual se adapté a un CMD para mejorar su solidez frente a
rafagas de viento. En este trabajo se propone un esquema
de control en cascada para la estabilizacién de un hexarro-
tor. El disenio del controlador se basa en una reescritura
convexa a través del método del sector no lineal. Como
parte del disenio se considera un criterio de desempeno
H,, para minimizar el efecto de las perturbaciones.

El documento esta organizado de la siguiente manera: En
las Secciones 2 y 3 se presentan el modelado matematico
del hexarrotor y su representacién convexa. El diseno
del controlador con desempeno H., se muestra en la
Seccién 4. Los resultados que demuestran la efectividad
del método se discuten en la Seccién 5 y finalmente, en la
Seccién 6 se mencionan las conclusiones.
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Fig. 1. Hexarrotor

2. MODELO MATEMATICO

Los hexarrotores cuenta con seis actuadores los cuales
proporcionan las fuerzas de empuje. Tres rotores giran
en sentido de las manecillas del reloj y el resto giran en
sentido opuesto, como se ilustra en la Figura 1. Para la
obtencién del modelo matematico se consideran dos ejes
de referencia; O el marco fijado en el centroide del VANT
y E el marco fijo en la tierra.

El modelo matemético se deduce a partir del enfoque
de Newton-Euler tomando en cuenta que: la estructura
del marco es rigida y simétrica, las hélices son rigidas, el
centro de gravedad se encuentra en el origen del marco de
referencia del eje del cuerpo y el empuje es proporcional al
cuadrado de la velocidad del rotor. El modelo matematico
que describe la dindmica traslacional y rotacional del
hexarrotor es el siguiente (Adir and Stoica, 2012):

50) = — g+ cos p(1) cosB(1) 1),

é@www(ghb)ﬁ%mm+iww,m
ﬂﬂquw(bgh)+ﬁwﬁmﬂ+ém@,
ww:WWw(”L@)+iw@,

donde:

a(t) = cos ¢(t) sin f(t) cos ¥ (t) + sin (t) sin(t),
B(t) = cos ¢(t) sin O(t) sin1p(t) — sin ¢(¢) cos(t),
xp(t), yp(t), zp(t) definen la posicién de traslacion, ¢(t) es
el 4ngulo de alabeo (roll), 8(t) dngulo de cabeceo (pitch),
Y(t) es el dngulo de guinada (yaw), I, I,,I. son los
momentos de inercia de cada eje, [ es la longitud del
hexarrotor, m es la masa del hexarrotor, J, la inercia
del rotor propulsor y ¢ es la constante gravitacional.
ue(t) es el empuje total del VANT, 74(t) es el momento
en alabeo, 7y(t) es el momento en cabeceo, T, (t) es el
momento en guinada, los cuales dependen directamente
de las velocidades rotacionales de los rotores wy (t), wa(t),

..., we(t) y estdn definidos de la siguiente forma:

up(t) =D7T (1), 2)

¥, | 3
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Fig. 2. Diagrama de control
donde:
up(t) =[ue(t) To(t) To(t) T4(1)]", (3)
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T(t) =[T1(t) To(t) T5(t) Tu(t) Ts(t) Ts(t)]",  (5)
donde kp es el factor de arrastre, kr es el factor de
empuje, up(t) es el vector de entradas, Dr es una matriz
de distribucién y T'(t) el vector de empujes vertical de

cada rotor, y estdn definidos como:
Ti(t) = kpw?(t), parai=1,...,6. (6)
La perturbacién en el sistema Q(t) es causada por los
residuos de las velocidades de los rotores y se define como:

Qt) = wa(t) +wa(t) +we(t) — wi(t) —ws(t) —ws(t). (7)

Cabe destacar que a pesar de que se tiene una expresion
matematica para la perturbacién Q(t), esta se considera
desconocida, ya que las velocidades rotacionales de cada
rotor se desconocen.

3. MODELADO PARA EL DISENO DE CONTROL

Para estabilizar el hexarotor se construye el esquema de
control mostrado en la Figura 2. Por tanto, se escribe
el sistema en el espacio de estados, donde se tienen las
siguientes 12 variables de estados: 1 (t) = p(t), z2(t) =
@p(t), 23(t) = yo(t), za(t) = Gu(t), x5(t) = 2(t), we(t) =
%b(t); l‘7(t> = ¢(t)7 xS(t) = ¢(t)a J}g(t) = 9<t)a wlO(t) =
0(t), x11(t) = (t), z12(t) = ¥(t). El método requiere de
dividir el modelo en tres subsistemas: altitud, posicién y
rotacion.

3.1 Subsistema de altitud
Para el subsistema de altitud se define el vector de estado
z5(1) zp(t)
(1) = = |,
z5(t) [%(t)} |:Zb<t) (8)
y el modelo matemaético esta definido mediante:

is(t)] z6(t)
|:$Z(t)] =g+ %cosm(t) cosxg(t)ue(t)] -
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Definiendo la entrada virtual u,(t), como:

w(t) = —g + cos(x7(t))cos(xg(t)) Ue(t),

(10)

se obtiene el siguiente submodelo lineal:
z,(t) = Az, (t) + Bouy(t),

)

Para este caso, como el subsistema es lineal, se define una
ley de control por retroalimentacién de estado:

u.(t) = K. [m5(t)xg<§;ef(t)} ,

(11)
donde:
(12)

(13)

donde K, es una matriz de ganancias que hacen al
subsistema de altitud estable.

Una vez obtenido u,(t) se sustituye en la siguiente
ecuacién para tener el empuje total u,(t):
m(u(t) +9g)
cos(x7(t))cos(zo(t))

(14)

ue(t) =

3.2 Subsistema de posicion x —y

Para el subsistema de posicién x — y se define el vector
de estado:

Tay(t) = [21(8) 2a(t) 23(t) za(t)]

= [a(t) () (1) ()] (15)
Por lo que el modelo del subsistema x — y es:
o | Pt
T1(t Ue (T
da(t) o= (16)
3(t) 4(t)
ta(t Ue (T
m
Considerando las entradas virtuales u,(t) = «ft) y

uy(t) = B(t) y (14) se obtiene el siguiente submodelo no
lineal:

Tgy (t) = Axyl':cy(t) + Bay (t)uxy (t), (17)
donde:
0100
10000 | ug (t)
Awy =100 01| et = [uy(t)} :
0000
0 0
gtu.(t) 0
Bwy(t) _ cos(aw(t))ocos(zg(t)) 0
O g+uz(t)

cos(x7(t)) cos(zg(t))

Con la finalidad de obtener un modelo convexo bajo la

transformacién del sector no lineal (Ohtake et al., 2003),
g+us(t)

se define una variable premisa: 2 (t) = T ) o5 @)

€ [10,80]. A partir de las cotas propuestas, se definen las
funciones de ponderacién descritas como:
80 — z1 (t)
h t)=——=, h t)=1—nh t)).
1(a(t)) = 5= N2(21() 1(21(t))

Con base en las funciones de ponderacién, es posible
escribir el subsistema no lineal (17) en su forma convexa:

2
g (8) = 32 (a1 (0) (Avyay (1) + Buyiteey (1)), (19)
=1
donde:
T T
0100 O 0800 0
Bzyl = |: :| ) Bxy2 = |: :| .

(18)

00010 0 0 080

Las funciones de ponderacién satisfacen la siguiente
propiedad de suma convexa:

2
D hi(z(t) =1, 0< hi(z(t) <L (20)
=1

La ley de control que se define para el control del sistema
x — y se establece como:

2 xl(t> _({Lt';’ef (t)
Ugy(t) = ; hi(z1(t)) Kayi z3(t) E Yres(t) |7 (21)
= £E4(t)

donde z,.¢ es la referencia para la posicién del eje X,
Yres €s la referencia para la posicién del eje Y y K,y son
matrices de ganancias que hacen al subsistema de posicién
estable.

Con la obtencién de las entradas virtuales u(t) y uy(t) se
determinan los angulos deseados ¢, y 64 para una posicién
deseada en el plano X — Y

_ aresin [ S8(@1)us(t) +sin@ (5)uy (1)
ba(t) = ( cos(@a (D)) > ;
¢a(t) = arcsin(sin(z11(t) )ug (t) — cos(x11(t))uy(t)). (22)

3.8 Subsistema de rotacion

Para disenar el control del subsistema de rotacién se
define el vector de estado:

(1) = [2(t) @s(t) 2o(t) 210(t) 211(t) 12(8)]
= [6(t) 3(t) 0(t) 6(t) (1) (1) ] -

Por lo que el modelo del subsistema de rotacién es:

(23)

i7(t) (I,—1 )xS(ZEJ) ®)
drs(t) r10(t)12(t) = = P (t)Q(E) + “
To(t) 710(f)

g10t) | T | as(®)zia(t) L) 4 Lo (5)Q(E) 4+ oL
'7.;11(15) ’ .’1?12((‘,3 ’
Z12(t) I xg(t)xlo(t) (IzI—Iy) + Tu}(t)

(24)
Se obtiene el siguiente modelo no lineal para el subsistema
de rotacién:

o(t) = A, (D, (t) + Bous(t) + E.(O)Q(t),  (25)
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donde:
[0 1 000 0
0 0 000 fo®U, L)
0 0 010 0
Ac(t) = |, 0 000 0L |, (26)
0 0 000 1
0 2ol g g 0 |
000 0 0
% 0 0 Jpwlm(t) 0
d 0o 7o (1) i o
B, = 0 % 0 auT(t) = TG(t) 7Er(t) = | jpzs(?) 0
0 Oy 0 Tw(t 1y
0o 0 0
1, 0 0

Para la obtencién de un modelo convexo mediante la
transformacién del sector no lineal, se determinan las
variables premisas: z3(t) = wzs(t) € [-3,3] ¥y z3(t) =
x10(t) € [—3,3]. Con base en las cotas propuestas, con-
siderando limites fisicos angulares, se definen funciones de
ponderacién:

0,0 0,1
hs = wyws, hy = wyws,

hs = w%wg, he = w%wé, (27)
donde:
3—as(t)
wg . ) =1- wg,
28
0 3 - xlo(t) ( )

_ 1 _ 0
wy = ,wz =1 —ws.

3-(-3)

Por tanto, es posible escribir el subsistema no lineal (25)
en su forma convexa:

4
t) = Z hi(22(t), 23

(29)
donde:
0 1 000 0 0 0
0 0 0002k i
0 0 010 0 0 0
An=1o 0 o000 AL L) B = e |
0O 0 000 1 0 0
0 2L=h) g0 o 00
0 1 000 0 7 0 0
0 0 000 k) 4o g
0O 0 o010 0 0 0
42=10 0 000 =S Lo) B = —% (|
O 0 000 1 0 0
0 3U=14) (o ( 0 ] 0 O
(30)

(t))(Arixr(t) + Brur(t) + Eriﬂ(t))v

[0 1 000 0 0 0
0 0 00020l —%e ()
0O 0 010 O 5 0
Arg = 0 0 000 3(121*11) , By = 3[]4 ol
O 0 000 1 J 0
0 2Ll oo0 0 | 0 0
0 1 000 0 00
0 0 00030t 3y ()
x I,
y 0O 0 010 O G 0
“=lo 0 000 Mt Fr= )
0 0 000 1 00
02—t go0 0 00

Las funciones de ponderacion satisfacen la siguiente
propiedad de suma convexa:

i=1

La ley de control que se define para el control del subsis-
tema de rotacion se establece como:

x7(t) — palt)

4 zs(t)

un(t) =3 hi(za(t), 25(0) Ko “”9(’210‘(gd(t) (32)
1=1 T11 (t)
12 (t)

4. DISENO DEL CONTROLADOR CONVEXO CON
DESEMPENO H

Considerando un sistema T-S general definido como:

Zh

donde xz(t ), u(t), d(t) son el vector de estado, vector de
entrada y la perturbacién, respectivamente; A;, B; y E;
son matrices conocidas que definen los submodelos LTI
del sistema T-S. h;(z(t)) son las funciones de ponderacién
que dependen de las variables premisas z(t), r es el
numero de variables premisas. Entonces, con la finalidad
de estabilizar el sistema T-S se considera la ley de control
definida por:

x(t) + Byu(t) + Ed(t)), (33)

2)"
) =" () K (), (34)
i=1
donde K; son matrices de ganancias a calcularse. Asu-
miendo que los pares de matrices (4;, B;) son contro-
lables, se sustituye en la ley de control (34) un modelo
convexo con perturbacién y producir el sistema en lazo
cerrado:
- Yy
=1 j=1

+Eid(t)).

(=) ((As + Bif; ) (t)

(35)
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Note que la estabilizacion es afectada por la perturbacién
d(t), para minimizar su efecto en la estabilizaciéon del
sistema, se plantea el siguiente problema de optimizacion:

@)l _
ld(®) 220 [d(E)]]2,

donde v es el nivel de atenuacién y el siguiente teorema
da condiciones suficientes para garantizar la estabilidad
del sistema.

7, (36)

Teorema 1. Dado el sistema en lazo cerrado (35) y la
ley de control (34), el sistema es estable y robusto si y
solo si, existen matrices W;, P = PT > 0y un nivel de
atenuacién vy > 0, tal que satisfagan las siguientes LMIs
Vi, j €{1,2,...,r}:

]\/.I'AlT +W]TB;|— +A;M + B;W;  E; MT
El —2I 0 | <0,
M 0 I
(37)

donde las ganancias del controlador son calculadas por
Kj = WjM_l.

Demostracion: Considere la funcién de Lyapunov:
V(z(t)) = x(t)"Px(t) > 0 y el siguiente criterio de
desempeno H., como:

V() +2(t)Ta(t) — 42dt)Tdt) <0,  (38)

donde V(x(t)) es la derivada de la funcién cuadrética de
Lyapunov:

V(x(t)) = @(t)" Pz(t) + x(t) T Pi(t) <0.  (39)

Sustituyendo el sistema en lazo cerrado (35) y la derivada
de la funcién de Lyapunov (39) en (38), se obtiene:

(Exneon

x Px(t) <§3§T:h

=1 j=1

.
(=(0) (Ai + Bik; ) ()+Eid(t)>
(=(1)) (Act

Bin)x(t) + Eid(t)> +2(t) T (t) — y2d(t)Td(t) < 0

desarrollando y realizando manipulaciones algebraicas:
27 2"

Z Z hi (Z t
i=1 j=1
PA; + PBK; + I)x(t) +d(t)TE Pa(t)+

w(t)" PEd(t) —~*d(t) "d(t) <0, (40)

usando la propiedad convexa 212;1 hi(z(t) =1, 0 §

fac

) =

2(0)2(t)" (AT P+ K] B P+

hi(2(t)) < 1 de las funciones h;(z(t)) y h;(z(1)),
torizando a la izquierda y derecha por el vector X (t

{x(t)

T one:
d(t)] y su traspuesta X ' (t), se tiene:

. I, PE;| -
X7 (1) [EJP _W} X(t) <0,

con:
I''=A/P+K/B'P+PA+PBK;+1,

para juntar las matrices desconocidas Py Kj, la desigual-

dad es pre y post-multiplicada por X (t) = {1\04 9] y su

traspuesta, donde M = P~ por tanto, se obtiene lo
siguiente:
MA] + MK} B + AiM + BiK;M + M"™M E;
[ E;' —721}
<0,

donde el término cuadratico de la desigualdad puede
ser eliminado considerando W; = K;M, por tanto,
las desigualdades lineales matriciales (LMIs) se escriben
como:
MA] +W'B + AAM +BW; + M"M E; 0
E;" I =
Finalmente, aplicando el complemento de Schur se ob-
tienen las LMIs descrita en (37) por el Teorema 1.

El controlador convexo y robusto que se plantea en el
Teorema 1, es un panorama general para el diseno de
controladores, para ser aplicado a los subsistemas se
requiere particularizar las variables. Para el controlador
del subsistema x — y se considera:

2(t) = 20y (t), Ei(t) =0
ult) = gy (t), d(t) = Q(t)
K = Kgy.
Para el control del subsistema de rotacién se considera:
$(t) = xr(t)v Ez(t) = Er(t)
u(t) =u,(t), dt)=Q(t)
K=K,.

(41)

(42)

5. RESULTADOS

La efectividad del control del hexarrotor se demuestra a
través de simulaciones en MATLAB Simulink, el cual se
requieren de los valores de los parametros constantes que
se encuentran en la Tabla 1.

Table 1. Parametros

Parametro | Valor Parametro | Valor

m 2 kg kp 3.1202 x 10~ 7

l 0.5 m I, = I, 0.0308kg m?

g 9.8 m/s? I 0.0401kg m?

kr 8.5486 x 10=% | J, 6.01 x 10~ %kg m?

Las ganancias de los controladores de cada subsistema
se obtienen mediante la caja de herramientas Yalmip y el
solucionador Sedumi de MATLAB. K, es la ganancia para
estabilizar la altitud, K y1,K,y2 contiene las ganancias
para estabilizar la posicién * — y v K1, Ko, K3, Ky
son las ganancias para estabilizar los angulos de rotacién.
Por cuestiones de espacio las matrices de las ganancias
calculadas se omiten.

El seguimiento de referencia en los ejes x,y, z se observa
en la Figura 3 donde la posicién en x tiene una referencia

Copyright© AMCA, ISSN: 2594-2492
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Fig. 3. Seguimiento de referencias
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Fig. 5. Senales de control de los seis rotores

o

Velocidad (RPM)

2 @

2 2

g 8

{o
g

Velocidad (RPM

de 10 [m], en y 12 [m] y para z 8 [m]. Note que para
cuando t > 10 [s] el VANT se estabiliza en la posicién
deseada, demostrando su efectividad del controlador.

En la figura 4 se muestra el comportamiento de los
angulos roll, pitch y yaw. No obstante, las posiciones
angulares tienen un desplazamiento despreciables cuando
realiza los movimientos traslacionales. En la figura 5 se
muestran las senales de control de los seis rotores del
hexarrotor en unidades de RPM y se observa que los
motores estarfan en un rango de velocidad entre 0 -
1000 RPM y al quedar en hover mantiene una velocidad
constante de 618 RPM.

6. CONCLUSION

En este articulo se disena un control basado en una
reescritura convexa a partir del sector no lineal para
estabilizar el hexarotor en modo hover. La metodologia
requiere de un control en cascada, dividiendo el modelo
no lineal en subsistemas: altitud, posiciéon x—y y rotacion.
Los resultados demostrados en la Figura 3 ilustran el
buen desempeno del método a pesar de la presencia de
la perturbacién generada por las velocidades rotacionales
de los rotores. Como un trabajo futuro es probar el

algoritmo en un escenario realista contra diferentes tipos
de perturbaciones y el ruido de medicién inducido por los
sensores.
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