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Abstract: This work proposes the design of a robust controller for the perturbed kinematic
model of the unicycle mobile robot. The controller is based on integral sliding modes (ISMs)
and the approximation provided by a differential neural network (DNN) for the tracking error
dynamics, represented as an uncertain time-varying linear system. The methodology ensures
asymptotic stability for the tracking error despite multiplicative disturbances in the control
channel. The ISM compensates for the matched dynamics identified with the DNN. Then, a
feedback controller minimizes the effect of unmatched dynamics by solving a set of Linear
Matrix Inequalities. Simulation results show the feasibility of the proposed strategy against

classical controllers.
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1. INTRODUCCION

Existen diversas aplicaciones en ingenieria que requieren
el uso de robots méviles (RMs) auténomos para resolver
tareas particulares (Rubio et al., 2019), (Patle et al., 2019).
Por ejemplo, en cuestiones de agricultura, el uso de dispos-
itivos méviles permite la identificacién de plagas a partir
del monitoreo de invernaderos y plantaciones a través
de sistemas robdticos moviles terrestres y aéreos. Conse-
cuentemente, el diseio de algoritmos de control que per-
mita el seguimiento de trayectorias, el movimiento punto a
punto 6 el control a partir de un modelo de referencia. Uno
de los principales retos que conlleva el diseno de técnicas
de control para RMs es la presencia de restricciones no
holénomas que limitan el uso de técnicas convencionales
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como controladores lineales o por retroalimentacion de
estados (Hichri et al., 2022).

De acuerdo a su configuracién cinematica, existen difer-
entes RMs que requieren un analisis particular para el
desarrollo de algoritmos de control. Uno de los RMs maés
estudiados por su versatilidad y libertad de movimiento,
son los robots tipo uniciclo (UMR, por sus siglas en inglés)
cuya aplicacién en problemas reales es variada (Patle et al.,
2019). Es importante notar que los UMR no pueden ser
estabilizados mediante algoritmos estaticos, lo anterior a
partir de la condicién de Brockett (Pourboghrat, 2002).
Como consecuencia, la mayor parte de los algoritmos de
control, implementan estrategias de control de retroali-
mentaciéon variantes en tiempo o algoritmos de control
con estructura variable. Muchos de estos desarrollos con-
sideran el estudio cinemaético, el cual no incluye fuerzas
externas como la gravedad y/o la friccién en las ruedas
(Tzafestas, 2018). Sin embargo, otros fenémenos como el
derrape, el deslizamiento y el ruido acoplado a la senal de
control deben de considerarse para obtener un algoritmo
robusto que permita un buen desempeno de los RMs en
aplicaciones reales (Rochel et al., 2022).
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Algunos desarrollos para el control del UMR implementan
teorias de inteligencia artificial como la légica difusa (Das
y Kar, 2006) 6 redes neuronales para producir una sefal
de entrada variante en tiempo que garantice la estabilidad
en lazo cerrado del error de seguimiento (Pourboghrat
y Karlsson, 2002). Otras técnicas no lineales consideran
senales discontinuas para lograr un error de seguimiento
de cero en tiempo finito a pesar de las incertidumbres
externas (Rochel et al., 2022) y (Diaz et al., 2022). El
control por modos deslizantes integrales (ISMC, por sus
siglas en inglés) permiten rechazar perturbaciones en el
canal del control y establecer un control nominal. Se han
propuesto estrategias compuestas con modos deslizantes
de alto orden o controles discontinuos y técnicas cldsicas
por retroalimentacién, basados en los llamados métodos
elipsoidales (Gutierrez et al., 2023). En el caso de pertur-
baciones multiplicativas en el canal del control, la repre-
sentacion del error de seguimineto del UMR se convierte
en un sistema variante en tiempo incierto. Para lidiar
con sistemas inciertos, las redes neuronales diferenciales
(DNN, por sus siglas en inglés) permite identificar en linea
dindmicas no modeladas de sistemas no lineales. La prin-
cipal ventaja de estos sistemas, a diferencia de las redes
estaticas, es la obtencion de las leyes de adaptacién de la
red a partir de funciones controladas de control, garanti-
zando estabilidad practica, consecuencia del ntimero finito
de elementos en la base de aproximacién (Poznyak et al.,
2023). Este error de aproximacién puede ser rechazado por
técnicas robustas basadas en modos deslizantes. .

Este articulo propone una soluciéon al problema de
seguimiento de trayectoria de un UMR, con perturbaciones
en el canal del control. El error de seguimiento se puede
representar por un sistema no lineal incierto, el cual, serd
identificado por una DNN cuya estabilidad se estudia a
través del segundo método de estabilidad de Lyapunov.
Una vez que se tienen identificadas las dindmicas no
modeladas, las dindmicas acopladas al canal del control
seran compensadas por el algoritmo de control, el error
de modelado de la red sera rechazado por el ISMC y la
dindmica no acoplada al control sera estudiado con un
esquema de retroalientaciéon de estados. Se muestra una
comparacién con el control propuesto en (Maghenem et al.,
2017). Finalmente, la seccién 5 presenta las conclusiones
del trabajo.

Notacidon: Se denotan las funciones trigonométricas como
s(0) = sin(0), c(0) = cos(0), t(0) = tan(¢), [¢l} =
¢ Ay; I, representa la identidad de dimensién n x n.

2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

El modelo dindmico de un robot tipo uniciclo (UMR, por
sus siglas en inglés) se representa por el siguiente conjunto
de ecuaciones diferenciales no lineales (see, Fig. 1)
0=[1+di(w, &= [1+do(t)lc(O), )
g =[1+da(t)]s(0)v,
donde x € Ry y € R denotan el punto medio entre las llan-
tas del robot y 6 € R representa la orientacién del angulo

Fig. 1. Robot tipo uniciclo (UMR)

del UMR. Los términos v y w son las velocidades lineal y
angular respectivamente. Para el caso del presente trabajo,
estas variables constituyen las entradas de control. Los
términos dy y ds son perturbaciones variantes en tiempo
que son multiplicativas a la senal de control. Estos valores
pueden ser originados al convertir la senal de control, que
corresponden a una velocidad, en senales de corriente y
voltaje que se aplican directamente a los motores que
permiten el movimiento del robot. Adicionalmente, pueden
representar cinematicas no modeladas proporcionales a la
senal de control, como deslizamiento, 6 derrape de las
llantas (Guerra et al., 2016), (Wang y Low, 2008). Para
este trabajo se asume que éstas perturbaciones d;(t) son
desconocidas y acotadas, i.e., —1 < di(t) < dpax < 1,
para ¢ = 1,2, dpnax €S una constante conocida y positiva.
La restriccién d;(t) > —1 asegura que la perturbacién no
implica un cambio de signo en la senal de control. Este
trabajo busca el disenio de un controlador para seguimiento
de trayectoria para el UMR que sea capaz de compensar
perturbaciones multiplicativas mediante técnias de esti-
macién no paramétrica basada en DNN.

3. PROPUESTA DE CONTROL ROBUSTO PARA EL
UMR

3.1 Dindmica del control de sequimiento

El modelo de referencia para el UMR esta dado por el
siguiente conjunto de ecuaciones diferenciales

&g = c(0a)va, Ya = s(0a)va,  (2)
donde x4, yq v 04 son la posicién deseada en el plano
X —Y del UMR, vq y wyq son las velocidades deseadas,
linear y angular, respectivamente. Se asume que estas
velocidades son continuas y acotadas a partir de las
siguientes constantes positivas vy, U4 y Wy, i.e., 0 < v, <
va(t) < Vg, ¥ |lwalle < @Wa, tal que vy(t) € V. C R
y wa(t) € W C R, for all ¢ > 0. De igual forma, se
considera que los estados deseados estan acotados , i.e.,
zq(t) € X C R and yq(t) € Y C R, para todo t > 0.
Con base al modelo descrito anteriormente, el error de
seguimiento se define como e; = 04 — 0, es = ¢(0)(xg —
z) +38(0)(ya — y) and, ez = ¢(0)(ya — y) — s(0)(za — 2).
Obteniendo la dindmica del error de seguimiento tenemos

04 = wa,
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é1 = —wdg(t) + 71,
[1+ da(t)|wes — vdy (t) + T2, (3)

—[1 + da(t)|wes + vgs(er),

con las entradas virtuales de control denominadas como 7
y T2 definidas como

€2

€3 =

T = vge(er) — v. (4)
La dindmica del error de seguimiento (3) puede ser de-
scrita como un sistema lineal con parametros variantes en
tiempo, i.e.,

T1 = Wqg — W

¢ = A(p)e + B[t + F(p)d], (5)
donde e = (ej,ez,e3)] € R® 7 = (1,m)" € R2,
d=(dy,d2)T € R2%. A(p), By F(p) se definen como

0 0 0
A(p) = ( 0 0 1+ dz(t)]w) ,
vgsc(er) —[1 + da(t)]w 0

B(é%) Fo=(57%).

siendo p = (va,sc(er),v,w,de)’ € R el vector de
incertidumbres a identificar por una propuesta adaptable.
La sefnal de control se define como

T =up+ uj. (7)
Es importante notar que la ecuacién (7) esta dividida en
dos partes. El elemento no lineal u; estard constituido por
un control basado en ISMC con el objetivo de compensar
las perturbaciones que se encuentran en el canal del con-
trol, esta técnica permite un comportamiento por modos
deslizantes sin fase de llegada, mientras ug es el control

nominal compuesto por una retroalimentacién de estados,
resultado del identificador basado en DNN.

(6)

3.2 Modelado no paramétrico del error de sequimiento

La dindmica del error de seguimiento en la ecuacién (5)
puede ser aproximada por,

é= (Ao +Wioi(e)) e+ B (1 + Wyoz(e)) + f(e, p,d), (8)
donde Ay € R3*3 es una matriz Hurwitz, Wy € R3*¢
W5 € R?*" son los pardmetros que mejor aproximan el
modelo no lineal, estos valores son desconocidos pero se
consideran acotados, i.e., [|[W||% < W;", donde ||[W*|%
representa cualquier norma cuadratica matricial y Wf €
Ry, coni=1,2 01: R? = R3 y gy: R® — R? son las
funciones de activacion, las cuales en este trabajo fueron
seleccionadas como sigmoides, cada elemento de o1 y o2
se define como:

o.(e) = (az + bzeXp_(cZe)) B , 9)

donde a, € R, b, € R and ¢, € R?® son pardmetros
libres a seleccionar por el usuario, asi como el niimero
de funciones que se usaran para aproximar el sistema. La
dindmica no modelada f: R3 x R% x R? — R3 compacta
las incertidumbres y dindmica no modelada del sistema, asi
como el error de aproxmla(:lon de lared, i.e. f B f1 + fg
El error de aproximacién depende del ntimero de elementos

que constituyen la base de aproximacién, en este estudio
serfa el nimero de funciones sigmoidales Cybenko (1992).
La dindmica de f se considera acotada como || f||3 < fT,
A = AT > 0 representa una matriz positiva definida
y simétrica. El identificador basado en DNN tiene la
siguiente estructura.

é= (Ao + W(t)a(e))é + B (1 + Wa(t)oa(e)), (10)

Las leyes de aprendizaje del identificador estan definidas
como

W1 = —OéWl —KlPAéTUir(e), (11)
Wy = —aWy — K2 BT PAoy (e),
donde A = é — e es el error de identificacién, K1 y K5 son
matrices positivas definidas de dimensiones apropiadas,
P = P" > 0 es una matriz positiva definida y simétrica,
solucién de la siguiente desigualdad matricial tipo Raccati.

PA+ATP+PRP+aP+Q<0,
R= (W, + W, )I3y3,
Q= (of +La;)13x3,

La convergencia del observador se resume en el siguiente
teorema

(12)

OZER+.

Teorema 1. Considere la aproximacion del error de sequi-
miento del UMR en la ecuacion (5) por la DNN descrita
en (8). Si el identificador propuesto en la ecuacién (10)
es entrenado con las leyes de actualizacion en (11) y
la desigualdad matricial tipo Riccati en (12) tiene una
solucién positiva definida P = PT > 0, el error de
aprozimacion converge a un conjunto alrededor del origen
delimitado por la magnitud de las perturbaciones definido
como
r-2

@

con B =W+ Wy + f*.

(13)

Demostracién. La prueba de este Teorema se basa en
una funcién de Lyapunov definida como

V=ATPA+tr {VT/JKl—lWl}Hr {WJK;WQ} . (14)
Con W; = W;(t) — W;. O

7

3.3 Control basado en modos deslizantes integrales

Es posible representar la aproximacion basada en DNN
como (la dependencia del tiempo se omite de aqui en
adelante)

6= e+¢1+B(¢2+T+f1)+f2

donde ¢, y ¢o se definen como ¢ = B+ (BL)+ Whio(e)é
representa la parte de la dindmica de la estimacién
obtenida por la red que no esta acoplada al control y el
término ¢ representa la dindmica de la red acoplada al
control, i.e., ¢ = BTWio(e)é + W202 Esta separacién
asegura que I, = BBT 4+ B+ (Bl) de acuerdo al trabajo

en (Rubagotti et al., 2011). Los términos f1 v f> conideran
el error de modelado de la red. Estos términos dependen

(15)
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de los pesos de la red y de las funciones de activacion,
por lo tanto, partiendo del resultado del Teorema 1, estos
valores se mantienen acotados. Con la definicién de la senal
de control en la ecuacién (7), el control nominal ug es
seleccionado como

(16)
donde K € R?*3 es una ganancia que serd disefiada
posteriormente. El controlador robusto basado en modos
deslizantes se describe como

(%) ZKé,

(GB)"s
I(GB)Ts||
La ganancia p debe de ser positiva y su valor se especifica

posteriormente. La superficie de deslizamiento se define
como

4@=Gﬂw—wm—GA<de+wa>
Li(p)) dio.

up=—¢p2—p (17)

(18)
3.4 Resultado principal

El siguiente teorema describe el resultado principal de este
trabajo

Teorema 2. Considere la dindmica del error (3) aproxi-
mada por el identificador en (10), si el control T descrito
en la ecuacidn (7) se compone con el control nominal g
en (16) con K obtenida a partir de la siguiente desigualdad
matricial
Q- (P2A0+A§P2+BK+KTBT+Qe+uP2 Py )
Py Qo )’
para una Py = P, y del ISMC uy descrito en (17), con
p=lfi—(GB) G fa||+7 yv > 0, el error de sequimiento
tiene un punto de equilibrio asintdticamente estable en
cero.

Demostracion. La derivada de la superficie de desliza-
miento con el control definido en (17) es

) (GB)Ts = ) 5
$=GB | —prramr 1) +Gfo. 19
(-ercara 1
Si se propone la funcién de Lyapunov Vi = s's/2, su
derivada a partir de la ecuacién (17) es la siguiente
Vo <GB TN (o= IIfi = (GB)'GRI) . (20)

Por lo tanto es suficiente con seleccionar p como se describe
en el Teorema 2 para garantizar la existencia del modo

. 1
deslizante, i.e., Vy < —7|/(GB)"||Vi*. En la superficie de
deslizamiento el control equivalente se define como

vp,, = —(GB)"'Gfo — fu, (21)
y la dindamica del error de seguimiento en la superficie
deslizante queda establecido como é = Apé + Bug + @,
donde ® engloba la perturbacién no acoplada y la dinamica
de la red que no se puede compensar directamente por el
control, i.e., ® = ¢;+ (I3 — B(GB)™'G) f>. Es importante
notar que ® depende de la dindmica no modelada de la
red fg, y de la parte no acoplada del término Wioq(e)é,

por lo tanto ® es una perturbacién y/o incertidumbre no
paramétrica desvaneciente cuya cota se puede representar
como ||®[|g, < é'Q.é. Sise define una funcién candidata
de Lyapunov V5, = éT.Pgé, con derivada con respecto
al tiempo Vg = 26T Pyé y sustituyendo la dindmica del
error de seguimiento en la superficie de deslizamiento, se
tiene el siguiente resultado, V =2TP, (Aopé + Bug + P).
Sustituyendo el control nominal y anadiendo el término
nulo +||®||g,, el sistema en lazo cerrado se convierte en

Vet <P2A0+A§P2+BK+KTBT Py )é
Py —Qo

— 3T Qs®. (22)
Tomando en consideraciéon la cota para ® y sumando
y restando pl|é[|%, es posible obtener la ecuacién V =
e Qe — pe’ Pyé, donde, Q estd definido en el Teorema 1.
Si la matriz Q < 0, V<-— ©V lo que implica convergencia
a cero del error de seguimiento del UMR. O

4. RESULTADOS

Esta seccién muestra la viabilidad de la implementacion
del control propuesto. La trayectoria de referencia usada
en simulacién es x4 = cos(wot) y yqg = sin(2wpt) con
wo = 0.2094. Con estos valores, el dngulo de orientacién
deseado 6, y las velocidades deseadas vq y wg se obtuvieron
de acuerdo a la formulacién descrita en (Rochel et al.,
2022). El valor de las perturbaciones fue seleccionado como
dq(t) = 0.5sin(3t)+0.3 y da(t) = 0.5 cos(t) +0.3. Todas las
simulaciones se realizaron con un método de integracién de
caurto orden y paso de muestreo de 0.001 segundos. Las
condiciones iniciales del UMR fueron z(0) = 1.01, y(0) =0
y 6(0) = 1.5.

4.1 Identificador por DNNs

Los parametros del identificador basado en DNNs fueron
seleccionados como

~10 0 0 280 0 0
Ag=| 0 —-10 0|, P=|( 0 280 0 |,
0.1833 0 -10 0 0 280

Los coeficientes de aprendizaje fueron K; = 10.5I3 y
K5 = 10.715. En relaciéon a las funciones de activacion,
para sigma o; se seleccioné ¢ = 3 por lo que o7 =
O =13 j=1.3 CON los siguientes elementos (de acuerdo
a la definicién e propuesta en (9)):

ay, =150 x (0.5 0.7 —0.2 1 0.5 0.7 —0.2 1 02)

br, =20x (151712123 -122209 O.I)T7
0.5470 0.1890 0.3685
Coy = 20 X .

T

)

0.2963 0.6868 0.6256
0.7447 0.1835 0.7802
Se tiene la siguiente definicién para el segundo conjunto de
funciones sigmoidales og = (02, 022)T con los siguientes
parametros
gy =15 % (0.5 0.7) ", by, =50x (1.5 1.7) ",
o —5x 0.5470 0.1890 0.3685
72 0.5470 0.1890 0.3685 ) °
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Fig. 2. Estimaciéon del error de seguimiento por la DNN.
La linea azul punteada representa las trayectorias
generadas por la DNN y la roja continua representa
el error de seguimiento.

Las condiciones iniciales de los pesos (Wi, W2) fueron
escogidas de manera aleatoria con valores entre 0 y 1.
Las condiciones iniciales del identificador fueron tomadas
como cero.La figura 2 muestra la estimacién del error
de seguimiento por parte del identificador, es importante
notar que después del periodo de entrenamiento de la red,
las trayectorias del error son estimadas correctamente.
El periodo de entrenamiento fue menor a un segundo,
esto permite compensar la dindmica variante en tiempo
del sistema mediante el control compuesto por ISM y
la retroalimentacion de estados. La figura 3 muestra la
norma del error de identificaciéon. Esta métrica corrobora
el desempeno del identificador y el resultado obtenido en
el Teorema 1, que prueba estabilidad préctica. El tiempo
de simulacién que se gréafica difiere del tiempo presentado
en la figura 2, lo anterior para enfatizar el proceso de
aprendizaje de la red, que son las oscilaciones que se
muestran en los primeros 0.5 segundos de simulacién. Una
vez que pasa este periodo, el error de identificacién se
mantiene cercano a cero.

4.2 Control por modos deslizantes integrales

Los pardmetros del controlador por ISM fueron selecciona-
dos como G = BT, p = 0.75. La ganancia para el control
nominal ug fue obtenida como

175 0 34097
KZ( 0 155 0 )

El control desarrollado se compara con la propuesta desar-
rollada en Maghenem et al. (2017). El control esta descrito
por las siguientes ecuaciones.

v =v4(t) cos(er) + K e,

w=wq + Kper + vgKyea0(e1), (23)
sin(eq)

4

P(e1) =

e1.

0 05 1 15
time (s)

Fig. 3. Norma del error de identificacién de la DNN. Solo
se grafican los primeros 1.5 segundos de simulacién
que es el tiempo que le toma a la red identificar las
trayectorias del error.

—~ _Xd
L o — = ‘DNN
F= e N N N PYTrreees NLS
4 ‘ ‘ ‘ ‘ [
0 5 10 15 20 25 30
tiempo (s)
1 T T T
S —
0 — = :DNN
R N U R NG oo o
4 ‘ ‘ ‘
0 5 10 15 20 25 30
tiempo (s)

20,
/

0 5 10 15 20 25 30
tiempo (s)
Fig. 4. Comparacion del seguimiento de trayectoira del
UMR por el ISMC compensando las no lineali-
dades acopladas al control por medio del identificador
basado en DNN.

Los valores usados en simulacién fueron K, = K, =
Ky = 4. La figura 4 muestra el seguimiento de trayectoria
del UMR. Ambos controles realizan el seguimineto de
trayectoria. Sin embargo, la presencia de la perturbacién
provoca algunas oscilaciones con el control. La figura 5
muestra el seguimiento de trayectoria en el plano x — y.
A primera vista no es posible apreciar las ventajas del
controlador por ISMC. Por lo anterior, la figura 6 muestra
la norma dos del error de seguimiento. La linea roja
continua representa el error de seguimiento de la DNN,
el cual presenta oscilaciones al inicio de la simulacién, las
cuales corresponden al periodo de entrenamiento de la red,
posteriormente converge a una regién mas pequena que
el controlador no lineal propuesto en las ecuaciones (23).
Esta grafica demuestra las ventajas al aplicar el algoritmo
combinado entre DNN e ISMC.
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Fig. 5. Seguimiento en el semiplano X — Y. La linea roja
es la trayectoria deseada, la linea azul el control por
DNN e ISMC y la linea punteada negra el control en
(23)
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Fig. 6. Norma del error de seguimiento. La linea azul
representa el control no lineal en (23) y la linea roja
el controlador por DNN y ISM.

5. CONCLUSIONES

La técnica aplicada en el presente articulo, permitié la
estimacién de la parte variante en tiempo del error de
seguimiento del UMR aplicando DNNs. La calidad de
seguimiento mejora en términos de desempeno, obteniendo
una zona de convergencia menor comparada con técnicas
clasicas de control; de igual forma, la energia de control
que se aplica se ve reducida al compensar las dindmicas
obtenidas con el algoritmo de RNDs.
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