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Abstract: The development of a fractional order tracking control for a differential wheeled
mobile robot under the effect of skidding and slipping effects is presented in this paper. The
kinematic model of a differential mobile robot with disturbances are used to solve the trackin
}f)roblem. The control scheme proposed is based on backsteﬁping, feedback passivity an

ractional sliding modes techniques. Numeric simulations are s

own to prove the effectiveness

of the proposed method and a comparison with entire order scheme is also provided.
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1. INTRODUCCION

A través del tiempo, diversas técnicas de control han
sido desarrolladas para llevar a acabo tareas de manera
eficiente, considerando los efectos de patinado y desliza-
miento tales como el control por backstepping (Moham-
mad Salah et al , 2019) y por modos deslizantes (Manuel
Mera et al , 2023), entre otros.

Un trabajo que propone una forma de las perturbaciones
por deslizamiento y patinado como perturbaciones aditi-
vas de entrada, multiplicativas de entrada es el de (Danwei
Wang et al , 2008). En éste trabajo se desarrolla el modelo
cinematico de diferentes RMR bajo la influencia de dichos
fenémenos. Con este mismo enfoque se tiene el trabajo
de (Cui et al , 2014), en donde los autores obtuvieron
el mismo modelo cinematico del RMR diferencial de una
manera alternativa.

Sin embargo, este tipo de controladores produce una
retroalimentacion de conmutaciéon monétona que conduce
a vibraciones de alta frecuencia en las senales de control.
Un trabajo que propone un controlador para reducir el
castafieo sin considerar los efectos del patinado y desliza-
miento lateral es el de (Al-Mayyahi et al , 2016). El Con-
trol de Modo Deslizante de Orden Fraccional (CMDOF)
se ha introducido para superar este inconveniente (Pad-
mini Singh et al , 2021).

En este articulo, se presenta una técnica de control
basado en backstepping, pasivacién por retroalimentacién
y CMDOF para resolver el problema de seguimiento de
trayectoria en presencia de términos de incertidumbre por
patinado y deslizamiento lateral. En particular, la técnica
por modos deslizantes se emplea para agregar robustez y
de esta manera, no considerar que las perturbaciones de
deslizamiento y patinado son conocidas. Ademads, se hace
un estudio formal de la existencia del modo deslizante y
se presentan simulaciones numericas.

2. MODELO CINEMATICO

En la Figura 1 se muestra un RMR diferencial con dos
marcos de referencia: el marco inercial X —Y y el marco
movil X, —Y,,, cuyo origen estd fijo al punto P (ubicado
en el centro del eje de las ruedas del robot).

g P, X

£

Fig. 1. Marcos de referencia en un RMR diferencial.

El vector que describe la posicién y orientacion del RMR,
en el marco inercial, X —Y', es el vector ¢ = [xy6]T, donde

0 se mide con resqecto al eje inercial X. Las restricciones
no-holonomas de las ruedas con patinado y deslizamiento

estan dada como en Yu Tian et al (2009),

z cos(0) + ysen() + 69: =7r(Pq — Q) (1la)
& cos(0) + ysen(d) — b0 = r(o; — ) (1b)
— @sen(f) + ycos(f) = 4. (1c)

Se define las variables de estado como,

q=1[ry 0 papia %‘]Ta (2)
donde (i con el subindice &k = d,7 corresponde a la
rueda derecha e izquierda, respectivamente. Estd es la



Congreso Nacional de Control Automatico 2023,
25-27 de Octubre, 2023. Acapulco, Guerrero, México.

erturbacién que corresponde al patinado mientras ¥ es
a perturbacion que corresponde al deslizamiento lateral.
Por otra parte, pr = 7(¥r — () con el subindice k = d, i
corresponde a la rueda derecha e izquierda respectiva-
mente. Se reescriben las ecuaciones de restriccién (1) en
términos de las variables de estado como,

Alq)q =0, (3)
donde
—sen(f) cos(d) 0 =1 0 0 00
A(g) = | cos(f) sen(d) b 0 —1 0 00|. (4
cos(f) sen(d) —b 0 0 —100

El espacio nulo de A, esto es N(A), estd dado entonces

por, _ -
—sen(6) 7cos,2(9) 7(;082(0) 00

cos(0) sen%(Q) 56112(9) 00

1
S(q) = 0 - —= 00]. (5)

P ¢ oo

0 1 0 00

0 0 1 00

0 0 0 10

0 0 0 01

Entonces se obtiene directamente,
q=S(q)n, (6)

con 0 = [§ pa pi pa )T . Por tanto, de la ecuacién (6) es
posible obtener,

=P _2‘_ pi cos(f) — 4sen(d) (7a)
§= ”dTwsen(e) + 4 cos(0) (7b)
y_ Pd— pi
0= T (7c)
Dado que pr = 7(¢r — (), se definen las siguientes
relaciones de acuerdo con la figura 1,
Pd + pi pd — Pi
VU= w—wp = oy (8a)

donde v, w son las velocidades lineales y angulares, reSFec—
tivamente y v, w, son las perturbaciones en las veloci-

dades lineales y angulares respectivamente. Por lo cual,
el conjunto de ecuaciones (7) se reescribe como,

& = (v —vp)cos() — ysen(0) (9a)

y = (v —vp)sen(d) + 4 cos(h) (9b)

0=w— w,. (9¢)
El marco fijo y el marco movil se relacionan mediante la
matriz de rotacién estandar R(6).

3. ALGUNOS CONCEPTOS DE CALCULO
FRACCIONAL

El célculo fraccional es la extension del cédlculo clésico a
las operaciones de derivacién e integracion usando ordenes
no enteros. En el dominio del tiempo, las derivadas e inte-

rales fraccionarias se definen por medio de la operacién
%e convolucién. Por esta razén, son particularmente ade-
cuadas para representar fenémenos con memoria, lo que
ha llevado a su aplicacién en ciencia e ingenieria (Vina-

gre. B., Monse C., 2008). Las definiciones de operadores

fraccionales de Riemann-Louville y de Caputo son las més
usadas. En este articulo se utiliza la definicién de Caputo.

De acuerdo a (Kibas. A., Srivastava H., Trujillo J. , 2006),
la derivada fraccional de Caputo de orden « de la funcién
f(t) en la mitad positiva del eje real se define como,

| ARG
Dift) = F(n—a/a =i 10

donde f(t) es una funcién suficientemente suave y lo-
calmente integrable. T'(z) es la llamada funcién gamma
definida como I'(z) = [~e 't*"'dz, Re(z) > 0y
(n—1) < a < n, siendo n un numero enterol y o un

numero real. Esta definicién de Caputo es usada en la
mayoria de las aplicaciones de ingenieria, ya que incorpora

condiciones iniciales para f(t) y sus derivadas de orden
entero, esto es condiciones iniciales que son atractivas
fisicamente de manera tradicional; f(™(t) representa en
(10) la derivada entera de orden n de la funcién f(t).
Para simplificar la notacién, se denotara a la derivada
fraccional de Caputo de orden « de la funcién f(t),
D¢ f(t), como £(®). Por otro lado, la integral fraccional de
orden « de la funcién f(t) en la mitad positiva del eje real
se define, también de acuerdo a (Kibas. A., Srivastava H.,
Trujillo J. , 2006), como

ey L[
10 = 575 ), =

donde « es el orden fraccional definido antes. Es impor-
tante observar que se usa, de igual manera, la notacién

D~ f(t) para denotar a la integral fraccional de orden «
de la funcién f(t), mds precisamente D~ f(t) = I*f(t)
(Shantanu Das , 2008). Las definiciones de derivada frac-

cional e integral fraccional dadas arriba no pueden usarse
en la préactica, asi que cominmente se utilizan métodos

numeéricos como el de Grunwald-Letnikov (Agrawal C. et
al , 2010)

(11)

4. PROBLEMA DE SEGUIMIENTO DE
TRAYECTORIAS

4.1 Planteamiento del problema

Para poder resolver el problema de seguimiento de trayec-
toria se definen los errores de posicién como e, = xy — x
y ey =y —y y el error de orientacién como ey = 0, — 0.

Ya que existe un desfasamiento en posicion y orientacién
entre la cinemaica del modelo perturbado y el modelo
cinemdtico ideal se considera la transformacién de los
errores de seguimiento en la forma,

€x

€y

€0

Te cos(6) sin(0) 0
~ (12)
Para describir la dindmica de errores de seguimiento se

Ye —sin(#) cos(6) 0
0 0
define el modelo cineméatico de un RMR diferencial ideal

0. 1
como, .
Tt cos(0;) O]
ge| = |sin(a,) of [ ], (13)

0, 0 1]t
donde vy y wy son las velocidades lineales y angulares
respectivamente. Entonces, sustituyendo las ecuaciones
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(9) y (13) en (12) después de tomar la primera derivada

con respecto al tiempo se obtiene la dindmica de errores
de seguimiento,

Ee = wye + v cos(fe) — v+ g1

Ye = —wWxe + v sin(be) + go (14)
O = w, —w+ g3
donde, g1 = —WplYe + Up, g2 = WpTe — ;)/7 g3 = Wp, SON

funciones de perturbacién que involucran el deslizamiento
lateral y patinado.

Suposicion 1. Se supone que los términos de perturbacién
estan acotados, es decir, satisfacen,
lgil <m,  lg2| <oy gl < s, (15)

dénde 11, 12 v m3 son constantes reales positivas diferentes
de cero.

4.2 Solucion al problema de seguimiento

La metodologia utilizada en esta seccion esta basada en el
trabajo de (Diego Garcia-Olivares et al , 2020). Se tiene
como objetivo encontrar las entradas de control ; y @ que
logren que &.(t) = [zc(t) ye(t) 0e(t)]T — 0. Considérese la
dindmica de y, de la ecuacién (14) con g2 = 0, es decir,
Ye = —WZe + vy sin(fe). (16)
En base a la técnica de control por modos deslizantes
(Utkin et al , 1990), se propone la funcién de conmutacion,

t
51 = Ye + kyl/ ye(T)dTv
0

donde kyi, es una constante real positiva diferente de
cero; la funcién de conmutacién (17) perimite definir la
superficie conmutacién s; = 0. En esta superficie se tiene

que,

51 = ye + kylye = 0. (18)
La solucién de (18) es tal que y. — 0 cuando t — oo.
Asi que gy, converje a 0 asintéticamente en la superficie
s1 = 0. Para atraer la dindmica del sistema a s; = 0, se
establece que la derivada de orden k141, con 0 < k1 < 1,
de s sea,

(17)

sgmﬂ) = —kysign(s1), (19)
donde k; > 0 € Ry sign(sy) es la funcién signo definida
como,

. 1,5<0

sign(sy) = { 1 ’:z S0 - (20)

Al diferenciar (19) al orden (—k1), lo cual es equivalente
a integrar (18) al orden k1, se obtiene,

(,

$1 = —ky (sign(s)) ") . (21)
Entonces, a partir de (17), se tiene que,
$1 = Yo + ky1ye = —k1 (sign(s1) T (22)
Sustituyendo (16) en (22), se obtiene,
—wze + vy sin(be) + ky1ye = —k1 (sign(sl))(f'“) . (23)
Al considerar a
a1 = vgsin(f,) (24)

como una entrada de control virtual en (23) se tiene que,
(25)
= 0 al considerar la

a1 = —ky1Ye + wxe — ky (sign(sy)) T

(25) garantiza la atraccién a sy
funcién candidata de Lyapunov,

635

1
2
h

Vi=g (20)

la cudl es definida positiva. La derivada con respecto al
tiempo toma la forma,

Vl = 5181 = Sl(ye + kylye) (27)

Al sustituir la dindmica de y. dada por la segunda
ecuacién en (14) junto con el control virtual oy dado por

(25), V1 estd dada por,
Vi = —ki(sign(s1)) " s1 + 5199 (28)
Ya que s; = |s1|sign(s1), Vi puede reescribirse como,

Vi = —ka(sign(s1)) ™" [s1]sign(s1) + s1g2. (29)
También 0 < k1 < 1, asf que sign(sign(sy)(—r)) =
sign(s1) (Mehmet Onder Efe , 2010). Entonces (29) toma
la forma,

Vi = —ki |s1|(sign(s1)) =" sign ((sign(s1))™"")

+ s1m2 = —k1|s1||sign(s1) | + s192 (30)
A partir de la suposicién 1, se tiene que,
Vi < —|s1|(k — 1]sign(s1) "] = ). (31)
Asi que, si la desigualdad
kl\sign(sl)(_“1)| > 19, (32)

se tiene que, Vi <0 y se logra la convergencia a la
superficie s; = 0.
Se propone ahora la funcion,

y = sin(fe) — aq (33)
como salida del sistema (14). A partir de (25) y (33), la
dindmica de y. en (14) se escribe como,

Je =y — ky1ye — ku (sign(s1)) "™ + go. (34)
Al derivar con respecto al tiempo la ecuacién (33), se
tiene,
§ = e sin(fe) + ;0. cos(fe) — av, (35)
donde,

(

= —ky1 [y — ky1ye — k1 (sign(s1))"™) + 92}

—  (sign(s1)) T i (36)

+ w [wye + ve cos(fe) — v + g1] -
Sustituyendo (34) en (36), la dindmica (35) se puede
reescribir de la forma,
U =as+wv+ Ag (37)
donde,
ag = Ugsin(le) + ve(wy — w) cos(6e)

+ kg1 |y — ky1ye — k1 (sign(sy)) "

+ Kk (sign(sl))(_”ﬁl)

—wxe — w [wye + vt cos(6.)],
y Ag es un término de perturbacién dado por,
Ag = gsvycos(be) — ky192 — grw.
Es importante observar que, debido a la Suposicién 1 y

de las caracteristicas del modelo ideal (13), se tiene que
Ag estd acotada, es decir, Ag satisface,
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[Agl < nag
donde na4 es una constante real positiva diferente de cero.

Se tiene entonces el nuevo sistema dado por,

Je =y — ky1ye — ki (sign(s1)) ™ + ga,
U= as +wv+ Ag.
Se busca ahora una retroalimentacién que haga pasivo
(Isidori et al , 1991) al sistema (38) para el caso en
que Ag = 0, es decir, sin términos de perturbaicién. Se
propone la retroalimentacion,

1
v=— (—az2 + )

(38)

(39)

donde w # 0 y v; es una nueva entrada. Entonces el
sistema (38) con g1 = g2 = g3 = 0 se reescribe en la
forma,

Ye =Y — ky1ye — k1 (sign(sy)) =)

. (40)
Yy =.
Se propone ahora la funcién de almacenamiento,
1
Vo=V1+ 5?/2 (41)

donde V; estd dada por (26). La derivada con respecto al
tiempo de V5 es,

Va = s151 + 9.

Al sustituir 81 =y — (sign(sl))(fm) y o de (40) en Vs, se
tiene que,

. [y —ky (sz'gn(sl))<‘“)] fyu. (42)
Definiendo la entrada v; como,
v = =81 + Wn, (43)
donde w,, es una nueva entrada, se tiene que,
Vo = —ky (sign(sl))(fm) $1 + Yywn,. (44)

Usando otra vez el hecho de que (sign(s)) ™™ =

\(sign(sl))(_'“)|sign(31) se concluye que Vo < yw, y
por lo tanto, la retroalimentacién (39) y (43) hace pasivo
al sistema (38) desde la entrada w, hasta la salida y,

considerando que no hay términos de perturbacién (Ag =
0).

Al sustituir la ecuacién (43) en el sistema (40) se obtiene,

Ye =Y — ky1ye — k1 (Sign(sl))(im) ,

y. =—s51+ Wn,
el cual, para un modo deslizante ideal en la superficie s; =
0 es estado cero observable (Isidori et al , 1991), haciendo
posible asignar una retroalimentacion de la forma,

Wnp = _ky2y (46)
donde k3 > 0 € R, que logra estabilidad asintética del
sistema (40). Es importante observar que al lograr la
estabilidad asintética del sistema (40), yo = 0y y — 0
cuando t — o0, lo que implica que, de acuerdo a (33),

(45)

vy sin(0.) ~ wae — ki (sign(sy)) ") .
Si, ademas, la dindmica del error de orientacién tiende a
cero rapidamente, entonces,

wxe ~ ki (sign(s1)) ")

Ya que (sign(sl))(fm) no estd definida en s; = 0, z,
oscilard alrededor de 0 para w # 0. Este comportamiento
se verifica en las simulaciones numéricas que se describen
en la seccion 5.

Para asegurar que se mantenga la propiedad de pasividad
para el caso en que Ag # 0, se define una segunda funcién
de conmutacién,

t
So =Yy — / vy (r)dr (47)
0
que define la superficie deslizante s; = 0. En esta
superficie se tiene que $5 = 0, esto es,
So=y—v =0 (48)

o, en forma equivalente § = v;.

Una vez que las trayectorias del sistema son atraidas a
la superficie so = 0, el control (39) (control equivalente)
asegura que permanezcan en ella. En esta superficie la
sefial v; dada por (43) hace que el sistema sea pasivo desde
la entrada w,, hasta la salida y. La asignacién (46) logra
ademas estabilidad asintética.

Para asegurar que las trayectorias del sistema sean
atraidas a la superficie so = 0, se hace la asignacién,

sé’i”l) = —kasign(ss) (49)
donde v, > 0 € R. Entonces, a partir (48) se tiene que,
g = v — ko (sign(SQ))(f'W) . (50)

A partir de esta tltima expresién y la dindmica de y en
(38), con Ag = 0, se obtiene la senal de control 7; dada
por,

1 . — K2
== (—042 + vy — ks (sign(ss))! )> , (51)

donde v; estd dado por (43). La retroalimentacién (51)
estd restringida a trayectorias para las cuales w # 0.

Al igual que para la superficie de deslizamiento s; =
0, se puede cﬁxr una condiciéon de suficiencia para la
ganancia ., en funcién de la cota de Ag, que asegura
la convergencia de la dindmica del sistema (38) a la

superficie de deslizamiento so = 0. Esta condicién esta
dada por la desigualdad,

al(sign(s2))' ™| > nag. (52)
donde 7a4 es la cota del término de perturbacién Ag.

Para el control de orientacién, se utiliza la dindmica 6,
de la ecuacién (14) de la forma,

9e:gg+wt—w (53)
se define la funcién de conmutacion,
t
s3 =0, + k@/ 0.dt, (54)
0

donde ky > 0 € R. En la superficie de deslizamiento
definida por s3 = 0, $3 = 0, es decir

$3 = 0, + keb, = 0. (55)
La solucién de la ecuacién diferencial (55) lleva a la

conclusién de que . — 0 cuando t — co en s3 = 0. Para
lograr la convergencia a s3 = 0 se propone la asignacion,

séﬂg-’_l) = —kgsign(ss) (56)
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donde k3 > 0 € R al diferenciar (56) con respecto al orden
(—ks3) resulta en,

Gy = —ky (sign(s3)) " (57)

o en otras palabras. Esto es,

§3 = 00 + kob, = wy — w + kol = —ks (87:971(83))(7”3) .
(58)
Y se obtiene la senal de control,

w = wy; + kel + k3 (sign(s;,»))(_m) , (59)
Siguiendo el mismo razonamiento que antes se puede
mostrar que, bajo la suposicion 1, la retroalimentacién
(59) asegura que las trayectorias del sistema (53) conver-
gen a la superficie de deslizamiento s3 = 0

5. RESULTADOS EN SIMULACION NUMERICA

Para la realizacién de los experimentos es necesario tener
en cuenta que, en general, existen grandes periodos de
tiempo en los que las las perturbaciones de patinado y
deslizamiento no estan presentes .

Para realizar la evaluacion del desempeno del contro-
lador descrito en la seccidn 4 se utilizé una trayectoria
descrita a partir de, x; = bcos(kpt) cos(pt) + 1, yr =
bcos(kpt) sin(pt) + 1, con los pardmetros b = 1, k = 2,
p = 0.3. La velocidad lineal y angular de referencia
se obtuvieron a partir de v; = &y cos(6;) + Y sin(0;) y
w, = LUt - A demés se tienen las condiciones iniciales
t
como . =Y. =0y 6, =0.34rad.

Se considera el modelo cinematico de la ecuacién (9). Para
el control de orden entero se consideran ky; = 1.9, kyo =
0.5,/{59:2,]{3110.6,]{2:0.1}7[/1:L2:L3:1y
para el control de orden fraccionario se considera k,; = 5,
kyo = 11, kg = 3, k1 = 0.2, ko = 0.2, k3 = 0.01,
K1 = ko = k3 = 0.6. Las perturbaciones (??) fueron
introducidas en la simulacién en dos periodos de tiempo,
en el primer perfodo de tiempo con ts < 20 [sec] toman
la forma v, = ky e “»", w, = ky, e ' y i = kye 3!
con ky, = ky = 04[], ky, = 04[2%] y a,,, = a,, =
a; = 4.48[Hz|. Para el segundo periodo de tiempo con

t1 > 20 [sec] toman la forma v, = kvpe*a“p(tfzo), w, =
Fe, e @or 720y 4 = ke (20 con k, = 0.4]
kuw, = 08[58, ks = 08[Z] ¥ aw, = a

4.48 [Hz]. Estas se muestran en la Figura 2.

bS]

E

secd?

p:a;y:

0.87
o.r

g
0.6 93

05
fos
E
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0.0 STty SIS e S R ST e Lo [ T s AR

£ [sec]
Fig. 2. Perturbaciones con respecto al tiempo.

En la Figura 3 y 4 se muestran las graficas de la evolucion
de las coordenadas de error &, = [z, Y. He]T con respecto

al tiempo con la etiqueta ent para el caso entero, fra
para el caso fraccional y des para la trayectoria deseada,
observandose la convergencia al origen cuando las per-
turbaciones no estan presentes en el sistema. En el caso
de la orientacién, respecto a la posiciéon se observa una
banda de convergencia con un zigzagueo en el caso entero
y notando claramente una disminucion de este efecto para
el caso fraccional. En los periodos de tiempo t; = 0s,
ty = 0.8s y ts3 = 20s, t4 = 21.4s, cuando se introducen
las perturgaciones, se puede apreciar el efecto de las
mismas en el estado, sin embargo rapidamente se retoma
la convergencia a cero. Debido a que normalmente las
perturbaciones no estan presentes para todo t, se puede
lograr un resultado aceptable como se muestra en la
Figura 5 donde se puede observar el movimiento del RMR,
en el marco inercial X — Y.
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Fig. 3. Errores de seguimiento con respecto al tiempo.
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Fig. 4. Errores de seguimiento con respecto al tiempo.
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Fig. 5. Posicion en X-Y del RMR.

En la Figura 6 se puede observar los periodos de tiempo
en donde las perturbaciones estan presentes y como el
controlador logra atenuar dichas perturbaciones logrando
un buen seguimiento de orientacion .

En la Figura 7 se muestran las senales de control w y v. Se
puede apreciar el zigzaeo en v en el caso entero mientras
en el caso fraccional se muestra una clara atenuacién
de este efecto, para la senal w no se aprecia distincién
considerable .
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Fig. 7. Senales de control con respecto al tiempo.
6. CONCLUSIONES

Este trabajo presenta el desarrollo de un esquema de
control basado en técnicas de backstepping, pasivacién
por retroalimentaciéon y modos deslizantes de orden frac-
cionario, para el seguimiento de trayectorias de un robot
diferencial bajo perturbaciones ocasionadas por desliza-
miento 1aterai y patinado en las ruedas. Mediante los
resultados obtenidos por simulaciéon numérica, se muestra
una comparacion entre el caso de orden entero y fraccional
los cuales tienen un desempeno aceptable de la retroali-
mentacién propuesta ya que la velocidad de la trayectoria
a seguir es rapida. Por medio de la técnica de modos
deslizantes fraccionales se obtiene robustez descartando
la necesidad de conocer de manera exacta el valor de las

erturbaciones que afectan al sistema. Ademaés, se observa,
a mejora respecto al castaneo que presenta el control de
orden entero. Considerando la reduccién realizada en el
chattering se plantea como trabajo a futuro comparar con
otra técnica como es el Super-Twisting de alto orden, que
también reduce el castaneo y observar su desempeno. Por
otra parte, se planea llevar a cabo experimentos en una
plataforma experimental.
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