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Abstract: Currently the study of fractional order systems has become of great research
interest, in particular the state estimation stands out within the lines of studies for this type of
systems. Different methodologies have been proposed in order to solve this problem, however
most of the techniques involve complete information of the system. Thus, this work presents
a methodology for state estimation in a class of fractional order systems based on a fractional
order observer which is constructed through an algebraic technique. This observer presents
some significant properties, for instance, only variables of interest are estimated, i.e., it is a
non-redundant observer, it does not need complete information of the system and the initial
conditions for the observer can be freely assigned. The stability of this observer is analyzed
with the global Mittag-Leffler boundedness approach. Finally, the effectiveness and accuracy
of the proposed methodology is verified through state estimation of a fractional-order Duffing

chaotic system.

Keywords: Fractional order systems, Fractional order observer, Global Mittag-Leffler
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1. INTRODUCCION

El célculo fraccionario nace casi al mismo tiempo que
el calculo ordinario, este involucra el estudio de los op-
eradores derivada e integral de orden arbitrario (Kilbas
et al. (2006)). El cdlculo fraccionario unifica y general-
iza las nociones de diferenciacién e integraciéon de orden
entero, por otro lado, el comportamiento de un sistema
fisico puede ser descrito a partir de un modelo matematico
el cual es un conjunto de ecuaciones, generalmente ecua-
ciones diferenciales ordinarias o ecuaciones en derivadas
parciales. Actualmente, con ayuda del célculo fraccionario
se pueden modelar sistemas dindamicos a través de un
conjunto de ecuaciones diferenciales de orden fraccionario,
este tipo de sistemas toman el nombre de sistemas de
orden fraccionario. El creciente interés sobre los sistemas
de orden fraccionario se debe a que su dindmica se acopla
de una mejor forma a los datos experimentales obtenidos
del comportamiento de un sistema fisico en comparacién
con los modelos de orden entero, por ejemplo, sistemas
biolégicos (Magin (2010); Jajarmi et al. (2020)), sistemas
visco-eldsticos (Skaar et al. (1988)), entre otros.

Ahora bien, el problema de estimacién de estados en
sistemas de orden fraccionario recientemente han ganado
un gran interés de investigacion. Naturalmente este in-
terés se debe a que el conocimiento de los estados de
un sistema de orden fraccionario permite realizar control
sobre el mismo. Por lo que, diferentes metodologias han

sido propuestas para resolver este problema, por ejem-
plo, en los trabajos (Mofid et al. (2018); Karami-Mollaee
et al. (2018)) se disefian observadores para sistemas no
lineales de orden fraccionario utilizando el enfoque de
modos deslizantes, en (N'Doye et al. (2018); Pourdadashi
et al. (2019)) se propone un observador proporcional
integral para resolver los problemas de sincronizacién
en sistemas cadticos y el diagnostico de fallas, respecti-
vamente, también han sido propuestos observadores de
alta ganancia en (Martinez-Fuentes and Martinez-Guerra
(2019); Martinez-Guerra et al. (2022)) disehian este tipo
de observadores para sistemas de orden fraccionario no
lineales perturbados, entre otros (Tabatabaei (2022)). To-
dos los observadores que se mencionaron anteriormente
son tipo Luenberger, es decir su disefio se basa en una
copia del sistema lo que implica un conocimiento completo
del mismo.

Por otro lado, en los trabajos (Martinez-Martinez et al.
(2011); Martinez-Guerra et al. (2015)) se propone un
observador proporcional de orden reducido donde su con-
struccién se basa en propiedades algebraicas conocidas
como Observabilidad Algebraica Fraccionaria (OAF) y su
generalizacion Observabilidad Algebraica Fraccionaria In-
conmensurada (OAFT), esto observador es disefiado para
resolver el problema de sincronizaciéon de sistemas no
lineales de orden fraccionario conmensurados e inconmen-
surados.
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Teniendo en cuenta el panorama de la estimacion de
estados en sistemas de orden fraccionario, en este trabajo
presentamos una metodologia basada en un observador de
estados Proporcional Integral (PI) de orden fraccionario,
la construccion de este observador se basa en la propiedad
OAFI. Dado el esquema de observaciéon que proponemos
los problemas de sincronizacién del caos, diagnostico de
fallas y las comunicaciones seguras pueden ser tratados
utilizando este observador PI, ademas, es un observador
no redundante, no requiere la informaciéon completa del
sistema y podemos asignar las condiciones iniciales li-
bremente. Por otro lado, el analisis de estabilidad se
realiza a través del acotamiento Mittag-Leffler global, en
comparacion con la estabilidad Mittag-Lefler (Li et al.
(2009, 2010)) este enfoque permite estudiar la estabilidad
en sistemas de orden fraccionario perturbados.

El resto de este trabajo esta organizado como sigue: en
la Seccién 2 se dan algunos fundamentos matematicos
sobre la derivadas de orden fraccionario, funciones es-
peciales tipo Mittag-Leffler y resultados sobre el aco-
tamiento Mittag-Leffler global, la contribucién principal
que incluye el andlisis y diseno del observador PI de orden
fraccionario se describe en la Seccién 3, en la Seccién 4
verificamos la efectividad y precisién de la metodologia
que proponemos realizando la estimacién de estados de
un sistemas cadtico Duffing de orden fraccionario. Fi-
nalmente la conclusiéon de este trabajo se enuncia en la
Seccién 5.

2. FUNDAMENTOS MATEMATICOS

En esta seccion introducimos algunas definiciones sobre
las derivadas de orden fraccionario y funciones especiales
tipo Mittag-LefHler, ademés, de enunciar el enfoque del
acotamiento Mittag-Leffler global.

Derivadas de orden fraccionario

En contraste con el cédlculo ordinario, el calculo frac-
cionario presenta diferentes definiciones para el operador
derivada, las definiciones méds comunes son, la definicién
de Griinwald-Letnikov, la definicién de Riemann-Liouville
y la definicion de Caputo, bajo ciertas condiciones estas
definiciones pueden coincidir pero regularmente esto no

es asi (Podlubny (1998)).

En este trabajo utilizamos la definicién de Caputo ya que
esta presenta ciertas propiedades que permite una inter-
pretacién en el sentido de sistemas fisicos, por ejemplo,
el significado de las condiciones iniciales coincide con el
de los sistemas de orden entero, ademds, la derivada de
orden fraccionario de una funcién constante en el sentido
de Caputo es cero.

Definicién 1. (Podlubny (1998)) La derivada de orden
fraccionario en el sentido de Caputo es definida como

C Nna _ 1 K _Tnfafl (n)T .
D0 = g [ =T e )

donde f : [0,00) = R es una funcidn continua por tramos,
o € RT es el orden fraccionario el cual satisface 0 < n —

l1<a<ncomn€e€NyT() esla bien conocida funcion
gama.

Observacion 1. En este trabajo consideramos que n =1
lo que implica 0 < a < 1, ademds, por simplicidad
omitimos la dependencia del tiempo en las variables.

Funciones tipo Mittag-Lefller

Este tipo de funciones son muy relevantes en el estudio
de ecuaciones diferenciales de orden fraccionario ya que
permiten analizar y encontrar las soluciones de dichas
ecuaciones.

Definicién 2. (Rogosin et al. (2014)) Una funcién tipo
Mittag-Leffler de dos pardmetros es definida por la serie
de potencias siguiente

Eop(z) = _ 2
50 =3 e (2
donde a > 0, B,z € C.
Definicién 3. Considerando (2) si f = 1, entonces se
obtiene la funcion tipo Mittag-Leffler de un pardmetro

Far(2) = Ea(2) = ZW (3)

Una propiedad importante que tiene las funciones tipo
Mittag-Leffler es la siguiente

Proposiciéon 1. La funcién Mittag-leffler de un argu-
mento negativo E, g(—2z) es completamente monotdnica,
sty solosi, 0 <a<1ypB>aparatodoz>0 cona>0

y > 0.

Las funciones tipo Mittag-Leffler presentan propiedades
interesantes las cuales pueden ser revisadas en (Rogosin
et al. (2014); Haubold et al. (2011)).

Analisis de estabilidad en sistemas de orden frac-
cionario

Como se menciono anteriormente utilizamos el enfoque
del acotamiento Mittag-Leffler global para analizar la
estabilidad en sistemas de orden fraccionario perturbados,
este enfoque fue propuesto en (Jian et al. (2021, 2020)).

Consideramos el siguiente sistema de orden fraccionario
ODPz = g(t,z0) +E(t2), 2(0)=20  (4)
donde, 0 < a < 1 es el orden fraccionario, g : [0,00) x
R™ x R™ — R” es una funcién continua por tramos en
t, localmente Lipschitz en z y uniforme en v, z € R™ es
el vector de estados, v € R™ es el vector de entradas,
€ :]0,00) x R" — R™ es una funcién vectorial incierta
la cual se considera acotada y zp € R™ es el vector de
condiciones iniciales.
Definicién 4. Sea V =V (t,z) una funcion radialmente
no acotada positiva definida, si existen constantes p > 0
y 6 > 0 tal que la desigualdad

V—p < (Vo—p)Ea(-0t%) ()

se cumple para V-.> p y Vo > p con Vo = V(0,x0),
entonces las trayectorias solucion del sistema (4) son
globalmente Mittag-Leffler acotadas y el conjunto com-
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pacto definido por U := {x € R™ |V < u} se conoce
como conjunto atractivo Mittag-Leffler global.
Observacion 2. El acotamiento Mittag-Leffler global
coincide con la estabilidad Mittag-Leffler cuando p = 0.
Observaciéon 3. El acotamiento Mittag-Leffler global
asequra que existe un conjunto compacto Q0 C W que
contiene al origen donde las trayectorias del sistema de
orden fraccionario (4) convergen asintéticamente y se
mantienen para toda condicion inicial zg.

Concluimos esta seccién enunciando una relacién impor-
tante sobre la derivada de orden fraccionario en el sentido
de Caputo de una funcién cuadratica

Lema 1. (Jian and Wan (2017)) Sea p € R™ un
vector de funciones diferenciables, entonces se cumple la
desigualdad

T

oDy (p"Sp) < pTSGDp+ (5D5p) Sp (6)
donde 0 < a < 1 es el orden fraccionario, S es una matriz
simétrica definida positiva. pT es el transpuesto del vector
p.

3. RESULTADO PRINCIPAL
En esta seccién presentamos el resultado principal de este

trabajo, donde disenamos y analizamos el observador de
estados de orden fraccionario que proponemos.

Primero, consideramos una clase de sistemas de orden
fraccionario

SDYx = f(t,x,u), x(0)=x )

y = h(x)
donde o = (e, - , ) es el conjunto de ordenes frac-
cionarios los cuales satisfacen 0 < «; < 1 para i €
{1,---,n}, = € R™ es el vector de estados, u € R™ es

el vector de entradas, y € RY es el vector de salidas,
f 1 [0,00) x R" x R™ — R™ es una funcién continua
por tramos en t, localmente Lipschitz en x y uniforme en
u, h : R™ — RY es una funcién continua con 0 < ¢ < n'y
zo € R™ es el vector de condiciones iniciales.
Observacién 4. Si a; = as = -+ = «, el sistema
(7) se conoce como sistema de orden fraccionario con-
mensurado, de otra forma es llamado sistema de orden
fraccionario inconmensurado.

Nuestro objetivo principal es estimar los estados descono-
cidos de (7) s6lo considerando la informacién conocida del
sistema, es decir, entradas y salidas.

En este sentido la dindmica de cada estado desconocido
puede ser representada como sigue

ODin = @() (8)
donde 7 es un estado desconocido de (7), 0 < 8 < 1esel
orden fraccionario y ®(-) es una funcién desconocida.

Notese que es necesario realizar una hipdtesis sobre la
funcién desconocida ®(-) para asegurar la existencia y
unicidad de solucién de (8) (ver Podlubny (1998)).

Hipétesis 1. ||®()|| tiene una cota superior ¢ € R tal

que ¢ = Stt1p||<1>(')\|-

Observacion 5. En este trabajo consideramos sistemas
de orden fraccionario estables con entradas acotada, ya
que, el problema de estimacion de estados carece de
sentido si existe inestabilidad y entradas no acotadas, por
lo tanto la Hipdtesis 1 es factible.

Por otro lado, consideremos el siguiente sistema de orden
fraccionario

GO = b (=) + I o)
SDY¢C =13 (n— 1) — 1aC

donde 0 < 8 < 1 es el orden fraccionario, 1,( € C'(R),

l1,12,13,14 € RT con las condiciones iniciales 7(0) = 7,

¢(0) = Co ¥ 1m0, o € R.

Ahora bien, definimos la siguiente variable
=1n-1 (10)

Teniendo en cuenta (8), (9) y la dindmica de orden
fraccionario 5 de la variable (10) obtenemos el siguiente
sistema

SDMi = —lij — 1oC + ®()
SDYC = I3 — 1uC

el cual puede ser representado en la siguiente forma
matricial

(11)

D)o = Lo+ A (12)

donde

) 5 ) - () o

Nétese que (12) es un sistema de orden fraccionario per-
turbado, de esta forma podemos utilizar el acotamiento
Mittag-Leffler global para analizar su estabilidad, en-
tonces presentamos el siguiente resultado:

Teorema 1. Las trayectorias solucion del sistema de
orden fraccionario (12) son globalmente Mittag-Leffler
acotadas, asti las trayectorias convergen asintdticamente
y se mantienen en el conjunto compacto

)\max(P) /\max(P)d)
Amin(P) /e min(Q) — €2
(14)

donde P,Q € R?*2 son matrices simétricas y definidas
positivas las cuales cumplen PL 4+ LTP = —Q, la con-
stante € > 0 satisface 0 < € < Apin(Q)- Amax(min) (X)
representa el mdzimo(minimo) valor propio de la matriz
X

= {0€R2 ol <

Demostracion:
Consideremos la siguiente funcién cuadratica

W(o) = 0TPo (15)

donde P € R?*? es una matriz simétrica y definida
positiva, es claro que W(o) es radialmente no acotada
definida positiva.

En vista de (12) y el Lema 1 se sigue que

CDW (o) < 0T (PL+LTP)o+20TPA  (16)
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Es facil verificar que la matriz L es Hurwitz para cualquier
I1,12,13,14 € RT por lo que se cumple la siguiente relacién

PL+LTP = —-Q (17)
donde @ € R?*? es una matriz simétrica definida positiva.

Entonces, en vista de (17) podemos escribir (16) como
sigue

CDPW (o) < —0TQo + 20T PA (18)

Utilizando las bien conocidas desigualdad de Rayleigh-
Ritz y Cauchy-Schwarz se sigue

CDIW(0) < Auin(@lo]* + 2Amax(P) oAl (19)

Considerando que 2mn < em? 4+ e 'n? con ¢ € R,

m,n € Ry en vista de la Hip6tesis 1 se tiene que

CDIW(0) < = Pnin(@) — €] lol* + £ Afux (P)9
(20)
Tomando 0 < & < Apn(Q) y dado que la funcién

cuadratica (15) también satisface la desigualdad de
Rayleigh-Ritz entonces podemos escribir

CDPW (o) < —9W (o) +w (21)
donde
Amin(Q) — ¢ —14\2 2
= zZnx - = (P 22
119 )\maX(P) ’ w € )‘ma.x( )(b ( )
Ahora, consideremos el cambio de variable
W(o)=U + % (23)

donde U es una funcién con las mismas propiedades que
W (o), sustituyendo (23) en (21) obtenemos

CDU < —0U (24)

En vista de (24) existe una funcién R(t) definida positiva
tal que se cumple la igualdad

SDPU 49U + R(t) =0 (25)

La solucién de la ecuaciéon diferencial de orden frac-
cionario (25) esta dada por

U = UpEs(—0t°) — R(t) * t° "1 Eg s(—9t?) (26)
donde * es el operador convolucién, dado que R(t) y t#~1

son funciones no negativas y considerando que ¥ > 0 por
la Proposicion 1 se sigue que

U < UpEs(—9t?) (27)
Lo que conduce a la siguiente desigualdad
Wo) == < (Woo) = 5) Es(—0t")  (28)
9 = 0

donde o¢ = 0(0) es la condicién inicial del sistema (12).

Teniendo en cuenta la Definicién 4 se concluye que las
trayectorias del sistema (12) son globalmente Mittag-
Leffler acotadas.

Asi mismo, el conjunto compacto Mittag-Leffler atractivo
global esta dado por
\I!lz{oeRQ | W(o) < 9}

3 (29)

En vista de la Observacién 3 existe un conjunto com-
pacto donde las trayectorias solucién de (12) convergen
asintéticamente y se mantienen para cualquier oy, como
se menciono anteriormente, la funcién cuadratica W (o)
también satisface la desigualdad de Rayleigh-Ritz en-
tonces obtenemos

_ 1/2
Q) = {0 eR? | ||o]| < <W> } o

Entonces el conjunto compacto §2; se puede escribir como

)\max(P) /\max(P)d)
Amin(P) /e min(Q) — €2
(

Q= {0 eR? | |lof| <
31)

]
Observacion 6. Ndtese que por la forma de la funcidn
cuadrdtica W (o), el conjunto compacto Qy esta centrado
en el origen por lo que las trayectorias solucion de (12) 7
y C se aproximan al origen en consecuencia 1 se aprorima
an. Porlo tanto 1 toma el nombre de error de estimacion
ast, el sistema (9) es un observador Proporcional Integral
(PI) de orden fraccionario para la dindmica desconocida
(8),
Observacion 7. Ndtese que podemos encontrar un cri-
terio de eleccidn para las ganancias del observador (9) a
partir de (17) y (31), si tomamos P = I donde I es la
matriz identidad entonces QQ toma la forma

_ 20 Iy — 3
©= <12—13 24 )
Ahora eligiendo lo =13, 14 > 11 y tomando € = 11 se tiene
que 1 esta dado por

Ql—{aeRz o]l < f}
1

(32)

(33)

Por lo tanto un simple criterio de eleccion para las
ganancias del observador es fijar 11 y satisfacer 14 > 1,
lo =l3.

Por otro lado, surge de forma natural la pregunta, ; Cémo
implementar el observador (9) sélo con la informacién que
tenemos disponible?, para esto enunciamos la propiedad
OAFI

Definicion 5. Una variable de estado n satisface la
propiedad de Observabilidad Algebraica Fraccionaria In-
conmensurada (OAFI) si se puede representar como una
funcion de las entradas y salidas del sistema en conjunto
con sus deriwadas de orden fraccionario consecutivas, es
decir

n = dj (yu %D?1y7 e ’%'D?1+'-~+Ozny7
u, G D - GDE Ty (34)
donde 7" | a; <1 y () es una funcidn continua.
Observacién 8. En (Li and Deng (2007)) se prueba que
Oy (D (t) = (DR GDMa(t) = GDITa(t) i se

cumple ay + ag < 1, por lo tanto la propiedad OAFI esta
bien definida.
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Entonces, el observador de orden fraccionario (9) se puede
implementar utilizando la propiedad OAFI. Es claro que
esta propiedad sugiere el uso de senales que consideramos
desconocidas tales como derivadas de orden fraccionario
de las entradas y salidas del sistema, sin embargo el uso
de estas senales se puede evitar a través de un cambio de
variable.

4. ESTIMACION DE ESTADOS

En esta seccién mostramos al efectividad y precision del
observador PI que proponemos a través de la estimacién
de estados de un sistemas cadtico Duffing de orden
fraccionario. Primero se presenta el diseno del observador
PI de orden fraccionario y a continuacién los resultados
obtenidos a partir de simulaciones numéricas.

Diseno del observador

Consideremos el sistema cadtico de Duffing de orden
fraccionario (Petras (2011))

%Df‘ml = X2 (35)

CDMxy = x1 —yzg — 25 46
donde o = 0.95 es el orden fraccionario, v = 0.15 y
0 = 0.3 cos(t), con las condiciones iniciales x1, = xo, = 1.
Observacion 9. Las trayectorias de un sistema cadtico
siempre se mantiene acotadas (Fradkov (2007)), por lo
tanto se cumple la Hipdtesis 1.

Consideramos que podemos conocer a x; es decir y = x1,
mientras que 2 es desconocido pero satisface la propiedad
OAFI, es decir

T2 = %D?y (36)

Definiendo = z2 y considerando el observador (9) con
8 = « obtenemos
0D = —hi) + 12 + L G DYy
ODI¢ = s = ¢ + 1 G DYy
donde 7) es un estimado de s, ( es la parte integral de
orden fraccionario de 7j.

(37)

Noétese que el observador (37) no puede ser implementado
yva que %Dto‘y es desconocida, sin embargo consideremos
los siguientes cambios de variable
n=p+hy
¢ =o+lsy
donde p, 0 € C1(R). De esta forma sustituyendo (38) en

(37), se obtiene el observador PI de orden fraccionario
siguiente

SDp = ~lip+lso+ (13 +1al3)y

(38)

Do = —lsp—lao+ (=hls —lsla)y (39)
n=p+hy
con las condiciones iniciales p(0) = po, 0(0) = 0o ¥

Po, 00 € R.

Observacién 10. Ndtese que el cambio de variable (38)
permitic obtener el observador (39) el cual si puede ser
implementado.

501

T
15 ===1

—

0.5

o
-
L}

0 10 20 30 40 50
Tiempo [s]

(a) z2 y su estimado 7

1EC

0 10 20 30 40 50
Tiempo [s]
(b) Integral del error cuadrético reiniciado cada 10 segun-
dos

Fig. 1. Estimacién del estado o
Simulaciéon numérica

La simulacién numérica se realiza en MatLab-Simulink
utilizando el toolbox FOTF con el método de integracién
de Euler y un paso de 0.001. Consideramos como medida
de calidad la integral de error cuadratico.

Para el observador (39) tomamos I =75, 1o =13 =25y
ly = 125 (ver Observacién 7) con condiciones iniciales
nulas, es decir, pp = g9 = 0. Las figuras 1 (a) y
(b) verifican la efectividad y precisién del método de
estimacién de estados que proponemos en este trabajo,
note que para realizar la estimaciéon no fue necesario
conocer la informacién completa del sistema ademéas de
poder asignar libremente las condiciones iniciales del
observador.

5. CONCLUSION

En este trabajo presentamos una metodologia para re-
solver el problema de estimacién de estados en sistemas
de orden fraccionario, esta metodologia se basa en un ob-
servador PI de orden fraccionario, las principales ventajas
que podemos destacar con respecto a las metodologias
que han sido propuestas son: no se necesita la informacién

Copyright® AMCA, ISSN: 2594-2492



Congreso Nacional de Control Automatico 2023,
25-27 de Octubre, 2023. Acapulco, Guerrero, México.

completa del sistema, es un observador no redundante por
lo que sélo se estiman las variables de interés, el criterio
de eleccion de las ganancias que proponemos es simple
y se pueden asignar libremente las condiciones iniciales.
Ademds, al igual que en caso de orden entero, la accién
integral de orden fraccionario permite mejorar el tiempo
de convergencia asintética. Por otro lado, para analizar
la estabilidad del observador utilizamos el acotamiento
Mittag-Leffler global método que permite estudiar la es-
tabilidad en sistemas de orden fraccionario perturbados.
Finalmente, los resultados obtenidos en simulacién verif-
ican la efectividad y precision del método propuesto.
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