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1. INTRODUCCION

La investigación de sistemas dinámicos de orden fraccio-
nal ha llamado mucho la atención y ha visto un auge en
su estudio debido a que sus resultados son más cercanos
al fenómeno real, ya que puede describir el efecto de la
memoria heredada y sus propiedades cualitativas, y cómo
afectan a un sistema como es exhibido en Petráš (2011);
Freeborn (2013). La caracterización (Tlelo-Cuautle et al.
(2019)), la implementación electrónica como la reportada
en Yao et al. (2020) y el diseño de nuevos sistemas como el
mostrado en Tavakoli-Kakhki et al. (2010), especialmente
de aquellos que poseen múltiples enrollamientos (ver Yan
et al. (2022)) han sido de gran interés para la comunidad
cient́ıfica.

Debido a ésto, el presente documento se centra en el
diseño de sistemas dinámicos de orden fraccional, a través
de sistemas disipativos inestables por piezas, los cuales
han demostrado en el caso entero (Campos-Cantón et al.
(2010); Pulido-Luna et al. (2021)) y en el caso fraccional
(Chen et al. (2017)) ser una alternativa para el diseño de
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sistemas con multi–enrollamientos, gracias a la facilidad
que otorga el análisis lineal. El resto de este documento
está organizado de la siguiente manera: en la sección
2 se describen los preliminares matemáticos básicos, la
sección 3 muestra una descripción breve de los sistemas
con los que se trabajará y presenta el problema principal.
La sección 4 muestra los resultados principales de este
documento, mientras que la sección 5 muestra los resul-
tados numéricos obtenidos. Por ultimo, las conclusiones
son presentadas en la sección 6.

2. PRELIMINARES

2.1 Multi–estabilidad en sistemas dinámicos

Considere un sistema de ecuaciones diferenciales de la
forma

ẋ = f(x), (1)

con x ∈ Rn y sea ϕt(x0) ∈ Rn la curva solución
o trayectoria de (1) dada una condición inicial x0 =
(x01, x02, . . . , x0n)

T .

Definición 1. (Hirsch et al. (2013)). Un conjunto cerrado
e invariante A ⊆ Rn, se dice ser un conjunto atractor de
(1) con flujo ϕt, si existe una vecindad U ⊆ Rn de A con
ϕt(U) ⊆ U y A ⊆ U tal que

A =
∞⋂
t=0

ϕt(U),
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donde ϕt(U) = {ϕt(x)|x ∈ U}.
Definición 2. (Hirsch et al. (2013)). La cuenca de atrac-
ción de A, es el conjunto de todas las condiciones iniciales
cuya trayectoria converge al atractor, es decir que Ω(A) =
{x0 ∈ Rn : ϕt(x0) → A cuando t → ∞}.

Entonces, se dice que el sistema dado por (1) es un
sistema multi–estable, si existe más de una cuenca de
atracción, es decir, si múltiples atractores coexisten de
manera mutuamente excluyente.

2.2 Cálculo de orden fraccional

El cálculo de orden fraccional se considera una gene-
ralización del cálculo de orden entero. Sin embargo, a
diferencia del cálculo de orden entero, existe una gran
variedad de definiciones de derivada de orden fraccional,
donde las derivadas de Riemann–Liouville se definen por

RL
t0 Dα

t x(t) :=
1

Γ(n− α)

dn

dtn

∫ t

t0

x(τ)

(t− τ)α−n+1
dτ, (2)

donde α ∈ (n − 1, n) es el orden de derivación para
n ∈ N, mientras que a y t son los ĺımites de integración y
Γ(·) representa a la función gamma, definida por Γ(z) =∫∞
0

e−uuz−1du, para cualquier complejo z con Re(z) > 0.
Por otro lado, la derivada de orden fraccional de Caputo
esta definida por

C
t0D

α
t x(t) :=

1

Γ(n− α)

∫ t

t0

x(n)(τ)

(t− τ)α−n+1
dτ, (3)

donde x(n)(τ) representa la n–ésima derivada de orden
entero de x(τ). Generalmente se considera el caso cuando
a = 0 y si en el operador integrodiferencial se omite C
y RL, esto indica que el resultado es válido para ambos
casos. Un sistema continuo de orden fraccional puede ser
descrito por la ecuación diferencial

Dαny(t) + a1D
αn−1y(t) + · · ·+ an−1D

α1y(t)

+ anD
α0y(t) = u(t), (4)

con aj ∈ R para j = 0, 1, . . . , n, y αn − αn−1 = βn

donde αn > αn−1 > · · · > α0, mientras que u(t)
y y(t) representan la entrada y la salida del sistema
respectivamente. A través del cambio de variable

Dαjy(t) = xj+1(t), (5)

con j = 0, 1, . . . , n − 1, es posible expresar la evolución
del sistema en espacio de estados a través de su forma de
Jerk
Dβ1x1

Dβ2x2

...
Dβnxn

=


0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
...

...
...

. . .
...

−an −an−1 −an−2 . . . −a1



x1

x2

...
xn

+


0
0
...
1

u(t), (6)

cuya dinámica interna esta gobernada por el pseudo–
polinomio caracteŕıstico del sistema en lazo abierto

q(λ, αj) = λαn + a1λ
αn−1 + · · ·+ an−1λ

α1 + anλ
α0 . (7)

Sin embargo, si es posible expresar αj = jα, entonces el
sistema es llamado de orden conmensurado α y su pseudo–
polinomio caracteŕıstico esta dado por

q(λ, α) = λnα + a1λ
(n−1)α + · · ·+ an−1λ

α + an. (8)

La estabilidad interna del sistema (6) se analiza al consi-
derar u(t) = 0. En este sentido, se establecen los siguientes
resultados.

Definición 3. (Matignon (1996)). Un sistema de ecua-
ciones diferenciales de orden fraccional

Dα
t x(t) = Ax(t), x(t0) = x0, (9)

se dice ser:

(1) estable, si y sólo si, ∀x0 existe k, tal que ∀t ≥ 0,
||x(t)|| ≤ k,

(2) asintóticamente estable, si y sólo, si limt→∞ ||x(t)|| =
0.

Teorema 4. (Matignon (1996)). Un sistema de ecuaciones
diferenciales de orden fraccional

Dα
t x(t) = Ax(t), x(t0) = x0, (10)

donde x ∈ Rn es asintóticamente estable, si y sólo si,

| arg(λ 1
α )| > π

2
, con λ las ráıces de q(λα) = det(λαI−A),

para 0 < α < 2.

Teorema 5. (Matignon (1996, 1998)). Un sistema de ecua-
ciones diferenciales de orden fraccional

Dα
t x(t) = Ax(t), x(t0) = x0, (11)

con x ∈ Rn es asintóticamente estable, si y sólo si,

| arg(s)| > α
π

2
, para todas las s raices de q(s) = det(sI −

A), donde s = λα, para 0 < α < 2.

La zona de estabilidad de q(λα) se denota por C− ={
z ∈ C : | arg(z)| > π

2

}
y la zona de estabilidad de q(s)

se denota por Cα =
{
z ∈ C : | arg(z)| > α

π

2

}
. En este

sentido, se dice que q(tα) es C− estable, si y sólo si,
q(s) es Cα estable. En la Fig. 1 es posible observar el
comportamiento de la zona de estabilidad Cα cuando se
vaŕıa el valor de α.

2.3 Geometŕıa anaĺıtica compleja

La geometŕıa anaĺıtica compleja busca extender resul-
tados de la geometŕıa anaĺıtica clásica para el plano
complejo, es decir, describir lugares geométricos y sus
propiedades. A saber, la distancia euclideana entre dos
complejos z1 y z2, denotada por d(z1, z2), está definida
como d(z1, z2) = |z2 − z1| ≥ 0. De manera más general, si
z es un número complejo y G ⊂ C es no vaćıo, la distancia
del punto z al conjunto G se define como

d(z,G) = min
g∈G

{d(z, g)} (12)
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Fig. 1. Zona de estabilidad Cα (sombreada en gris): (a)
0 < α < 1, (b) α = 1, (c) 1 < α < 2.

Uno de los lugares geométricos más importantes de la
geometŕıa anaĺıtica compleja, la ecuación general de la
recta en el plano complejo, está dada por

hz̄ + h̄z + k = 0 (13)

donde h, z ∈ C, z̄, h̄ son los conjugados complejos de z
y h, respectivamente, y k ∈ R. Si la recta pasa por los
puntos z1 = 0 y z2 = cos(θ) + i sin(θ), se trata de una
recta que pasa por el origen, y se describe por

hz̄ + h̄z = 0 (14)

donde h = 1− i cot(θ) y 0 < θ < π.

Considérese entonces, el conjunto

R :=
{
z ∈ C | hz + hz + k = 0

}
, (15)

el cual describe a todos los puntos sobre la recta. Aśı,
para cualesquiera z0 ∈ C, la distancia de z0 a R está bien
definida, pues R ̸= ∅. La fórmula para calcular el mı́nimo
de las distancias entre z0 y los elementos r ∈ R está dada
por

d(z, r) :=
|hz̄ + h̄z + k|

2|h| , (16)

la cual puede ser vista como la distancia de z0 a su
proyección ortogonal sobre R.

3. ESTABLECIMIENTO DEL PROBLEMA

Considere la ecuación diferencial de orden fraccional

D3αy(t) + a1D
2αy(t) + a2D

αy(t) + a3y(t) = u(t), (17)

con el cambio de variable dado por (5) es posible obtener
el sistema en espacio de estados como en (6). Considere
entonces el sistema en conmutación af́ın a (17), dado por

Dαx = Ax+ bu(t), (18)

con

u(t) =


u1 si x(t) ∈ D1,

u2 si x(t) ∈ D2,
...

...

ul si x(t) ∈ Dl,

(19)

donde b = (0, 0, 1)T y uj ∈ R, con j = 1, 2, . . . , l. Por
lo que el vector bu(t) está compuesto por los vectores
buj , y cada dominio Dj (también denominados átomos)
contiene un punto de equilibrio dado por x∗

j = −A−1buj ,

con
⋃l

i=1 Di = R3 y Di

⋂Dj = ∅ donde i ̸= j.

Con la selección apropiada de los vectores uj , es posible
generar oscilaciones que converjan a un atractor. Es
decir, el flujo del sistema ϕt(x0) formado por (18) y
(19) es atrapado por un atractor A. Tomando ésto en
consideración, el objetivo principal de este documento es
establecer un método de diseño para los vectores uj , en
términos de sus puntos de equilibrio para que el flujo del
sistema quede atrapado dento de un atractor con multi–
enrollamientos. Además, exhibir la existencia de multi–
estabilidad en el sistema diseñado.

4. RESULTADOS PRINCIPALES

4.1 Sistemas disipativos inestables de orden fraccional

Para 0 < α < 2, considérese el conjunto Cα, un par de
valores propios complejos conjugados z, z, con Im(z) ̸= 0.
No es dif́ıcil ver que ∂Cα es la unión de los semiejes
imaginarios conjugados ±iR, rotados simétricamente un
ángulo απ

2 respecto al eje real positivo x, como se muestra
en la Fig. 1. Entonces, para contar con una medida
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direccional de distancia, se propone definir la función δ
como

δ(z, ∂Cα) =

{
−d(z, iR) si z ∈ Cα,
d(z, iR) si z /∈ Cα.

(20)

Para un número real x, la distancia de x a ∂Cα será
simplemente

δ(x, ∂Cα) =

−d(x,O) si x ∈ R−,
0 si x = 0,

d(x,O) si x ∈ R+,
(21)

donde O es el origen z = 0.

Considerando todo lo anteriormente mencionado, se busca
generalizar el concepto de sistema disipativo inestable (ver
Campos-Cantón et al. (2012)) para sistemas de orden
fraccional. En este sentido es que se establece la siguiente
definición.

Definición 6. Considere un sistema de ecuaciones diferen-
ciales de orden fraccional

Dαx = Ax, (22)

donde A = (aij) ∈ R3×3 y α ∈ (0, 2), y sean sj para
j = 1, 2, 3 las ráıces del polinomio caracteŕıstico de orden
entero q(s) = det(sI − A) asociado a (22) bajo el mapeo
s = tα. Si sj son tales que

3∑
j=0

δ(sj ,Cα) < 0. (23)

Entonces se dice que el sistema es

i. un Sistema Disipativo Inestable Tipo I (FOUDS-I
por sus siglas en inglés), si y sólo si, s1 ∈ R+ y
s2, s3 ∈ Cα son complejos conjugados,

ii. un Sistema Disipativo Inestable Tipo II (FOUDS-
II por sus siglas en inglés), si y sólo si, s1 ∈ R− y
s2, s3 /∈ Cα son complejos conjugados.

Observación 7. A la desigualdad (23), se le denomina
condición de disipatividad.

4.2 Atractores con multi–enrollamiento en 1D

Considere una ecuación diferencial de orden fraccional

D3αy(t) + a1D
2αy(t) + a2D

αy(t) + a3y(t) = u(t), (24)

y su sistema FOUDS en conmutación af́ın

Dαx = Ax+ bu(t), (25)

con

u(t) =


u1 si x(t) ∈ D1,

u2 si x(t) ∈ D2,
...

...

ul si x(t) ∈ Dl.

(26)

Para generar multi–enrollamientos alrededor de los pun-
tos de equilibrio situados a lo largo del eje x1, se deben
considerar a éstos de la forma x∗

j = (xj1, 0, 0)
T con

x∗
j ∈ Dj . En consecuencia, uj se calcula como

buj = −Ax∗
j =

(
0
0

a3xj1

)
. (27)

Un esquema biparamétrico de diseño de u(x) para cuatro
puntos de equilibrio se puede definir de la siguiente
manera: considere ϵ, η > 0, tal que

x21 − x11 = x41 − x31 = ϵ, (28)

x31 − x21 = η, (29)

entonces los cuatro puntos de equilibrio estarán localiza-
dos simétricamente en el eje x1 con respecto al origen.
Más aún, ϵ y η definen de manera única a cada conjunto
de puntos de equilibrio. Estos puntos están dados por

x∗
1 =

(
−
(
ϵ+

η

2

)
, 0, 0

)T
, (30)

x∗
2 =

(
−η

2
, 0, 0

)T
, (31)

x∗
3 =

(η
2
, 0, 0

)T
, (32)

x∗
4 =

(
ϵ+

η

2
, 0, 0

)T
, (33)

por lo que la ley de conmutación, generada por el esquema
propuesto, es

bu(x) =



(
0, 0,−a3

(
ϵ+

η

2

))T
si x < −ϵ+ η

2
,(

0, 0,−a3η

2

)T
si − ϵ+ η

2
≤ x < 0,(

0, 0,
a3η

2

)T
si 0 ≤ x <

ϵ+ η

2
,(

0, 0, a3

(
ϵ+

η

2

))T
si

ϵ+ η

2
≤ x.

(34)

De acuerdo a lo anterior y a las definiciones propor-
cionadas, es posible sintetizar el ejemplo mostrado a con-
tinuación.

Ejemplo: Considere la ecuación diferencial de orden
fraccional

D3αy(t) +D2αy(t) +Dαy(t) + 1.5y(t) = u(t). (35)

Bajo el cambio de variable (5) se establece la forma
canónica controlable en espacio de estados, dado por(

Dαx1

Dαx2

Dαx3

)
=

(
0 1 0
0 0 1

−1.5 −1 −1

)(
x1

x2

x3

)
+

(
0
0
1

)
u(t), (36)

con

u(t) =


(0, 0,−2.25) si x < −1,

(0, 0,−0.75) si − 1 ≤ x < 0,

(0, 0, 0.75) si 0 ≤ x < 1,

(0, 0, 2.25) si 1 ≤ x,

(37)

donde los valores ϵ = 1, η = 1 generan los puntos de
equilibrio x∗

1 = (−1.5, 0, 0)T , x∗
2 = (−0.5, 0, 0)T , x∗

3 =
(0.5, 0, 0)T , x∗

4 = (1.5, 0, 0)T . Se puede apreciar en (36)
que el polinomio caracteŕıstico de orden entero asociado al
sistema está dado por q(s) = s3+s2+s+1.5, cuyas ráıces
son s1 = −1.2041, s2 = 0.1020 + 1.1115i, s3 = 0.1020 −
1.1115i, y sus argumentos son θ1 = π, θ2 = 1.4793 y θ3 =
−1.4793, respectivamente. La condición de disipatividad
para el sistema (36)-(37) es equivalente a

δ(s2, ∂Cα) < −1

2
δ(s1, ∂Cα) (38)
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Fig. 2. Dinámica estable sin enrollamiento del sistema
(36)-(37) con x0 = (0, 0, 0)T y orden α = 0.75.

ya que δ(s2, ∂Cα) = δ(s3, ∂Cα) debido a la simetŕıa que
presentan s2, s3 y la frontera de Cα con respecto al eje real
en el plano complejo. Entonces, δ(s1, ∂Cα) y δ(s2, ∂Cα)
se calculan como

δ(s1, ∂Cα) = s1, (39)

δ(s2, ∂Cα) =
|hs̄2 + h̄s2|

2|h| , (40)

donde h = 1 − cot(απ2 ). La condición (38) es, por tanto,
equivalente a

4.5793 cot2
(απ

2

)
+ 0.9069 cot

(απ
2

)
− 0.3207 < 0, (41)

cuya solución se encuentra en 0.8844 < α < 1.2392. Por
lo que el sistema (36)-(37) es estable para 0 < α < 0.8844
e inestable para 0.84444 < α < 2. Más aún, según la
definición 6, el sistema es FOUDS-II cuando 0.8844 <
α < 1.2320.

5. RESULTADOS NUMÉRICOS

A continuación se muestra la verificación numérica de los
resultados previamente obtenidos. Ésto se logra utilizando
la metodoloǵıa presentada por Cai and Liu (2007) para
la resolver numéricamente sistemas de orden fraccional.

La solución numérica de (36)-(37) con condición inicial
x0 = (0, 0, 0)T , para un orden de derivación α = 0.75,
se muestra en la figura 2. Dado que 0 < α < 0.8844, el
sistema es estable bajo la definción 3. En particular, la
solución tiende a (x1, x2, x3)

T = (0.4717, 0.0388, 0.0032).

Para x0 = (0, 0, 0)T y orden de derivación α = 1.06, el
sistema (36)-(37) cumple con la definición 6 de FOUDS-
II, por lo que se pueden generar multi–enrollamientos
bajo la ley de conmutación dada. En la figura 3 se
exhiben los enrollamientos alrededor de los cuatro puntos
de equilibrio del sistema, mientras que en la figura 4 se
muestran las proyecciones de dichos enrollamientos sobre
los planos fase.

x1

−2
−1

0
1

2

x 2

−1.0

−0.5

0.0

0.5

1.0

x

−1.0

−0.5

0.0

0.5

Fig. 3. Dinámica de enrollamiento cuádruple del sistema
(36)-(37) con x0 = (0, 0, 0)T y orden α = 1.06.

Es posible exhibir la multi–estabilidad en el sistema
(36) al establecer los parámetros ϵ = 1 y η = 2, es
decir, separando por parejas los puntos de equilibrio.
En la figura 5 se muestran los flujos ϕt((−0.5, 0, 0)T )
y ϕt((0.5, 0, 0)

T ), cada uno atrapado por un atractor
distinto.

6. CONCLUSIONES

Se presentó el método de diseño de sistemas dinámicos de
orden fraccional que exhiben multi–enrollamientos, por
medio de sistemas lineales por partes en conmutación.
Éste método se basa en el posicionamiento de los puntos
de equilibrio y los tamaños de las regiones en las que
el sistema conmuta. También se presentan resultados
numéricos del método propuesto y se exhibe el fenómeno
de multi–estabilidad.

La definición 6 establece una caracterización de un tipo
particular de sistemas de orden fraccional, los disipativos
inestables. A través de ésta se determinó un intervalo de
orden fraccional α para el cual el sistema (36)-(37) cumple
la condición de disipatividad, la cual es necesaria para que
se dé el multi–enrollamiento.
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