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Abstract: This work presents a method for fractional order dynamical systems design that
exhibits multi-scrolls by means of a fractional-order switching piecewise linear system. This
method is based on the equilibrium points positioning and the region sizes in which the system
switches. Numerical results of the proposed method are also presented and the multi-stability

phenomenon is exhibited.
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1. INTRODUCCION

La investigacion de sistemas dindmicos de orden fraccio-
nal ha llamado mucho la atencién y ha visto un auge en
su estudio debido a que sus resultados son mas cercanos
al fenédmeno real, ya que puede describir el efecto de la
memoria heredada y sus propiedades cualitativas, y cémo
afectan a un sistema como es exhibido en Petrds (2011);
Freeborn (2013). La caracterizacién (Tlelo-Cuautle et al.
(2019)), la implementacién electrénica como la reportada
en Yao et al. (2020) y el diseno de nuevos sistemas como el
mostrado en Tavakoli-Kakhki et al. (2010), especialmente
de aquellos que poseen multiples enrollamientos (ver Yan
et al. (2022)) han sido de gran interés para la comunidad
cientifica.

Debido a ésto, el presente documento se centra en el
diseno de sistemas dindmicos de orden fraccional, a través
de sistemas disipativos inestables por piezas, los cuales
han demostrado en el caso entero (Campos-Cantén et al.
(2010); Pulido-Luna et al. (2021)) y en el caso fraccional
(Chen et al. (2017)) ser una alternativa para el diseno de
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sistemas con multi-enrollamientos, gracias a la facilidad
que otorga el andlisis lineal. El resto de este documento
estd organizado de la siguiente manera: en la seccién
2 se describen los preliminares matematicos bésicos, la
seccién 3 muestra una descripcién breve de los sistemas
con los que se trabajara y presenta el problema principal.
La secciéon 4 muestra los resultados principales de este
documento, mientras que la seccién 5 muestra los resul-
tados numéricos obtenidos. Por ultimo, las conclusiones
son presentadas en la seccién 6.

2. PRELIMINARES
2.1 Multi—estabilidad en sistemas dindmicos

Considere un sistema de ecuaciones diferenciales de la

forma

T = f($)7 (1)
con © € R” y sea ¢(xg) € R™ la curva solucién
o trayectoria de (1) dada una condicién inicial xy =
(1'01, o2, - - - ,,Ign)
Definicion 1. (Hirsch et al. (2013)). Un conjunto cerrado
e invariante A C R™, se dice ser un conjunto atractor de

(1) con flujo ¢, si existe una vecindad U C R™ de A con
$(U) CU y ACU tal que

A= a:(U),
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donde ¢:(U) = {¢+(x)|x € U}.

Definicion 2. (Hirsch et al. (2013)). La cuenca de atrac-
cién de A, es el conjunto de todas las condiciones iniciales
cuya trayectoria converge al atractor, es decir que Q(A) =
{zo € R" : ¢4(x¢) — A cuando t — oo}.

Entonces, se dice que el sistema dado por (1) es un
sistema multi—estable, si existe mds de una cuenca de
atraccién, es decir, si multiples atractores coexisten de
manera mutuamente excluyente.

2.2 Cllculo de orden fraccional

El célculo de orden fraccional se considera una gene-
ralizacién del célculo de orden entero. Sin embargo, a
diferencia del calculo de orden entero, existe una gran
variedad de definiciones de derivada de orden fraccional,
donde las derivadas de Riemann—Liouville se definen por

1 dr /tt z(7) i (@)

L(n—a)dt® (t — 7)a—n+l 7

donde a € (n — 1,n) es el orden de derivacién para
n € N, mientras que a y ¢ son los limites de integracion y
I'(-) representa a la funcién gamma, definida por I'(z) =
fooo e~ “u*~tdu, para cualquier complejo z con Re(z) > 0.
Por otro lado, la derivada de orden fraccional de Caputo
esta definida por

C na . 1 !
S0 = s | ¢ 3)

donde x(™ () representa la n-ésima derivada de orden
entero de z(7). Generalmente se considera el caso cuando
a = 0 y si en el operador integrodiferencial se omite C
y RL, esto indica que el resultado es valido para ambos
casos. Un sistema continuo de orden fraccional puede ser
descrito por la ecuacién diferencial

Dy(t) + a1 D ty(t) + - - + an—1 D y(t)
+anD™y(t) = ult), (4)
con a; € Rparaj = 0,1,...,n, 5y an — a1 = By
donde a,, > a,_1 > > «p, mientras que wu(t)
y y(t) representan la entrada y la salida del sistema
respectivamente. A través del cambio de variable

Dy(t) = w1 (b), (5)
con j = 0,1,...,n — 1, es posible expresar la evolucién
del sistema en espacio de estados a través de su forma de
Jerk

Dﬁlxl

tROLDf‘x(t) =

x(")(r)
t— T)a7n+1 dT’

0 1 0 0\ /1
D%z, 0 0 1 0 ||
.= +
DB"J:” —Qp —Qp—1 —Qp-2 ... —a1/ \Tn
0
0

u(t),
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cuya dindamica interna esta gobernada por el pseudo-—
polinomio caracteristico del sistema en lazo abierto

g(X, 05) = X+ a A e ap A ap AL (T)

Sin embargo, si es posible expresar o; = jo, entonces el
sistema es llamado de orden conmensurado a y su pseudo—
polinomio caracteristico esta dado por

g(A, ) = A"+ a A L g A +a,.

(8)

La estabilidad interna del sistema (6) se analiza al consi-
derar u(t) = 0. En este sentido, se establecen los siguientes
resultados.

Definicion 3. (Matignon (1996)). Un sistema de ecua-
ciones diferenciales de orden fraccional
Dia(t) = Ax(t),  x(to) = o, (9)
se dice ser:
(1) estable, si y sélo si, Vzq existe k, tal que Vt > 0,
llz(®)]| < &,
(2) asintdticamente estable, siy sélo, silim; o ||z (t)]]
0.
Teorema 4. (Matignon (1996)). Un sistema de ecuaciones
diferenciales de orden fraccional
Di'a(t) = Axz(t), z(to) = o, (10)
donde z € R” es asintéticamente estable, si y sélo si,
|arg(A=)] > g, con A las raices de ¢(A*) = det(A*T — A),
para 0 < o < 2.
Teorema 5. (Matignon (1996, 1998)). Un sistema de ecua-
ciones diferenciales de orden fraccional
Dea(t) = Ax(t),  z(to) = o, (11)
con x € R™ es asintéticamente estable, si y sélo si,

|arg(s)| > ag, para todas las s raices de ¢(s) = det(s] —

A), donde s = A\, para 0 < o < 2.

La zona de estabilidad de ¢(A*) se denota por C~
{z € C: |arg(z)| > g} y la zona de estabilidad de ¢(s)

se denota por C“ {z € C:|arg(z)] > ag}. En este

sentido, se dice que ¢(t*) es C~ estable, si y sélo si,
q(s) es C* estable. En la Fig. 1 es posible observar el
comportamiento de la zona de estabilidad C* cuando se
varia el valor de a.

2.8 Geometria analitica compleja

La geometria analitica compleja busca extender resul-
tados de la geometria analitica cldsica para el plano
complejo, es decir, describir lugares geométricos y sus
propiedades. A saber, la distancia euclideana entre dos
complejos z1 y 22, denotada por d(z1,23), estd definida
como d(z1, z2) = |22 — 21| > 0. De manera mds general, si
z es un numero complejo y G C C es no vacio, la distancia
del punto z al conjunto G se define como

(=) = min {d(z.9)) (12)
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Fig. 1. Zona de estabilidad C* (sombreada en gris): (a)
O<a<l,(b)a=1(c)l<a<?2

Uno de los lugares geométricos mas importantes de la
geometria analitica compleja, la ecuacién general de la
recta en el plano complejo, esta dada por

hz4+hz+k=0 (13)
donde h,z € C, z h son los conjugados complejos de z
y h, respectivamente, y k € R. Si la recta pasa por los
puntos z; = 0y 22 = cos(f) + isin(f), se trata de una
recta que pasa por el origen, y se describe por

hz+hz=0 (14)
donde h=1—1icot(d) y 0 <0 < 7.
Considérese entonces, el conjunto
R:={z€C | hz+hz+k=0}, (15)

el cual describe a todos los puntos sobre la recta. Asi,
para cualesquiera zg € C, la distancia de zg a R estd bien
definida, pues R # (). La férmula para calcular el minimo
de las distancias entre 2y y los elementos r € R esta dada
por -
_|hZ+hz+ K
d(z7 T) * 2|h‘ )

la cual puede ser vista como la distancia de zp a su
proyeccion ortogonal sobre R.

(16)

3. ESTABLECIMIENTO DEL PROBLEMA

Considere la ecuacion diferencial de orden fraccional
D3 y(t) + a1 D**y(t) + a2 D*y(t) + asy(t) = u(t), (17)
con el cambio de variable dado por (5) es posible obtener

el sistema en espacio de estados como en (6). Considere
entonces el sistema en conmutacién afin a (17), dado por

D% = Az + bu(t), (18)
con
up  six(t) € Dy,
us sl x(t) € Do,
u(t) = (19)

u, sl x(t) € Dy,
donde b = (0,0,1)” y u; € R, con j = 1,2,...,l. Por
lo que el vector bu(t) estd compuesto por los vectores
buj, y cada dominio D; (también denominados atomos)
contiene un punto de equilibrio dado por z; = —A_lbuj,

con Ui:l D; =R3 y D;(D; = 0 donde i # j.

Con la seleccién apropiada de los vectores u;, es posible
generar oscilaciones que converjan a un atractor. Es
decir, el flujo del sistema ¢¢(xg) formado por (18) y
(19) es atrapado por un atractor A. Tomando ésto en
consideracion, el objetivo principal de este documento es
establecer un método de disefio para los vectores u;, en
términos de sus puntos de equilibrio para que el flujo del
sistema quede atrapado dento de un atractor con multi—
enrollamientos. Ademds, exhibir la existencia de multi—
estabilidad en el sistema disenado.

4. RESULTADOS PRINCIPALES
4.1 Sistemas disipativos inestables de orden fraccional

Para 0 < a < 2, considérese el conjunto C%, un par de
valores propios complejos conjugados z,Z, con Im(z) # 0.
No es dificil ver que 0C% es la unién de los semiejes
imaginarios conjugados +iR, rotados simétricamente un
angulo aZ respecto al eje real positivo z, como se muestra

2
en la Fig. 1. Entonces, para contar con una medida
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direccional de distancia, se propone definir la funcién 6
como
—d(z,iR) sizeC*
«@ — ) Y
0(2,0C%) = { d(z,iR) siz ¢ C®.
Para un nimero real z, la distancia de x a 9C® sera
simplemente

(20)

—d(z,0) sizeR™,
0(x, 0C*) = 0 six =0,
d(z,0) sizeRT,

donde O es el origen z = 0.

(21)

Considerando todo lo anteriormente mencionado, se busca
generalizar el concepto de sistema disipativo inestable (ver
Campos-Cantén et al. (2012)) para sistemas de orden
fraccional. En este sentido es que se establece la siguiente
definicién.

Definicion 6. Considere un sistema de ecuaciones diferen-
ciales de orden fraccional

D%z = Ax, (22)
donde A = (a;;) € R¥3 y a € (0,2), y sean s; para
j =1,2,3 las raices del polinomio caracteristico de orden
entero ¢(s) = det(sI — A) asociado a (22) bajo el mapeo
s =1t%. Si s; son tales que

3
> 4(s;,C
§=0
Entonces se dice que el sistema es

i. un Sistema Disipativo Inestable Tipo I (FOUDS-I
por sus siglas en inglés), si y sélo si, s; € Rt y
s2, 83 € C* son complejos conjugados,

ii. un Sistema Disipativo Inestable Tipo II (FOUDS-
IT por sus siglas en inglés), si y sélo si, s7 € R™ y
S2, 83 ¢ C* son complejos conjugados.

Observacion 7. A la desigualdad (23), se le denomina
condicion de disipatividad.

(23)

4.2 Atractores con multi—enrollamiento en 1D

Considere una ecuacion diferencial de orden fraccional

D*y(t) + a1 D**y(t) + aa D*y(t) + asy(t) = u(t), (24)
y su sistema FOUDS en conmutacién afin
D%z = Az + bu(t), (25)
con
up  six(t) € Dy,
us sl xz(t) € Do,
u(t) = (26)

u; sl x(t) € Dy.

Para generar multi-enrollamientos alrededor de los pun-
tos de equilibrio situados a lo largo del eje x1, se deben
considerar a éstos de la forma 2% = (x;1,0,0)" con
zj € D;. En consecuencia, u; se calcula como

0
buj = —Azj = 0 .
a3Tj1

(27)
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Un esquema biparamétrico de diseno de u(z) para cuatro
puntos de equilibrio se puede definir de la siguiente
manera: considere €, > 0, tal que
T21 — X11 = T41 — X31 = €, (28)
T31 — T21 = 1), (29)
entonces los cuatro puntos de equilibrio estaran localiza-
dos simétricamente en el eje 1 con respecto al origen.
Maés ain, € y n definen de manera tnica a cada conjunto
de puntos de equilibrio. Estos puntos estan dados por

ot = (— (e+g> ,o,o)T, (30)
o) = (—g,o,o)T, (31)
T3 = (g,O,O)T7 (32)
2t = <e+g,0,O)T, (33)

por lo que la ley de conmutacion, generada por el esquema
propuesto, es

T
(00— (e—i—g)) 51x<—¥
( a3n> si—e—i_—n<x<0
bu(zx) = 2 7
<O, ’agn) 810<m<¥,
T
(o,o ag( )) si‘f;”gx

(34)

De acuerdo a lo anterior y a las definiciones propor-
cionadas, es posible sintetizar el ejemplo mostrado a con-
tinuacion.
Ejemplo: Considere la ecuacién diferencial de orden
fraccional

D3y(t) + D**y(t) + D y(t) + L.5y(t) = u(t).  (35)
Bajo el cambio de variable (5) se establece la forma
candnica controlable en espacio de estados, dado por

D%y 0 1 0 T 0
()= (0,0 1) (@)« (0) o
D(’xg —1.5 -1 -1 I3 1

con
(0,0,—2.25) six<—1,
(0,0,—0.75) si —1<x<0,
t) = 37
“=900.007) sio<s<l, (37)
(0,0,2.25) sil<u,
donde los valores ¢ = 1,7 = 1 generan los puntos de
equilibrio 7 = (-1.5,0,0)T, 25 = (-0.5,0,0)T, 25 =

(0.5,0,0)7, 25 = (1.5,0,0)T. Se puede apreciar en (36)
que el polinomio caracteristico de orden entero asociado al
sistema esta dado por g(s) = s3+s2+s+1.5, cuyas raices
son s1 = —1.2041, s, = 0.1020 + 1.11157,s3 = 0.1020 —
1.11154, y sus argumentos son ¢y = 7,05 = 1.4793 y 03 =
—1.4793, respectivamente. La condicién de disipatividad
para el sistema (36)-(37) es equivalente a

§5(s9,0C*) < —%5(81,86“) (38)
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Fig. 2. Dindmica estable sin enrollamiento del sistema
(36)-(37) con x¢ = (0,0,0)” y orden o = 0.75.

ya que §(s3,0C%) = d(s3,0C*) debido a la simetria que
presentan so, s3 y la frontera de C® con respecto al eje real
en el plano complejo. Entonces, §(s1,dC?) y §(s2,dC*)
se calculan como

5(51’6([20‘) = 81,

‘hgg + B82|
0(82,0C*) = ——=,
(82 ) 2|h|

donde h = 1 — cot(%F). La condicién (38) es, por tanto,
equivalente a

4.5793 cot? (%) + 0.9069 cot (%) —0.3207 < 0, (41)

(39)
(40)

cuya solucién se encuentra en 0.8844 < « < 1.2392. Por
lo que el sistema (36)-(37) es estable para 0 < o < 0.8844
e inestable para 0.84444 < « < 2. M&s aun, segun la
definicién 6, el sistema es FOUDS-II cuando 0.8844 <
a < 1.2320.

5. RESULTADOS NUMERICOS

A continuacién se muestra la verificacién numérica de los
resultados previamente obtenidos. Esto se logra utilizando
la metodologfa presentada por Cai and Liu (2007) para
la resolver numéricamente sistemas de orden fraccional.

La solucién numérica de (36)-(37) con condicién inicial
zo = (0,0,0)T, para un orden de derivacién o = 0.75,
se muestra en la figura 2. Dado que 0 < a < 0.8844, el
sistema es estable bajo la defincién 3. En particular, la
solucién tiende a (71,2, 73)T = (0.4717,0.0388,0.0032).

Para 29 = (0,0,0)” y orden de derivacién a = 1.06, el
sistema (36)-(37) cumple con la definicién 6 de FOUDS-
II, por lo que se pueden generar multi—enrollamientos
bajo la ley de conmutacién dada. En la figura 3 se
exhiben los enrollamientos alrededor de los cuatro puntos
de equilibrio del sistema, mientras que en la figura 4 se
muestran las proyecciones de dichos enrollamientos sobre
los planos fase.

-0.5

Fig. 3. Dinamica de enrollamiento cuddruple del sistema
(36)-(37) con x = (0,0,0)” y orden a = 1.06.

Es posible exhibir la multi-estabilidad en el sistema
(36) al establecer los pardmetros ¢ = 1y n = 2, es
decir, separando por parejas los puntos de equilibrio.
En la figura 5 se muestran los flujos ¢:((—0.5,0,0)%)
y ¢:((0.5,0,0)T), cada uno atrapado por un atractor
distinto.

6. CONCLUSIONES

Se presentd el método de disefio de sistemas dindmicos de
orden fraccional que exhiben multi-enrollamientos, por
medio de sistemas lineales por partes en conmutacion.
Este método se basa en el posicionamiento de los puntos
de equilibrio y los tamanos de las regiones en las que
el sistema conmuta. También se presentan resultados
numéricos del método propuesto y se exhibe el fenémeno
de multi-estabilidad.

La definicién 6 establece una caracterizacién de un tipo
particular de sistemas de orden fraccional, los disipativos
inestables. A través de ésta se determiné un intervalo de
orden fraccional a para el cual el sistema (36)-(37) cumple
la condicién de disipatividad, la cual es necesaria para que
se dé el multi—enrollamiento.
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