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Abstract: This article addresses the design problem of observers for the oscillator, focusing on
the nonlinearities present in the model, which arise from the product between components of
the state vector. These nonlinearities are particularly interesting because they allow obtaining
an error dynamics that can be used to study the convergence properties of the observation
scheme. In this sense, the design of a full-order observer is proposed, which is characterized by
being a replica of the original system, with the addition of a correction term. Additionally, a
numerical evaluation of the presented results is performed.
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1. INTRODUCCION

El diseno de observadores para sistemas no lineales ha sido
un tema de investigacion de gran interés en la teoria del
control. Esto se debe a que el disenio de observadores para
sistemas no lineales sigue siendo un desafio y un area de
investigacion abierta. A diferencia de los sistemas lineales,
para los cuales existen técnicas bien establecidas para
disenar observadores, los sistemas no lineales presentan
mayores dificultades debido a la naturaleza compleja de
sus dinamicas. El diseno de observadores para sistemas no
lineales implica abordar problemas como la estabilidad del
observador, la convergencia de la estimacién, el manejo de
no linealidades y la seleccion adecuada de las ganancias
del observador.

En este trabajo se aborda el diseno de observadores para
una clase particular de sistemas no lineales. La estructura
que se presenta en el modelo considerado se caracteriza
por la existencia de matrices dependiente del estado, lo
que lleva a tener productos entre estados del sistema de la
forma x;x;. Esta clase de no linealidad permite proponer
un esquema de observacién.

En la literatura se pueden encontrar varios trabajos que
se enfocan en el desarrollo de esquemas de observacién
para sistemas Hamiltonianos (PHC, por sus siglas en
inglés). Estos trabajos emplean diferentes propiedades de
los sistemas PHC para el diseno de los observadores. En
las referencias Yaghmaei (2018) y Zenfari et al. (2022)
se presenta un esquema de observacion que preserva la
estructura de un sistema PHC. Para lograrlo, se utiliza la
técnica de contraccién. En Rojas et al. (2021), se presenta
un ejemplo en el cual se emplean las propiedades de la
matriz de interconexién de un sistema PHC para abordar
un tipo especial de no linealidades y ademés se preserva
la estructura. En la referencia Granados-Salazar (2021)

se describe un observador tipo Luenberger disenado para
una clase especifica de sistemas Hamiltonianos. En los
articulos Venkatraman and van der Schaft (2010), Pfeifer
et al. (2021), Granados-Salazar et al. (2022) se presenta
el diseno de un observador que conserva la estructura del
sistema original. Sin embargo, en este enfoque se utiliza
la informacién de la funcién de energia del sistema para
establecer las condiciones de convergencia del observador.

En particular, el sistema con el que se trabaja en el
desarrollo de este articulo es el oscilador de Lorenz.
Este sistema es conocido por exhibir un comportamiento
cadtico, lo que significa que pequenas variaciones en las
condiciones iniciales pueden llevar a grandes diferencias
en la evolucién del sistema a lo largo del tiempo. Desde
el punto de vista de la teoria de control, es de interés
estudiar su estructura y proponer esquemas de control.

En este sentido, en la literatura se encuentran diversas
referencias con diferentes metodologias para proponer
esquemas de observacion. Por ejemplo, en la referencia
Chandra et al. (2017) se propone un esquema de obser-
vacién y ademds, como caso de aplicacion, se utiliza la
propuesta para transferencia de informaciéon. En Shams
and Shahmansoorian (2020) se plantea el esquema de ob-
servacién para el oscilador con consideracién de existencia
de fallas.

El propdsito de este articulo es mostrar el diseno de
un esquema de observacion para el oscilador de Lorenz
el cual, a pesar de que bajos ciertos parametros este
sistema exhibe un comportamiento cadtico, el esquema
propuesto es capaz de reconstruir los estados mediante el
conocimiento de algunas variables. El principio de diseno
del esquema propuesto estd orientado a considerar sis-
temas con estructura Hamiltoniana, y dado que el modelo
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del oscilador presenta una estructura similar, entonces se
hace posible la implementacion del observador.

El articulo se organiza de la siguiente manera: En la
Seccién 2 se presenta el modelo matematico del sistema
bajo estudio y se muestran algunas propiedades que
tiene su estructura al considerar ciertos valores en los
pardmetros. En la Seccién 3 se muestra el disefio general
del esquema de observacién para posteriormente mostrar
las condiciones que debe satisfacer el diseno de acuerdo
a que variables se consideran medibles. En la Seccién 4
se muestra la evaluacion numérica del observador y, final-
mente, en la Seccién 5 se presentan algunas conclusiones.

2. MODELO MATEMATICO

Considere el modelo matematico del oscilador de Lorenz
representado a continuacion,

i‘l = U(.’L‘Q — xl)
:i'g:pxl — X1T3 — T2 (1)
&3 =117 — B3
el cual es un sistema de tercer orden con no lineali-
dades dadas por productos entre estados del sistema. Los

parametros del sistema estan dados por las constantes
positivas g, 3, p.

El sistema es sensible a las condiciones iniciales. Pequenas
variaciones en los valores iniciales describen compor-
tamientos distintos. También el comportamiento del sis-
tema depende de la seleccion del valor de los parametros,
puede existir un tnico punto de equilibrio o multiples
puntos de equilibrio.

El sistema cuenta solamente con un tnico punto de
equilibrio en el origen cuando 0 < p < 1 y ademaés
este punto es asintoticamente estable. Para probar esto,
considere la funcion candidata de Lyapunov

1
V() = —af + 23 + 23 (2)
g
cuya derivada a lo largo de las trayectorias del sistema
toma la forma
. 2 . .
V(z) = ——x181 + 2w989 + 22313
(o)

=227 — 225 — B3 +2(p + 1)z172

1 2
2(.%1'0;_ .’ﬂg) -+

-2 <1 — (leV) x5 — 283 (3)

Para garantizar estabilidad asintética del origen se nece-
sita satisfacer que

wm (4)

entonces esto se cumple para 0 < p < 1.

1-—

Cuando p > 1 se tienen tres puntos de equilibrio, el origen
vy dos puntos silla dados por

(21, 23, 23) = (0,0,0)
(1,23, 25) = (v/Blp — 1), V/Blp— 1), p = 1)
(1,23, 25) = (=v/Blo— 1), =V/Blp —1),p — 1)
El sistema (1) puede ser expresado como
& = [J(x1) - Rz (5)
con z € R, J(z1) = —J " (1) € R3*3, R € R33 dadas

por
00 O c —oc 0 T
J(x1) =10 0 —a; R=|-p 1 0 T = |T2
0z; O 0 0 g T3

Esta representacion se asemeja a la formulacién de un
sistema Hamiltoniano con una matriz J(x) antisimétrica
y con R asociada con los pardmetros.

3. DISENO DEL OBSERVADOR

La metodologia de diseno del observador presentado en
esta seccién estd reportada en Granados-Salazar (2021).
Al sistema descrito en (5) es posible diseniar un esquema
de observaciéon de orden completo, el cual se muestra a
continuacién. Este observador es una copia de la dinamica
del sistema en términos de los estados estimados z,
adicionando un término de correccién dado por

y—y=Cx—Czx
en donde se observa que se ha supuesto que la salida es

una combinacién lineal de los estados determinada por la
matriz constante C' € R1*3,

El esquema de observacion que se propone es

& =[J(&) - Rli+ L(y - 9) (6)
y=Cz (7)
1

donde L € R3*! es el vector de ganancias del observador.

La estructura de la dindmica del error de observacion se
presenta en la siguiente proposicién.

Proposicion 1. Considere el observador de estados definido
por (6) y defina al error de observacién como & = z — &.
La dindamica del error de observacién esta dada por

& =[J(z) = (R+ LC)|& + B(2)& (8)
donde B(2) = [J12 0 0] € R3*3 con
00 0
J1 =100 1]
01 0

Prueba 1. La dinamica del error de observacién en el
sistema considerado puede ser obtenida al definir el error
de observacién como ¥ = x — &, donde z es el vector de
estados real y & es la estimacion del vector de estados. La
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derivada del error de observacién con respecto al tiempo
es ) )
T=—-2 (9)

Sustituyendo las expresiones del sistema dado por (5) y
el observador de estados definido por (6) en la dindmica
del error, se obtiene

i=[J(x) = (R+LO)Z+ (J(z) — J(&)&  (10)
La matriz J(z) puede ser expresada como J(z) = Jyz1,
esto implica que

J(l’) — J({i) = Jlfl

00 0
:[00—1]5:1

(11)

01 0

Por lo tanto, la dindmica del error se puede reescribir
como se muestra

i=[J(x) = (R+LC)%+ J1712 (12)
Al simplificar y agrupar términos, se llega a que la
dindmica del error tiene la siguiente forma

& =[J(z) — (R+ LO)|& + B(2)& (13)

donde B(Z) se encuentra definido como
B(z)=[/12 0 0] (14)
Con esto se comprueba la Proposicién 1. VvV

3.1 Prueba de convergencia

Para analizar la convergencia del esquema de observacién
(6), es necesario examinar las propiedades de estabilidad
del punto de equilibrio de la dindmica del error (13).
Para esto, debe notarse que el término B(#)Z puede ser
considerado como una perturbacién desvaneciente en el
origen dado que cuando = = 0 este término se desvanece
siempre y cuando & sea acotado, condicién que se cumple
debido a la estructura del observador y considerando a su
vez que x sea acotado. Esta tltima condiciéon se cumple
siempre para el oscilador de Lorenz.

Proposicion 2. Considere a la dindmica de error represen-
tada en (6) y ademds considere que:

S.1 El término B(£)Z es una perturbacién desvaneciente
en el origen, acotado por ||B(2)Z|| < v - ||Z||.

Bajo las condiciones anteriores se satisface que
li —-2)=0 15
Jim (2 — &) (15)
Prueba 2. Considere a la dindmica de error nominal, sin
incluir al término de perturbacién B(Z)Z. Para analizar
la estabilidad de & = 0, se propone

1
V(z) = 53}%

cuya derivada a lo largo de las trayectorias del sistema es
V(#)=-2 (R+ LC)Z (17)

(16)

Si la parte simétrica de la matriz R + LC es posi-
tiva definida generalizada, entonces el punto de equilib-
rio T = 0 de la dindmica del error es uniformemente
asintoticamente estable.

Una vez obtenidas las propiedades de estabilidad para
el punto de equilibrio de la dindmica del error nominal,
se considera la inclusién del término B(Z)Z. Dado que
este término establece una perturbaciéon desvaneciente
en el origen y dado que £ = 0 es uniformemente
asintoticamente estable, es posible aplicar teoremas estan-
dares de sistemas perturbados para concluir que £ = 0
preserva sus propiedades de estabilidad asintética en pres-
encia de la perturbacién.

\AAY

Con esto se queda comprobada la Proposicion 2.

3.2 Salida Medible

Al disenar el esquema de observacién para el oscilador
de Lorenz, es importante definir qué variable o variables
del sistema se pueden medir. Para el esquema que se
presenta en este articulo, cualquier estado del sistema x
o combinacién lineal de ellos puede ser considerado como
salida medible. La eleccién de la variable medible puede
depender del propésito del observador.

A continuacién se muestran las condiciones que deben
satisfacer las ganancias del esquema del observador de-
pendiendo de la eleccion del estado que sea medible.
Estas se presentan como desigualdades que surgen para
determinar la convergencia del esquema de observacién.

Medicion de x1  Para este primer caso se considerard
como salida medible al estado 7.

Sea la salida representada por

y=Cz (18)

=[100]z

Al implementar el observador que se muestra en (6) se
obtiene la dindmica del error

&= [J(z1) — (R+ LO)]i& + B(2)& (19)
con B(%) = [JiZ 0 0] ademds
c+Li —c 0
R+LC=|-p+Ly 1 o] (20)
Ls 0 j

El objetivo es determinar las ganancias tales que la parte
simétrica de R + LC sea positiva definida.

La parte simétrica esta definida por
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1 1
0'+L1 5([/270’7[7) §L3
1
S(La—0—p) 1 0 (21)
1
—L: 0
5Ls B

para determinar si la matriz resultante es positiva definida
se calcula el complemento se Schur.

Como resultado se obtiene que las ganancias L, Lo v L3
deben satisfacer la siguiente desigualdad.

L2
(0+p—Lo)* =2

1
L1—|-O'>* 5

; (22)

Medicion de o  Ahora se considera al estado zo como

salida medible.

Considere
y=Cx (23)
=[010]z
Con la cual se obtiene a la matriz
o —0 0 0L, 0
R+LC=|—-p 1 0| +|0Ls0 (24)
0 0 B 0Ls0
o —o+170
0 Ly B
cuya parte simétrica es
1
o §(L1 —o—p) O
1 1
§(L1 —o—p) 14 Ly §L3 (26)
1
—-L
0 5 ls B

la cual debe ser positiva definida.

Entonces, la desigualdad que deben satisfacer las ganan-
cias esta dada por

0(48Ly +48 — L2) > B(o + p — Ly)? (27)

Medicion de x3  Por 1ltimo, es también posible que se
defina al estado x3 como la salida medible para el sistema.

Sea la salida

y= I3
y=1[001]=z

(28)
(29)

La matriz a estabilizar resulta en

o —o 0 00 Ly
R+LC=|—-p 1 0|4+ [00 Ly (30)
0 0 p 00 Ls
o —o Iy
0 0 B+Ls
al obtener la parte simétrica, se tiene
1 1
o _5(0 +p) %Ll
1
1 1
=L =L L
511 5 L2 B+ Ls

del mismo modo que en los casos anteriores la desigualdad
que se debe satisfacer es

_UL% + L3+ (0 + p)L1Lo

L >
3+ P 02 +20p — 4o + p?

(33)

A partir de la formulacién presentada se demuestra que es
posible asignar cualquier estado del sistema como medible
y es posible garantizar la convergencia del observador,
siempre y cuando se cumplan las desigualdades estableci-
das en la seccién.

4. EVALUACION NUMERICA

Para llevar a cabo la evaluacién numérica del esquema
de observacion, es necesario seleccionar un conjunto de
pardmetros. Estos pardmetros incluyen las ganancias del
observador, que determinan la reconstruccion de los es-
tados del sistema. Las ganancias se ajustan para lograr
una estimacion precisa de los estados y se seleccionan
condiciones iniciales diferentes para el sistema y para el
observador.

Para analizar la respuesta del observador es de interés que
el sistema presente el comportamiento cadtico. Para esto,
se fija el valor de p en 28 y los pardmetros restantes en

c=10y B = 3 terminan por describir el comportamiento

del sistema.

La evaluacion numérica del diseno del observador para
el oscilador de Lorenz se implementé en MATLAB-
SIMULINK. Para el sistema se seleccioné como condicién

inicial a 21(0) )
|
I3 (0) 1

Los valores de los parametros utilizados para las diferentes
evaluaciones estan descritos en la Tabla 1 mientras que
las condiciones iniciales utilizadas para el observador se
presentan en la Tabla 2

En la Figura 1 se muestra el comportamiento del estado
x1 junto con el comportamiento del estado estimado
considerando que la salida medible es z;. Las dos grificas
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Parametro | Valor
Ly 15

Lo 10

L3 5

o 10

B 3

P 28

Table 1. Parametros del Observador

C.I.L1 | C. 1.2
r1 | 30 -13
z9 | -10 33
T3 12 -3

Table 2. Condiciones iniciales

mostradas para Z; corresponden a las dos condiciones
iniciales mencionadas antes.

Estado z; vs Estados Observados
30

—
b7, con C.I.1]
25 b=, con C.I.2)

Tiempols]

Fig. 1. Estado x4

Estado x5 vs Estados Observados
40

—
b= con C.I.]]
30 b=, con C.1.2)

Tiempols]
Fig. 2. Estado x4

Considerando que x; es la salida medible, en la Figura 2 se
muestra el estado x5 real y el comportamiento del estado
estimado %2 bajo las condiciones iniciales mencionadas.
Este mismo escenario, para el estado x3, se muestra en la
Figura 3.

Para ilustrar de una mejor manera el comportamiento del
observador propuesto, en la Figura 4 se muestra el com-
portamiento de las trayectorias del sistema en el espacio
de estados. En ella se observa la respuesta transitoria de
las trayectorias estimadas debido a que las condiciones ini-
ciales para el observador son diferentes a las del sistema.

Estado z3 vs Estados Observados
60

-
p=73 con C.1.]]
501 i, con C.1.9

20 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4

Tiempols]

Espacio de Estados

o 204

=20 4
a0 - 20

Fig. 4. Atractor de Lorenz

Una cuestién importante que aqui se muestra es que a
pesar de que el sistema tiene comportamiento cadtico, las
trayectorias son acotadas y se garantiza convergencia.

En la Seccién 3 de este trabajo, se destaca la flexibili-
dad del observador para poder seleccionar cualquier es-
tado como salida medible, adaptando su comportamiento
segin dicha eleccién y las ganancias asociadas. Con el fin
de ilustrar esto, se presentan las siguientes simulaciones
que ejemplifican los diferentes comportamientos que se
presentan.

Estado x; vs Estados Observados
60

-_
==} con x; medible]

50

f=7'; con x5 medible]
}==1; con x3 medible]

40

30

20

Tiempols]
Fig. 5. Estado z;

En la Figura 5 se presenta el comportamiento del estado
x1 y el del estado estimado #; para las tres posibles
selecciones de salida. Esta situacién se presenta en la
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Estado x5 vs Estados Observados

40

—

==y con a7 medible]
=75 con x5 medible}
f=75 con x3 medible]

30

Tiempols]

Fig. 6. Estado x4

Estado z3 vs Estados Observados
70

—
=13 con x; medible]
f=='3 con x5 medible]
75 con x5 medible

60

50

40

2
Tiempols]

Fig. 7. Estado z3

Figura 6 para el estado xz3 y en la Figura 7 para el
estado x3. Para evaluar el desempeno de los observadores,
se utilizé la misma condicién inicial en todos los casos,
lo que permite una comparacién directa. Sin embargo,
es importante destacar que el tiempo de convergencia
varia en cada caso y ademas depende de las ganancias
seleccionadas.

5. CONCLUSIONES

En este trabajo se presenté un observador de orden com-
pleto para el modelo matematico del oscilador de Lorenz.
La propuesta de observador corresponde a un observador
que preserva estructura, pues se trata de la copia del
sistema méas un término de correccién de salida. Para
el observador propuesto se establecen condiciones que
garantizan la convergencia de los estados estimados a
los reales sin importar si el sistema exhibe un compor-
tamiento cadtico y sin importar el estado que se considere
medible. Las propiedades del esquema propuesto se ilus-
traron por medio de simulaciones numéricas.

REFERENCES

Chandra, S., Gupta, M.K., and Tomar, N. (2017). Ob-
server design approach to synchronize lorenz chaotic
systems for secure communication.

Granados-Salazar, C., Rojas, M., and Espinosa-Pérez,
G. (2022). Observer design for a class of nonlinear

496

hamiltonian systems based on energy function struc-
ture. Memorias del Congreso Nacional de Control
Automdtico, 1(4), 193-198.
Granados-Salazar, C. (2021).
para una clase de sistemas Hamiltonianos.
thesis, Facultad de Ingenieria, UNAM.
Pfeifer, M., Caspart, S., Strehle, F., and Hohmann,

Diserio de Observadores
Master’s

S. (2021). Full-order observer design for a
class of nonlinear port-hamiltonian  systems.
IFAC-PapersOnLine, 54(19), 149-154. doi:
https://doi.org/10.1016/j.ifacol.2021.11.070. Tth

IFAC Workshop on Lagrangian and Hamiltonian
Methods for Nonlinear Control LHMNC 2021.
Rojas, M., Granados-Salazar, C., and Espinosa-Perez,

G. (2021). Observer design for a class of nonlinear
hamiltonian systems. IFAC PapersOnLine., 54(19),
125-130.

Shams, Z. and Shahmansoorian, A. (2020). Fault es-
timation based on observer for chaotic lorenz sys-
tem with bifurcation problem. Transactions of
the Institute of Measurement and Control, 42(3),
576-585. doi:10.1177/0142331219879267. URL
https://doi.org/10.1177/0142331219879267.

Venkatraman, A. and van der Schaft, A. (2010). Full-
order observer design for a class of port-hamiltonian
systems.  Automatica, 46(3), 555 — 561.  doi:
https://doi.org/10.1016/j.automatica.2010.01.019.

Yaghmaei, Abolfazl y Yazdanpanah, M.J. (2018). Struc-
ture preserving observer design for port-Hamiltonian
systems. [EEE Transactions on Automatic Control,
64(3), 1214-1220.

Zenfari, S., Laabissi, M., and Achhab, M.E. (2022). Pro-
portional observer design for port hamiltonian systems
using the contraction analysis approach. International
Journal of Dynamics and Control, 10(2), 403-408.

ACKNOWLEDGEMENTS

Este trabajo fue desarrollado con el apoyo de DGAPA-
UNAM bajo el proyecto PAPIIT IN109622.

Copyright® AMCA, ISSN: 2594-2492



