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Abstract: The main objective of this paper is to describe the design of a state feedback
controller with integral action based on a proportional integral observer with Takagi-Sugeno
structure, for trajectory tracking of a rehabilitation routine applied to a knee rehabilitation
robot. The stability analysis of the controller is addressed by Lyapunov, a constraint is applied

to the controller input.
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1. INTRODUCCION

Las personas que sufren de una discapacidad normalmen-
te requieren de algin tipo de rehabilitacién. La reha-
bilitacién se define como un conjunto de intervenciones
encaminadas a optimizar el funcionamiento y reducir la
discapacidad en personas con afecciones de salud en la
interaccién con su entorno (WHO, 2021).

En México existe una gran demanda de pacientes que
requieren de terapias de rehabilitacién. Desafortunada-
mente, de acuerdo con datos mostrados en INEGI (2021),
existe un nimero limitado de personal médico dedicado
al drea de ortopedia, fisioterapia y afines.

Los robots rehabilitadores estan disenados para ejecutar
movimientos repetitivos durante largos lapsos de tiempo,
sin la participacion directa de algtin personal médico.

En la robética de rehabilitacién, el paciente y el robot
interactiian constantemente entre si. Es por ello que
medir las variables que describen el comportamiento
del rehabilitador se vuelve de suma importancia, para
garantizar la seguridad del paciente, asi como la eficiencia
del seguimiento de la rutina de rehabilitacién del robot
rehabilitador (Mohammadi and Dallali, 2020).

El problema existente en el disefio de los robots rehabili-
tadores, es que son pocos los rehabilitadores que cuentan
con disenos de esquemas de control dedicados al segui-
miento de trayectoria de las rutinas de rehabilitacion.
Por mencionar algunos se encuentra el robot rehabilitador
iLeg (Hu et al., 2012) donde se aplica una estrategia
de control por impedancias para entrenamiento pasivo y

activo, en donde el paciente es quien genera el esfuerzo
en la rutina de rehabilitacién. Por otro lado, el robot
Physiotherabot (Akdogan and Adli, 2011) estd diseniado
para ejecutar ciertas rutinas de rehabilitacion de forma
automatica. Otra problemdtica presente en los robots
rehabilitadores son el uso de actuadores y sensores costo-
sos, una forma de reducir costo en sensores es aplicando
el diseno de observadores, los cuales estiman por medio
de algoritmos las variables involucradas en el robot reha-
bilitador.

Para el diseno de un observador y controlador es necesario
contar con una representacién matemaética que describa
al robot rehabilitador. En este articulo la representacién
del sistema se muestra por modelos Takagi-Sugeno por el
enfoque de sector no lineal.

El caso de estudio que compete este articulo es un robot
rehabilitador de rodilla, basado en el robot rehabilitador
Multi-Iso. En Seddiki et al. (2006) se plante6 el diserio
de un controlador dedicado al seguimiento de trayectoria
en rutinas de rehabilitacion mediante el uso del enfoque
Takagi-Sugeno por el enfoque de sector no lineal.

El aporte de esta investigacion, es el diseno de un con-
trolador por retroalimentacién de estados con accién in-
tegral para el seguimiento de trayectoria en una rutina
de rehabilitacion dedicada al tratamiento del cuidado
postoperatorio de la reconstrucciéon del ligamento cruzado
anterior en la rodilla (Brent Brotzman and Manske, 2012)
que comprende un movimiento de 6(¢) € [91°, 150°]. El
controlador estd basado en un observador proporcional
integral para sistemas Takagi-Sugeno por el enfoque de
sector no lineal presentado en Jiménez Gémez (2023),
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aplicado al caso de estudio presentado a continuacién. La
validacién del esquema de control se hace por medio de
simulacion.

2. CASO DE ESTUDIO
2.1 Formulacion del problema

La rodilla es una de las articulaciones que frecuentemente
presenta lesiones sin importar el rango de edad. En la
literatura existen diversos rehabilitadores de rodilla, como
lo son el rehabilitador Sys-Rééduc (Seddiki et al., 2007),
iLeg (Hu et al., 2012), Physiotherabot (Akdogan and
Adli, 2011), entre otros.

El rehabilitador Multi-Iso de acuerdo con Moughamir
et al. (2002) apoya a pacientes que sufren traumatismo
articular y/o muscular. Genera movimientos de flexién -
extensiéon en la rodilla y posee un solo grado de libertad
(DOF, por sus siglas en inglés Degree Of Freedom). El
diagrama de cuerpo libre del rehabilitador, se muestra en
la Fig. 1.

Pierna del
paciente

1 Motor

Fig. 1. Diagrama de cuerpo libre del rehabilitador de
rodilla.

En la Fig. 1 se puede observar que el rehabilitador genera
un movimiento del tipo vertical en el eje Y hacia Z. La
posicién () es el margen de movimiento del rehabilita-
dor. El rehabilitador tiene la restriccién fisicamente de
solo permitir movimientos de 6(t) € [8°,150°]. El cambio
de posicién se debe al par 7(t) aplicado por el motor.
En el anédlisis de balance de energia, se considera que la
energia potencial es despreciable en el eje Y, ya que el
rehabilitador solo genera movimiento del tipo vertical.

2.2 Modelo dindmico del robot rehabilitador de rodilla

El modelo matematico estd descrito por la siguiente
ecuacion:

mi20(t) + bA(t) — mgl cos(0(t)) = 7(t) (1)

La representacion en espacios de estado es la siguiente:

~
~—

RRIE
16 mi?
=000 560 (3

donde 6(t), (t), 6(t) son aceleracién (rad/s?), velocidad
(rad/s) y posicién angular (rad), 7(t) es el par aplicado
por el motor (N'm).

o(t 0 1 o(
) - l‘"”“” ”] 70
)
)

Considerando el sistema no lineal continuo en su repre-
sentacion Takagi-Sugeno tenemos:

k
i) =Y pie)(Aw(®) + Bul) (@

y(t) = Cx(t) (5)
donde z(t) € R™ es el vector de estados, u(t) € R™ es el
vector de entradas, y(t) € RY es el vector de la variable
medida de salida. A; € R™™"™ B € R™™ (C € R?*" son
matrices conocidas, k es el nimero de modelos locales,
©i(2) son las funciones de pertenencia que dependen de
la variable premisa z.

La variable premisa considerada en la representacién
Takagi-Sugeno es la siguiente:

geos(6(t))
2(t) = = (6)
10
con el siguiente maximo y minimo de operacién
z(t) € [—0,346605 7,446915] (7)

Tabla 1. Parametros numeéricos del modelo
dindmico del rehabilitador

Parametro Nombre Valor
m Masa 2 Kg
l Longitud 0,42 m
g Gravedad 9,81 m/s?
b Coeficiente de friccién viscosa 0,60 Nm s/rad
T Par aplicado por el motor +2 Nm

Considerando los pardametros de la Tabla 1 y de acuerdo
a la representaciéon Takagi-Sugeno mostrada en Jiménez
et al. (2022) las matrices A;, B y C son las siguientes:

0 1 0
A= [—8,0957 —1,7007] » B= {2,8345}

0 1

Az = [173,9387 —1,7007} , =00

De acuerdo con Lendek et al. (2011), la suma convexa
de las funciones de pertenencia debe cumplir con las
siguientes restricciones:

k
1> @i(z) > 0; Zw (2) =1 (9)

Hipdtesis 1. Para el diseno se supone implicitamente que
los modelos locales, es decir, los pares (A4;,C),Vi =
1,2,...,k, son observables, es decir;
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C

CA;

rank : (10)
C’A"?_1

donde n es la dimensién del vector de estados del sistema.

Utilizando el Observador Proporcional Integral (PIO,
por sus siglas en inglés Proportional Integral Observer)
aplicado a sistemas Takagi-Sugeno estda dado por:

k
(1) = Z @i(2)(NiC(t) + Hyv(t) + Fiy(t)) + Ju(t)

o(t) = y(t) — C&(t)
#(t) = (1) + Qy(?)

donde ((t) € R™ representa el vector del observador,
v(t) € R? es un vector auxiliar y #(¢t) € R™ es la
estimacién de z(t). Las matrices N;, H;, F;, J vy Q
son matrices desconocidas de dimensiones apropiadas
que son determinadas de forma tal que &(t) converja
asintéticamente a x(t).

(11)

Las ganancias del observador son obtenidas siguiendo la
metodologia mostrada en Jiménez Gémez (2023). Este
articulo esta enfocado al disefio del controlador.

3. DISENO DEL CONTROLADOR POR
RETROALIMENTACION DE ESTADOS CON
ACCION INTEGRAL

En esta seccién, se presenta el diseno de un controlador
basado en el observador (11), por retroalimentacién de
estados con acciéon integral, con ganancias constantes.

Dado que la representacién del robot rehabilitador de ro-
dilla posee una representacién Takagi-Sugeno este permite
aplicar el principio de separacién. Este principio posibilita
el diseno de un controlador basado en los estados estima-
dos por el observador.

Fig. 2. Esquema del controlador.

En la Fig. 2 se muestra el esquema de control a trabajar,
donde y.(t) es la senal de referencia. En la presente inves-
tigacion, dicha senal corresponde a una rutina de rehabili-
tacion, para el tratamiento de una cirugia postoperatoria
de la reconstruccion del ligamento cruzado anterior.

Hipdtesis 2. (Lendek et al., 2011) Para el disefio del
controlador se supone implicitamente que los modelos

locales, es decir, los pares (A;, B),Vi = 1,2,..
controlables.

rank:([B A;B --- A?le]) =n, Vi=1, ..,k (12)

., k, son

El modelo T-S es completamente controlable si (12) es de
rango completo para todo instante de tiempo t > 0.

Verificando que la Hipétesis 2 se cumpla y tomando
como referencia el esquema mostrado en la Fig. 2 para el
desarrollo de la ley de control y asumiendo que z(t) = Z(t)
en un tiempo finito, se define una ley de control como:

u(t) = —[G I [fl(éﬂ (13)
donde z;(t) estd dado por:
alt) = [ welt) = )at (14)

cuya derivada es el error del seguimiento de trayectoria

definido por:

a1 (t) = ye(t) — Ca(t) (15)
Sustituyendo la ley de control (13) en el sistema T-S (4)
se obtiene,

k
#(t) = > @i(2)(A; — BG)x(t) — BLa(t) (16)
i=1

Agrupando las Ecuaciones (15) y (16) se tiene:
0] =S [ EC B [0 +[(] o
—— ——

i(t) (1)
(17)
se puede reescribir como:

k
a(t) = Z pi(2)(Ai = BR)#(t) + Dyc(t)  (18)

y A; 0 5 |B| »~ = |0
dondeAi:[OO},B_{O],K—[GL]yD—[I].

Ahora, el problema a resolver es, calcular la matriz K, tal
que la Ecuacién (18) en lazo cerrado sea estable.

3.1 Andlisis de estabilidad del controlador

La estabilidad de los modelos Takagi-Sugeno se garantiza
mediante el método directo de Lyapunov. La funcién
de Lyapunov utilizada habitualmente es la cuadratica.
Por lo que, se propone la siguiente funcién candidata de
Lyapunov,

V(z(t)) = &(t)T Pi(t) > 0

donde P = PT > 0.

(19)

Al usar una funcién de Lyapunov, se habla de “estabili-
dad cuadratica”. Cuando un sistema es cuadraticamente
estable, implica que el sistema es estable. Por lo tanto, las
condiciones de estabilidad obtenidas usando la funcién de
Lyapunov (19) son més que suficientes para garantizar
estabilidad.
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Derivando (19) se obtiene:

V(it)) = &(t)T Pz(t) + ()T Pi(t) <0 (20)

Sustituyendo (18) y considerando que y.(t) = 0 se tiene:
V(E(t) = 2(t)" [AT P+ PA; — PBK — K" B"P] (21)
Z(t) <0

Para asegurar que la desigualdad V (Z(t)) < 0 se cumpla
para toda &(t) # 0, se propone la siguiente desigualdad,

ATP+ PA;— PBK - KTBTP <0 (22)
dado que las matrices P y K son matrices desconocidas,
se tienen términos bilineal.

Se procede a pre-multiplicar y pos-multiplicar por P~! de
forma que no se altere la negatividad de la desigualdad,
obteniendo

P~ ' (ATP+PA, - PBK - K"B"P)P~' <0 (23)
Simplificando
PUAT 4 AP~ — BRP- - PRTBT <0 (24)
Se realiza un cambio de variables.
S=P' R=KS (25)
Por lo tanto,
SAT + A4;8 — BR - RTBT <0 (26)

Resolviendo la desigualdad (26), se obtienen las matrices
Sy R las cuales nos permiten calcular la ganancia K del
controlador, la cual estd dada por:
K=RS™! (27)
donde,
[G L] = RS™!
despejando las matrices G y L, tenemos:
G=rs |l p—pgrs|Y (29)
0 1,
Definicion 1. (Bernal et al., 2019) Una regién LMI (por
sus siglas en inglés Linear Matriz Inequality) del tipo
vertical, toma todo el semiplano complejo a la izquierda
de un valor ¢ (Fig. 3).
I ={s€C:Re(s) <=0 & fg,(s)=a+s+s" <0}
(30)

(28)

esta region LMI implica a = 26.

Im(s)
A

» Re(s)

-6
Fig. 3. Region LMI vertical 2.

Con la finalidad de que el controlador respete la regién
de operacién del rehabilitador, se aplica una region LMI
del tipo vertical a la desigualdad de Lyapunov mostrada
en la Ecuacién (26), obteniendo

SAT + A;S — BR— R"BT +205 <0 (31)

donde o es una constante positiva.

4. APLICACION DE RESTRICCION DE ENTRADA
EN EL SISTEMA

Debido a que ninguna planta fisica dispone de energia
ilimitada para realizar tareas de control, de tal forma que,
respete restricciones, se aplicé la metodologia mostrada
en (Bernal et al.,, 2019) donde presenta una estrategia
para restringir la magnitud de la senal de entrada al
controlador por medio de LMTI’s.

Definicion 2. Norma Euclidiana: (Doyle et al., 2013)
Sea un vector u(t) € R™ la norma Euclidiana queda
definida como:

lu@) = \/ud(t) + u3(0) + .. u2,(¢)

(32)

De acuerdo con la Definicién 2 para acotar la ley de
control u(t) (Ecuacién (13)), de tal forma que |lu(t)]| < p
para una g > 0, donde p es una constante.

La condicién |Ju(t)|| < w con la ley de control u(t) =
K&(t) puede reescribirse como:
lu@)ll < 1 & lu(®)]]* = u(t)u(t)

=2()TKTKi(t) < p? (33)
et TK T2 Ki(t) <1

Retomando la Ecuacién (19) la cual nos permite definir la

estabilidad en el controlador, de forma tal que satisfaga

las siguientes condiciones. Se obtiene:

V(z(t)) = #(t)T Pi(t) < £(0)" P£(0) <1 (34)
donde se introduce una condicién inicial #(0), dicha
condicién inicial se puede proponer.

Debido a que la matriz K y P se calculan, las desigual-
dades (33) y (34) pueden combinarse, por lo tanto,

FTKTp?Ki(t) < 2(t)TPi(t) < (0)T P£(0) < 1

(35)
que es equivalente a:
()" (P—K"p?K)#(t) >0
{1 — 2(0)TPz(0) >0 (36)

Aplicando el complemento de Schur a las LMI’s de la
Ecuacién (36), se obtienen las siguientes desigualdades
equivalentes:
P K"
K

} >0 (37)
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[ 1 i:(O)T] >0 (38)

#(0) P!

Como estas LMI’s se van a revolver junto con la LMI
(31), es necesario que estas desigualdades se expresen
en términos de las variables: S y R mostradas en la
Ecuacién (25). Por lo tanto, se pre-multiplica y pos-

P10 :
0 I} Obteniendo,

multiplica por [

p~t pKT
Haciendo el cambio de variable para las LMI’s (39) y (38)
quedan expresadas como:

} >0 (39)

o] =0 (10)

Estas LMT’s se deben de cumplir para garantizar ||Ju(t)| <
78

5. RESULTADOS

Cabe mencionar que en la siguiente simulacién, la posicién
del rehabilitador se muestra en grados, para comodidad
del lector, aunque en el modelo matemético mostrado en
la Ecuacién (1) es manejado en radianes.

La simulacién se desarrolla en Simulink, con un paso de
integracién de 0,001s se considera un tiempo de simula-
cion de 400s. Las condiciones iniciales consideradas en el
sistema Takagi-Sugeno son z(t) = [91° 0 Tad/s]T, en el

PIO son &(t) = [0° 0 rad/s)" .

Las ganancias obtenidas en el disenio del observador pro-
porcional integral (Ecuacién (11)), para el caso de estudio
expuesto en este articulo, se muestran en (Jiménez Gémez,
2023), siendo:

—100,5 —41,21073 10,5
Nz = {41,21073 ~100,5 ] Mz = [0 ] !
o —8213,2707 jo —8213,2707

171 -8239,103 | * 72— |—8057,0686 | ’

0 42,2107
J = [2,8345} Q= [98,7993}
Resolviendo las LMT’s (31)-(40)-(41), con una regién LMI
vertical o = 8, con una restriccion de entrada de g = 600
y una condicién inicial de #(0) = [91° 0 0]". Una vez
calculadas las LMI’s con la herramienta Yalmip Lofberg
(2004), se obtuvieron las siguientes ganancias para el
controlador:

G =[289,9109 14,1228]

L = [1,6976 x 10°] (42)

Para la validacion del controlador basado en el observador
para el seguimiento de trayectoria, se fij6 una rutina

465

de rehabilitacién, la cual llamaremos “referencia” que
corresponde a la variable y.(t) que como se mencioné con
anterioridad corresponde a una rutina de rehabilitacién
postoperatoria que comprende un movimiento de 6(t) €
[91°, 150°]. En la Fig. 4 se muestra la sefial de referencia
que corresponde a la rutina de rehabilitacién.

Referencia Ye(t) = Ref

150

140 -

130 [

grados (°)

120

110 [

100 -

90

0 5 100 150 200 250 300 350 400
Tiempo (s)
Fig. 4. Senal de referencia y.(t) para el seguimiento de
trayectoria.

En la Fig. 5 se puede observar en lineas negras la referen-
cia y en azul el comportamiento de la variable de posicién
angular, una vez controlada. Como se puede apreciar
el controlador basado en el observador disenado con la
restriccién a la entrada, la salida de esta tiende a llegar
a la referencia. Teniendo un transitorio de t < 0,3s para
que el controlador converja a la referencia.

—y.(t) = Ref

Posicién o(t)

I
3

o
S
-

grados (°)

%
=}
-
L

0 50 100 150 200 250 300 350 400

o

Zoom en posicion
T

[N
o

:

\

~
o
T
L

grados (°)

o

S
T
L

. . . . . )
100 120 140 160 180 200 220
Tiempo (s)

Fig. 5. Respuesta del controlador ante el seguimiento de
trayectoria en la variable de posicion.

— () = Ref]
o(t)

Posicién

20

Error en posicion
T
X17.26
Y 03533
0

05 I I I I I
14 15 16 17 18 19
Tiempo (s)

Fig. 6. Error en seguimiento de trayectoria.

grados (°)
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Tabla 2. Indices de desempefio en el segui-
miento de trayectoria del controlador

ISE
1105

IAE
122.2

ITSE
7431

ITAE
21453.70

o(t)

En la Fig. 6 se puede apreciar con mayor detalle el se-
guimiento de trayectoria del controlador, como tal, existe
un error de 0,3533° entre la referencia y la variable con-
trolada, esto debido a que en el disenio del controlador
se aplicé una regiéon LMI asi como una restriccién a la
entrada, de forma tal que se asegurara la estabilidad del
sistema, para fines fisicos este error es despreciable, pero
una vez evaluado con los indices de desempeno mostrados
en la Tabla 2 los indices ITAE y ITSE los cuales evalian
la integral el error por el tiempo, es claro que estos nos
entregaran valores grandes, ya que el error de 0,3533°
persiste en la rutina de rehabilitacién y como se mencion6
al principio estd es una simulacién de 400s.

6. CONCLUSIONES

El diseno del controlador basado en el observador con
restriccién en la entrada para el seguimiento de trayecto-
ria de una rutina de rehabilitacién, aplicado a un robot
rehabilitador de rodilla, muestra a nivel simulacién, un
desempernio satisfactorio pese a la existencia de error.
Los indices de desempeno aplicados al error existente
entre referencia y el controlador, mostraron un margen
despreciable en el seguimiento de trayectoria, por lo que
podemos concluir que el controlador disenado cumple
satisfactoriamente su objetivo.

Para futuros trabajos, se plantea la construccién fisica
del rehabilitador, asi como la agregacién de dindmicas al
modelo matematico que describa al comportamiento del
robot rehabilitador de rodilla.
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