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Abstract: This work proposes the design of a robust time-varying controller for the perturbed
kinematic model of the unicycle mobile robot. The controller is based on composite Lyapunov
functions applied in time-varying linear systems. The methodology ensures the stability of the
tracking error despite the presence of multiplicative disturbances in the control channel. The
synthesis of the proposed controller requires the solution of a set of off-line Linear Matrix
Inequalities and the solution of an optimization process regarding the composite Lyapunov
approach. Simulation results show the feasibility of the proposed strategy against classical

controllers.
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1. INTRODUCTION

Los Robots Méviles (RM) se aplican en navegacién interior
y exterior (Rubio et al., 2019), (Patle et al., 2019). Los
controles que se han desarrollado permiten la ejecucion
de tareas como el movimiento punto a punto, control por
modelo de referencia y seguimiento de una trayectoria
deseada.

Entre otros, los robots mdéviles tipo uniciclo (RMU) tienen
la caracteristica de poder moverse libremente en una di-
versidad de aplicaciones en problemas reales (Patle et al.,
2019). De acuerdo con la condicién de Brockett (Pour-
boghrat, 2002), los RMU no pueden ser asintéticamente
estabilizados utilizando controles con retroalimentacion
estdtica (Hichri et al., 2022). Es necesario abordar este
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problema utilizando estrategias de control de retroali-
mentacion variantes en tiempo o con discontinuidades. De
acuerdo con (Tzafestas, 2018), el modelo cinematico puede
no incluir fuerzas externas como la gravedad y/o la friccién
de las llantas, sin embargo, fenémenos que no estan en el
modelo, como el derrape y deslizamiento de las llantas, asi
como senales de control con ruido, se deben considerar en
los disefios de algoritmos de control (Rochel et al., 2022).
Es posible representar el modelo de un robot mévil como
un sistema variante en tiempo a través de la linealizacién
de Tylor del modelo cinemético sobre una trayectoria
deseada. En (Tiriolo y Lucia, 2022) y (De Luca et al.,
2005) se estabiliza el error de seguimiento de un robot tipo
carro utilizando una estrategia no lineal, en (Das y Kar,
2006), (Pourboghrat y Karlsson, 2002) y (Wu et al., 2022)
se implementan controladores basados en logica difusa y
redes neuronales. Muchos de estos trabajos no consideran
perturbaciones en el control, producto de ruido en los
actuadores. Algunas técnicas no lineales consideran senales
discontinuas para lograr un error de seguimiento de cero
en tiempo finito a pesar de la presencia de incertidumbres
externas (Rochel et al., 2022) y (Dfaz et al., 2022). Se
incluyen compuestas con modos deslizantes de alto orden
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o controles discontinuos y técnicas clésicas de retroali-
mentacion de estados, basados en los llamados métodos
elipsoidales (Gutiérrez et al., 2022), (Moudoud et al.,
2022).

Con respecto al control de sistemas lineales variantes en
tiempo, las funciones compuestas de Lyapunov (FCL) son
una alternativa para desarrollar controles robustos ante
perturbaciones o incertidumbres paramétricas. El andlisis
de estabilidad aplicando FCL permite obtener estima-
ciones menos restrictivas de conjuntos invariantes (com-
parado con conjuntos elipsoidales cldsicos) para el anélisis
de estabilidad y robustez, asi como aproximar las regiones
de atraccién para sistemas con entrada saturada, y para el
estudio de la estabilidad de sistemas lineales por pedazos
y sistemas conmutados (Hu y Lin, 2003). En general, los
conjuntos obtenidos por esta técnica son menos restrictivos
que los de las funciones cuadraticas de Lyapunov. Una ven-
taja de las FCL es la posibilidad de disenar ganancias vari-
antes en tiempo al resolver ecuaciones lineales matriciales
(LMI, por sus siglas en inglés). Estas ganancias aseguran
la invariabilidad de las condiciones iniciales en curvas més
grandes que las obtenidas por métodos convencionales de
Lyapunov (Hu y Lin, 2004).

Este articulo propone una solucién al problema de
seguimiento de trayectoria de un RMU mediante un
esquema de linealizacién de la dindmica del error de
seguimiento alrededor de la trayectoria deseada. El sis-
tema variante en tempo resultante es estabilizado por un
control basado en FCL asegurando convergencia asintética
del error de seguimiento. Se considera que la cinematica
del modelo tiene perturbaciones multiplicativas debido a
posible derrape en las ruedas y a fenémenos no modelados.
Esta metodologia puede ser aplicada a otros robots méviles
con diferente configuracién. El enfoque propuesto requiere
la solucién de un conjunto de LMIs fuera de linea, y la
solucién de un problema de minimizacién en linea, como
resultado, se tiene un control robusto variante en tiempo.

Nota: Se definen las funciones trigonométricas como

s(0) =sin (0), c(8) = cos (0), t (0) = tan (¢).
2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

El modelo cinematico del robot movil tipo uniciclo esta
dado por

q(t) = (1 +da(t)) g1(q(t))v1 + (1 + d2(t)) g2(q(t))v2,

91() =) s®) 0", ga(@)=[001]", 0
1
donde ¢ € R? es el vector de estados definido como
qg=lry H]T, x,y € R son las coordenadas cartesianas
del robot, # € R representa la orientacién del carro con
respecto al eje x. v1 y w2 son las velocidades del RMU.
Los términos d; y ds representan perturbaciones variantes
en tiempo, que son multiplicativas a las entradas. Estas
perturbaciones pueden ser causadas por el retardo en
la senal de control que convierte la informacién de la
velocidad a corriente/voltaje para los motores o fenémenos
no modelados.

Suposicion 1. Las perturbaciones variantes en tiempo dq
y do son desconocidas pero acotadas, i.e., —1 < d;(t) <
dmax < 1, con i = 1,2. La restriccion d;(t) > —1 evita
cualquier cambio de signo en la entrada del control.

3. PRELIMINARES MATEMATICOS

Considerando la siguiente ecuacién diferencial no lineal

2=[f(z(t),e (), 2(0)= 2, (2)
siendo z € R” el vector de estados, zp € R" la condiciéon
inicial, ¢ € R™ es una perturbacién desconocida local-
mente medible representando incertidumbres y/o pertur-
baciones. En este trabajo se considera que ¢ es acotada,
Le. le(®)] < T, Vt > 0parap™ € Ryy f: R"xXR" — R”
es una funciéon Lipschitz no lineal con su primer argu-
mento f (0,0) = 0. Esta definicién agrupa varios sistemas
dindmicos, que a veces contienen restricciones fisicas en
sus estados. Algunos ejemplos son los sistemas mecénicos
con restricciones en la posicién o los sistemas eléctricos
con restricciones en el voltaje o la corriente Soukkou et al.
(2023). Los robots méviles no son la excepcién ya que estos
contienen restricciones no holénomas y, en la mayoria de
los casos, el area de trabajo también esta restringida.

El presente estudio se utiliza la técnica con funciones com-
puestas de Lyapunov (Hu y Lin, 2003) para representar
un sistema lineal variante en tiempo como la composicién
convexa de un conjunto formado por [ sistemas lineales
invariantes en tiempo.Para una matriz positiva definida y
simétrica P € R™ su correspondiente funcién cuadratica
de Lyapunov se describe como V(z) = 2T Pz. La curva de
nivel de V(z), denotada como L, (p), para un escalar p se
define como, L,(p) := {z € R" : V(z) < p}. En particular,
para la curva de nivel que corresponde a p = 1, se tiene
Ly(p) = &(P).

Definition 2. (Funcién compuesta de Lyapunov). Sean los

escalares A\j para j = 1,...,1 los elementos de un vector
A e, donde
l
Ti={¢AeR: ) N=1,12>05, (3)
j=1

y dado un conjunto de maltrices positivas definidas P; €
R™ "™ para j = 1,2,...,1. Definiendo
-1

l
P()\) := ijpj—l : (4)

Por lo tanto, si se define,

* L : T
A= arg min (z'P(N)z), (5)
con X* =[] A3 ... )\f]T, la funcion

Vo(z) := 2" P(\*) 2, (6)
es una funcion cuadrdtica compuesta de Pj y A\j para j =
1,...1. V, es positiva definida. Entonces si V. es negativa
semidefinida para toda la trayectoria de (2) en cualquier
subconjunto del espacio de estados conteniendo el origen,

se dice que V. es una funcion cuadrdtica compuesta de
Lyapunov (Hu y Lin, 2003) para el sistema (2).
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Recordando que, para cada escalar p > 0, una curva de
nivel de V. se define como (4). Entonces

Ly, (p) :={z e R": Vo(2) <p}, (@A) := Lv.(1).
Dos propiedades principales de las FCL son:

e La curva de nivel V,(z) = p es la envolvente convexa,
denotada por co(:), las curvas de nivel z'Pjz =
p, V5 = 1,2,...,1. Particularmente, para p = 1,
e (P (X)) :==co(e(R;)) para j =1,...,1. Eso quiere
decir que € (P (A*)) es la cubierta convexa de las
elipsoides caracterizadas por las matrices P;.

e V. es continuamente diferenciable con la derivada
parcial

Ve
0z

—2:TQ(V). (7)

4. DISENO DEL CONTROL

Considerando un modelo de referencia definido por
da = g1(qa)v1d + g2(qa)v2d,
T T (8)
g1(q) = [c(0a) s(0a) O], g2(qa) = [0 0 1]
donde x4, yq vy, 64 son las posiciones deseadas y, viq y
vaq son las velocidades deseadas. Si se define el error de

seguimiento como ¢ = g4 — ¢, la dindmica del error queda
expresada como

i = g1(aa)via — (1 +di(1)g1(a)vr,
+92(qa)vaa — (1 + da(t))g2(q)v2-
La linealizacién de (9) en las trayectorias deseadas es
¢ =A(t)q+ B(t)7,
con A(t) y B(t) definidas como

S(1+ i) 2

=1

(9)

(10)

Alt) = -

9=4d

(11)
Z 1+d gz Qd)

1

Entonces, A(t) se define como

00 S(@d)
Aty = (14 d1(2)) [0 0 —c(ad)l Va1,
00 O

y para B(t) se tiene la siguiente expresién

—(L+dy(t))c(ba) 0
—(14di(t))s(a) 0
0 1+ da(t)

1=
y U= [vig — V1 V2q — U2]

B(t) =

4.1 Representacion compuesta

Se considera la siguiente extension dindmica en la entrada
del control (para evitar incertidumbres en la matriz rela-
cionada con le entrada)

= A(t)q+ B(1)7, (12)

V= w.

Entonces, el sistema anterior puede ser representado como
0= A(tyn + B, (13)
donde n = [ GT T] T, w € R? representa la nueva sefial de

control, y las matrices A(t) y B(t) estdn dadas por

A = [A(t) B(t)] . B = {04“} .

02x3 O2x2 Izxa

A continuacién se presentan algunas consideraciones para
el diseno de control basado en funciones compuestas de
Lyapunov,

Suposicion 3. La matriz fl(t) se puede representar como
la combinacién convexra de I matrices, para cada instante
det

A(t) ECO{Al,AQ,...7Al}. (14)
La suposicién 3 implica que el sistema (13) puede ser
representado de la siguiente manera

l
A =D A,
j=1

Teniendo en cuenta que existe un vector A* que se obtiene
del problema de optimizacién descrito en la ecuacién (5)
para cada instante de tiempo, entonces, el sistema (15) se
reescribe como,

AN + Buw, (15)

= A(\*) 2z + Bw. (16)
El siguiente Teorema presenta el resultado principal de
este trabajo

Teorema 4. Sea a € Ry un escalar y la matriz Q definida
como

Q=AM )PA)+AT(A)P(A)+BY (A)+Y T (A\*)BT +aPy,

(17)
donde P (\) se define como en la ecuacion (4), con A* € T
que se obtiene de la solucion de (5). Si la LMI definida
en Q < 0 tiene solucion para matrices Y € R**2 y
una matriz positiva definida Py. Entonces, para el sistema
en lazo cerrado (13) con la entrada w(t) = K(t)n(t) y
K(t) =Y (X)) P(\*), el error de sequimiento 1 tiene un
punto de equilibrio asintoticamente estable en el origen.

Prueba. Considerando el hecho de que &% = 2" P(\*),
la derivada de la FCL en (6) es

V(z) = 29T P(A*)i) = 20T P(\¥) (A(A*)n + Bw) . (18)

Con la senal de control propuesta, la ecuacién anterior
resulta en

V(z) = 27T P(V) (A (\)n+ BKn) .

Sumando y restando el término an' P(A\*)PyP(A\*)n se
obtiene

(19)

V(t)=n"Qn—an PN\ )RBP(X)n,  (20)
donde 27 se define como
Q; = POV)AWN) + AT(\)P(\*) + P(\*)BK +
(21)

KTBTP(\*) 4+ aP(\*)PyP(\*).
Los elementos de €27 son bilineales. Pre y post multipli-
cando §; por P~1(\*) la matriz (2, se obtiene la matriz en
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(20). Si las condiciones del Teorema 1 se cumplen, entonces
la siguiente desigualdad es cierta

V. < —an” PO")BP(X)n. (22)

Por lo tanto, el estado n tiene un punto de equilibrio
asintoticamente estable en el origen. (|

4.2 Implementacion numérica

Para resolver el problema planteado en el Teorema 1, se
requiere del valor de A\*. El valor éptimo de A* se obtiene
utilizando la ecuacién (5) y € en (17). Antes de aplicar
(5), se descompone ) como

l l l l
Q= D "NA D NP+ NP DY NAT+
i=1 j=1 j=1 i=1
ZA BZ/\ Y; +ZA YTZ/\ BT+

=1

(23)

1 l
SN AR
j=1 =1

Entonces la solucién de 2 en el Teorema 1 requiere de la

solucién fuera de linea de las LMIs definidas por
AP+ PjA] + BY;+Y, BT + Py <0.  (24)

El valor éptimo de A* se calcula en linea en cada muestra

de tiempo por medio de la ecuacién (5). Este hecho implica

que K es implicitamente dependiente del tiempo a través

de \*.

Algoritmo 1. Implementacién numérica

Paso 1. Elegir un tiempo de muestreo adecuado T' > 0,

con los tiempos de muestreo tp, =Tk, k=0,1,...;

Paso 2. Resolver las LMIs definidas en (24)

Paso 3. Resolver (5) con las mediciones del error de

seguimiento g = ¢ para obtener el valor de \*

Paso 4. Obtener la ganancia compuesta descrita en el

Teorema 1, como K (A*) = Y (A*)P(\*)

Paso 5. Alimentar el sistema con la entrada de control

w(Tk) = K(A\*)q(Tk) (respectivamente u(Tk) = Ky(Tk))

PAso 6. Actualizar k = k+ 1 y Ir al paso 3

5. RESULTADOS DE SIMULACION

Esta seccién muestra la viabilidad de la implementacion
del control propuesto. La trayectoria de referencia es
xq(t) = 2t + 0.5sin(1.1¢) y yqg = 0.5cos(1.5t) + 11. Las
perturbaciones para la simulacién son di(t) = da(t) =
0.5cos(7t) 4+ 0.4sin(5t). Con estos valores, el dngulo de
orientacién deseado 6; y las velocidades deseadas vgq; y
vds se obtuvieron de acuerdo con las siguientes ecuaciones
(Martinez et al., 2021), (Mera et al., 2020),

var(t) = £/25(t) + 95(1),

04(t) = atan?{ Ya  ta }’ Vaa(t) = Yd¥d — *dlyd

2
vdl Vd1 Va1

La expresiéon completa para la matriz fl(t) es la siguiente

00 f1 (t) f'ggt; 0
~ 00 folt) fa(t) O
At)= {000 "0

fs(t) | »

60 6 0 0
J1(t) = (1 + du(t))s(0a)var,
fa(t) = =(1 4 di(t))c(0a)var,

J3(t) = —(1 4+ di(t))c(0q), fa(t

[5(t) = 1+ da(t).

Las matrices compuestas se eligieron tomando la maxima y
minima de las funciones variantes en tiempo de la matriz
A. Analizando los valores, las siguientes ocho combina-
ciones se eligieron para formar las matrices compuestas:

AL B B T B, AR S 5 Fa 1),
AB(flJrvf277f3+?f477f5+)7A4(f1+5f277f37af477f5+)7
A5(f1_7f2+7f;7f;7f;)7A6(f1_7f2-_7f?,_ale_af;)a
A7(ff7f;7f;?f;vf;)vAS(ff7f5af§afzfvfgr)a
donde f;" = max(f;) y f; = min(f;) con i = 1,2,...,8.
La matriz Al(fli,fgt,ff,ff,fst) se construye tomando
el maximo y el minimo de cada funcién f;. Seleccionando

=05y Py = 0.7 X Igxg, la soluciéon del conjunto de
desigualdades descritas en (24) son

) = —(1+di(t))s(ba),
(¢

r 1.0495
0.0729

0.0729
1.2566 —0.0024 0.0635 —0.5433

0.0082 —0.0448 —0.1860

Pl = 0.0082 —0.0024 0.2200 0.0412 —0.1276 | ,
—0.0448 0.0635 0.0412 0.9841 —0.0345
L —0.1860 —0.5433 —0.1276 —0.0345 1.3427 J

r .6845 0.1487 —0.0638 —0.1638 —0.1690
0.1487 0.8624 —0.0672 0.0987 —0.4307
P2 = | —0.0638 —0.0672 0.1856 0.0474 —0.1301 | ,
—0.1638 0.0987 0.0474 0.6038 —0.0535
L —0.1690 —0.4307 —0.1301 —0.0535 0.8658

r 0.7480 0.0445 —0.0909 —0.1456 —0.1691 7
0.0445 0.6562 —0.0753 0.1402 —0.2531
P3 = | —0.0909 —0.0753 0.2020 0.0472 —0.1406 | ,
—0.1456 0.1402 0.0472 0.6332 —0.0437

L —0.1691 —0.2531 —0.1406 —0.0437 0.7965

r 0.7408 0.0493 —0.0928 —0.1558 —0.1683
0.0493 0.6549 —0.0728 0.1477 —0.2540
P, = | —0.0928 —0.0728 0.2030 0.0515 —0.1412 s
—0.1558 0.1477 0.0515 0.6136 —0.0609
L —0.1683 —0.2540 —0.1412 —0.0609 0.7959 I

r 0.6625 —0.0707 —0.0039 —0.1977 0.0927 7
—0.0707 0.8920 —0.1013 —0.1092 —0.4281

P5 = | —0.0039 —0.1013 0.1869 0.0462 —0.1291 | |
—0.1977 —0.1092 0.0462 0.6466 0.0048
L 0.0927 —0.4281 —0.1291 0.0048 0.8581
r 0.6404 —0.0869 —0.0054 —0.2100 0.0970 A
—0.0869 0.8886 —0.1011 —0.1112 —0.4285
P6 = | —0.0054 —0.1011 0.1873 0.0476 —0.1295 | |
—0.2100 —0.1112 0.0476 0.6166 0.0093
L 0.0970 —0.4285 —0.1295 0.0093 0.8593
r 0.5909 —0.0825 —0.0352 —0.1955 0.1041 A
—0.0825 0.5770 —0.1121 —0.0599 —0.2335
P7 = | —0.0352 —0.1121 0.1949 0.0404 —0.1405 | ,
—0.1955 —0.0599 0.0404 0.6443 —0.0123
L 0.1041 —0.2335 —0.1405 —0.0123 0.7737
r 0.5690 —0.0960 —0.0350 —0.2071 0.1084 7
—0.0960 0.5729 —0.1124 —0.0639 —0.2334
Pg = | —0.0350 —0.1124 0.1953 0.0413 —0.1408
—0.2071 —0.0639 0.0413 0.6143 —0.0045

L 0.1084 —0.2334 —0.1408 —0.0045 0.7754 J

Las Y7 obtenidas son
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Y, = [ —2.0344 0.6004 0.0811 —0.1563 ]
1= | 0.2648 0.5311 —2.7187 —0.0077 —O0. 1212 ’
Y, — [—1 1023 0.2285 0.0956 —0.3519 ]
2 = | 0.3478 0.7586 —1.7044 0.0208 —O. 4021 ’
Yo = [71 .3111 0.3429 0.0778 —0.3557 ]
3 — [ 0.3538 0.4516 —1.5643 0.0169 —0. 3864 ’
Y, = [ 1.1300 0.3092 0.1109 —-0.3 ]
4 = [ 0.3769 0.4390 —1.5630 O. 0228 —0. 3863 ’
Yi — [—1 1816 0.3371 —0.0210 —0.3576 ]
5 = [ —0.2361 0.8000 —1.6896 —0.0034 —0. 4005 ’
Y. = [—0 9745 0.3080 —0.0305 —0.3541 ]
6 = [ —0.2462 0.8062 —1.6917 —0.0051 —O0. 4007 ’
Y, = [ 1.1734 0.4436 0.0135 —0.3573 ]
7 = | —0.2181 0.4721 —1.5184 0.0044 —O0. 3814 ’
Yy = [ —0.9674 0.4172 —0.0022 —0.3538 ]
8 — 0.2371 0.4797 —1.5218 0.0014 —O0. 3816 ’

Una vez obtenidos estos valores, se aplica el proceso de
optimizacién descrito en la ecuacién (5). El control que
se presenta en Maghenem et al. (2017) se utilizé para
comparar la propuesta de control del present trabajo. Las
coordenadas de transformacién del error de seguimiento se
definen como

[ cosf sinf 0
ey| = |—sinf cosf 0], (25)
(7] 0 0 1

donde e; = 2q — %, ¢y =Ya — Yy y eg = 04 — 0. El control
estd descrito por las siguientes ecuaciones.
vy = v14(t) cos(eq) + Kpeg,
(26)
Vg = vaq + Kpeg + v14(t) Kyeydlep),
sin(eg)

donde ¢(eg) = =
K, =K, =Ky=A4.

. Para las simulaciones numéricas

Las simulaciones numéricas se realizaron en Matlab®
con un periodo de muestreo de 0.001 segundos y una
discretizacién tipo Euler. Las condiciones iniciales para el
sistema fisico fueron cero en todos los estados. La Figura
1 muestra la grafica del error de seguimiento. Observe
que el control descrito en Maghenem et al. (2017) es més
afectado por las perturbaciones que el CLF. Anadiendo a
esto el tiempo de convergencia es menor en el segundo
mencionado. Mientras que el CLF tarda menos de 4
segundos (en la simulacién) en converger, el controlador
No-lineal tarda 5 segundos en converger. Ambos controles
aseguran la aplicacién de un control suave. El control no
lineal tiene pardmetros fijos mientras que el CLF es un
control variante en tiempo (observar la Figura 2). Esta
ganancia cambia en cada muestra de tiempo debido a
la solucion del problema de optimizaciéon descrito en la
ecuacion (5) donde las A que definen la ganancia del control
se actualizan en cada instante de tiempo. La Figura 2
muestra la variacién de los pesos A en el tiempo.

La Figura 4 muestra el desempeno de cada control. Se
calcula la norma Euclidiana del error de seguimiento. Ob-
serve como el tiempo de convergencia mejora con el control
CLF. El control no-lineal ofrece una estabilidad practica
mientras que el CLF asegura una convergencia asintética
del error de seguimiento. Las oscilaciones causadas por las
perturbaciones d(t) provocan un mal desempenio cuando
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Fig. 1. Comparacién del control CLF y la estrategia no
lineal descrita en Maghenem et al. (2017).
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Fig. 2. Senales de control obtenidas de los controles uti-

lizados.
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Fig. 3. Optimizacion de los pesos (A’s) que genera el control
compuesto.

se implementa el control propuesto en Maghenem et al.
(2017).
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Fig. 4. Norma Euclidiana del error de seguimiento.

6. CONCLUSION

Este articulo describe la aplicaciéon de FCL para desarrol-
lar un control robusto para el seguimiento de trayectorias
de un RMU, considerando perturbaciones multiplicativas.
La construcciéon del control propuesto emplea el modelo
cineméatico del RMU vy la solucién de un conjunto de
LMIs que tienen que ser calculadas fuera de linea. La
ganancia compuesta para el control se calcula mediante
un problema de minimizacién en cada instante de tiempo.
Los resultados numéricos demuestran un mejor tiempo de
convergencia utilizando FCLs como estrategia de diseno
del controlador.
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