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Abstract: Sulfate reducing bacteria (SRB) are currently important for the design of alternative 
technologies for bioremediation. The design of observers and/or controllers are necessary to estimate 
and/or control the dynamics of SRB bioprocesses. In this work, two adaptive observers with numerical 
application to the phenomenological model of sulfate removal by Desulfovibrio alaskensis 6SR are 
proposed to observe the biomass concentration with hydrogen sulfide measurement. The proposed 
observers contain in their structure an adaptivity term designed by the absolute error weighted by a 
sigmoid function. The proposed observers are compared using the extended Luenberger observer. The 
numerical results indicate a better performance for the proposed estimators in contrast to the extended 
Luenberger observer. 
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1. INTRODUCCION 

Las bacterias sulfato reductoras (BSR) comprenden un 
amplio grupo de 220 especies englobadas en 60 géneros, las 
cuales son anaerobias estrictas que utilizan sulfato como 
aceptor de electrones, usan compuestos de bajo peso 
molecular (ácidos orgánicos, alcoholes y ácidos grasos) como 
fuente de carbono, así como sulfito y tiosulfato como fuente 
de azufre [1][2].  En general utilizan al sulfato como aceptor 
de electrones durante su crecimiento en medio Potsgate C. 
Estos microorganismos pueden localizarse en cuerpos 
acuíferos, suelos, sedimentos e inclusive en diversos 
animales [3]. Las BSR son estudiadas ya que más allá de su 
importante función ecológica presentan un gran potencial en 
la biorremediación, algunas de sus aplicaciones son la 
reducción de acidez del agua, la biorremediación de 
contaminantes del agua, la recuperación de metales de 
corrientes de deshecho y la remediación y precipitación de 
metales [4] [5] [1]. 

Para estudiar la dinámica de los bioprocesos con BSR se han 
desarrollado trabajos de modelado fenomenológico. En [6] se 
presenta un modelo matemático para un proceso de reducción 
de uranio hexavalente haciendo uso de una bacteria sulfato 
reductora para un tratamiento de biorremediación in situ. 
Aunque  ya existen trabajos de modelado de procesos con 
BSR, tal como el ejemplo mencionado anteriormente, en [7] 
se menciona que dichos modelos son altamente complejos o 
específicos, por lo que no pueden ser adaptados al estudio de 
los procesos de las BSR en diferentes ámbitos, por lo que un 
modelo simple basado en una cinética no estructurada en el 

que solamente se toman en cuenta los metabolitos iniciales y 
finales de la ruta metabólica de las BSR son una alternativa 
para analizar la respuesta dinámica, además, estos modelos 
son una alternativa para el desarrollo de observadores y 
controladores no lineales [8] y [9]. 

Respecto al desarrollo de estimadores de estado, ya se han 
desarrollado algunos trabajos para la BSR Desulfovibrio 

alaskensis 6SR [8] y [9], en la Tabal 1 se enlistan algunos 
estimadores propuestos en el grupo de trabajo de Aguilar-
López y colaboradores para biorreactores sulfato reductores 
de importancia académica e industrial. 

Tabla 1. Observadores desarrollados para el bioproceso con 
D. alaskensis 6SR. 

Ref. Reactor tipo/ 

observador 

Observador 

[8] Continuo y agitado 
observador 

exponencial. 

( ) ( )
( )

1

ˆ ˆ ˆ

ˆ

ˆ m

x f x g x

k y y

k y y

= + +

−

= − −

 

[9] Continuo y agitado. 

observador 
adaptativo para D. 

alaskensis 6SR 

( )

1

ˆ ˆ

ˆtanh( )

ˆ m

x f x

l y y

l y y
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−
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[10] Batch agitado. 
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igmoidal 

D. alaskensis 
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El desarrollo de observadores en la Tabla 1 se basa en el uso 
del modelo del bioproceso sulfato reductor considerando la 
reacción biológica en la ecuación (1) [1]: 

 
3 2

2

L S N X A DC

HS W

L S NH X A CO

SH H O

     

 

 +  +  →  +  + 

+  + 
    

(1) 

Donde αi = son los coeficientes estequiométricos para cada 
substrato y cada producto: L =  Lactato, S = Sulfato, X =  

Biomasa, A =  Acetato, SH = Sulfuro de hidrógeno, 

CD = =dióxido de carbono, W = =agua [1].  

Para modelar el bioproceso, un aspecto importante es la 
selección o el diseño de la cinética de crecimiento celular μ 

(∙) asociada al termino de reacción RM+N+1 (∙) que se puede 
ver en la ecuación (2), que para identificar el proceso sulfato 
reductor (ver ecuación 1) con M  substratos y N  productos. 
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+ +

 =  

 
=  

  
=

(2) 
 
Donde YSM = son los rendimientos de los M  substratos y 
YPN = son los rendimientos de los N  productos. 

En esta investigación se considera la dinámica de la bacteria 
D. alaskensis 6SR desde la identificación de un modelo 
mediante las observaciones experimentales de los estados 

(para este estudio las concentraciones) para biomasa  X , 

sulfato 2
4SO −    y sulfuro de hidrógeno  2H S   (ver 

ecuación (1)) con una representación de la dinámica mediante 
el modelo cinético no estructurado y no segregado dado en la 

ecuación (3)  ( )2H S [10]: 

                 ( )  
 2

4

2
2 max

2SO

H S
H S

K H S
 

−

=
+

               (3) 

Donde max  es la velocidad especifica de crecimiento 

celular máxima (1/h) y 2
4SO

K − es la constante de saturación 

del sulfato (mg/L). Los balances de materia para el 
bioproceso para D . alaskensis 6SR a régimen continuo se da 
en la ecuación (4): 
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
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
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= − +

 = − + − 

 

Donde dk  es constante de muerte celular (1/h), 2
4 f

SO −           

 es la concentración de sulfato en la corriente de alimentación 

(g/)L, 2
4 /SO X

Y −  es el rendimiento de sulfato a biomasa (g/g), 

2
4 /SO X

Y −  es el rendimiento de sulfuro a biomasa (g/g) y D       

  es la tasa de dilución (1/h). 

2. METODOLOGÍA 

2.1 Cultivos de Desulfovibrio alaskensis 6SR 

La bacteria D. alaskensis 6SR, se cultivó con 200 mL de 
volumen de operación a régimen lote y después a continuo 
con 0.0111/D h= . Se utilizó medio Postgate C 

modificado con 30 g/L de NaCl [9,10]. Los cultivos se 
desarrollaron utilizando un sistema SFR vario v2: Shake 
Flask Reader for pH, DO, OD, OUR and BM de PreSens-
GmbHMR (Germany) para medir en línea la concentración 
de biomasa previo desarrollo de una curva de calibración de 
concentración de biomasa. La medición en línea fue mediante 
el software de PreSens-GmbHMR vía el provocó de 
Bluetooth, el sulfuro se midió por el método Cord-Ruwisch, 
y el sulfato se medió por la técnica de cloruro de bario 
reportado en [9] y [11]. Los parámetros cinéticos del modelo 
en la ecuación (4) se identificaron mediante la función 
fminsearch de MatLab mediante una función objetivo por 
minimización de error entre las observaciones experimentales 
y el modelo (datos no mostrados aquí). 

2.1 Diseño del observador para substrato 
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La dinámica (4) a su forma de espacio estados en su versión 
lineal del proceso sulfato reductor constituido por el conjunto 
de ecuaciones diferenciales de primer orden organizadas de 
forma matricial, se utilizaron para estudiar las variaciones del 
bioproceso y la propiedad necesaria de observabilidad 
mediante una combinación lineal de sus estados o variables 
(en este trabajo concentraciones) y una ecuación de salida en 
la ecuación (5) 

 t t t

t

x Ax Bu

y Cx

•

= +

=
(5 

Donde A , B , C  son matrices numéricas de 

dimensión ( )3 3 , ( )3 1  y ( )1 3 , respectivamente. 

La matriz de observabilidad Ob  se determinó con la 
ecuación (6) [12]: 

1 T
nOb C CA CA − =   (6 

Teorema 1. (Sistema observable) Si la matriz Ob  es no 
singular, es decir, si su determinante es diferente de cero, el 
sistema es observable. Si el sistema (4) es observable se 
valida la observación de los estados mediante la medición 
uno de sus estados. 

2.2 Representación compacta del Proceso Sulfato Reductor 

El modelo en la ecuación (4) se presenta en forma compacta 
en la ecuación (7): 

( )   ( )   ( )

     
 ( )

2
24

2
4 2

2

( )

0 0 1

7

T

t t X H SSO

T

t t

x f x f f f

y Cx SO X H S

H S

−

•

 
 

−

 = =   

  = =   

=

 

Donde ( ) ( )3, ,t t t tx f x u x +  , son 

respectivamente, el vector de estados del bioproceso es el 
vector de funciones suaves para los balances de materia del 
biorreactor y la entrada a la planta, es decir, la tasa de 
dilución. 

2.3 Observadores adaptables propuestos 

En este trabajo se considera el diseño de dos observadores 
con funciones sigmoides en sus estructuras inspiradas en el 
trabajo [8]: 

Definición 1: considere que el sistema dinámico en la 
ecuación (8) es un observador genérico para el sistema en la 
ecuación (4) para su forma en la ecuación (7): 

                   
( ) ( ) ( )

( )
ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ 8

t t t t t t

t t

x f x y y y y

y Cx

 
•

= + −  −

=
 

Donde ˆ
tx

•

= son las derivadas de los estados estimados, 

( )ˆ
tf x son las funciones de reacción, ( )ˆ

t ty y − y 

( )ˆ
t ty y −  = son funciones de diseño para la estructura del 

término de ganancia del observador, ˆ
ty = son las salidas de 

los estado estimados, C =  es la matriz de salida y ˆ
t ty y− = 

es el error entre los estado reales y lo estimados.   

El sistema en la ecuación (8) fue propuesto por Aguilar-
López en [8] con un diseño en las funciones η (∙) y β (∙) como 
sigue: 

                  ( ) ( ) ( )
1

ˆ : m
t t t ty y e abs e  − = = −  (9) 

                  ( ) ( ) ( )ˆ : tanht t t ty y e e − = = (10) 

La característica principal del observador es su capacidad 
numérica de adaptabilidad y fue aplicado al modelo de 
producción de la bacteria sulfato reductora D. alaskensis 
6SR, por su potencial de esta bacteria para el diseño de 
bioprocesos alternativos en biorremediación en tratamiento 
de aguas residuales con presencia de metales pasados [11]. 
La estructura de diseño para los observadores para el sistema 
en (4) se muestra en la Figura 1. 

 

Fig. 1. Configuración del diseño de los observadores (bloques 
en color azul) para el sistema sulfato reductor (bloque en 
color naranja) para el bloque de ganancia del observador, es 

decir, ( ) , 1, 2, 3Ob p
F e p = , respectivamente, Luenberger, 
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observador 1 y observador 2 y observador. (Elaboración 

propia) 

2.4 Diseño de observadores tipo sigmoides 

Siguiendo la metodología propuesta en [8], en este trabajo se 
proponen dos sistemas como observadores para su 
implementación numérica al proceso sulfato reductor con tres 

variables de estado: 2
4SO −  , X y SH  (véase ecuación (1)). 

De la Definición 1 (ecuación (8)) se proponen los sistemas en 
las ecuaciones (11) y (12) (observador 1) y las ecuaciones 
(13) y (14) (observador 2) como los observadores para el 
bioproceso en la ecuación (4): 

Observadores propuestos: considere la dinámica en la 
ecuación (8) con los siguientes factores de diseño: 

Para observador 1, el término de ganancia está compuesto 
por: 

                  ( ) ( )
1

ˆ ˆ m
t t t ty y abs y y − = −  −                 

(11) 

                ( ) ( )( )2ˆ ˆ1
2t t t t

l
y y y y − = − −                   

(12) 

Para observador 2, el término de ganancia está compuesto 
por: 

                     ( ) ( )
1

ˆ ˆ m
t t t ty y abs y y − = −  −         (13)        

                   ( ) ( )
( )

( )
3

3

ˆ
ˆ 14

ˆ

t t

t t

t t

y y
y y

y y




−
− =

−
                            

Donde η (∙) = es la ganancia adaptable del observador y la 

solución de ( )ˆ
t ty y −  entrega una función sigmoide. 

Ahora considera la dinámica del error te en la ecuación (15): 

( ) ( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ

t t t t t t t t t

t t

e y y f x f x y y y y

y Cx

 = − = − − −  −

=
 

Si consideramos las siguientes suposiciones: 

A1. ( ) ( )ˆ
t t tf x f x L e−   

A2. ( ) ( ) ( )
ˆ tanh 1

2
t

t t t

l e
y y e 

 
− = =  

 
 

A3. ( ) ( )
( )2

ˆ 1
1

t
t t t

t

e
y y e

e
 − = = 

+
 

Y al tomar la norma en ambos lados de la igualdad en la 
ecuación (15) se obtiene la ecuación (16) 

      ( ) ( )t t t te L e e e  −     (16) 

Ahora de [9] se puede demostrar la convergencia del error a 

cero, es decir, 0;te t→ →  : 

Observación 1 [9]. La función ( )te  es una función 

continua y positiva en el intervalo de integración  a b , 

como consecuencia su máximo valor de la función estará en 

H  en el dominio    : 

( )   ( )

( ) ( )

11

11

ˆ ˆ ;

ˆ0

mm
t t t t

mm
t t

abs y y H t abs y y H

n abs y y H




 

 

−     − 

 −  − 
(1

7) 

Finalmente, si   2 1;n p p Z += +  se cumple la ecuación 

(18): 

( ) ( ) ( )
11

2 12 1ˆlimsup limsup p
p

t tabs y y H



   ++−  −  − (1

8) 

Al sustituir la suposición A1, A2 y el resultado de la ecuación 
(18) en la ecuación (16) se obtiene la siguiente desigualdad 

diferencial para ( ) 1te  : 

                       ( )t te L e    − −             (19) 

Siendo la solución de la ecuación 16 la ecuación 17: 

                                     
( ) ( )20te

L

  −
                             

El resultado en la ecuación (20), se puede demostrar que es el 
mismo para el segundo observador 2 con A1, A3 y la 
ecuación (18) al sustituirlos en la igualdad (16). 
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Entonces, del resultado en la ecuación (20), se concluye que 
el error se puede conseguir a cero, si para la constante α se le 

asignan valores adecuados. 

3. RESULTADOS Y DISCUSIÓN 

3.1 Proceso sulfato reductor 

Los parámetros estimados del modelo para el proceso sulfato 

reductor (ver ecuación (4)) son: 2
4 /

0.25
SO X

Y − = , 

2 / 2.25H S XY = , k 0.061/hd =  0, 2
4

0.9g / L
SO

K − = , 

0.035 1/ hmax = , para un valor de 2R 0.998= .  Para 

las condiciones iniciales de 2
4 0

 SO 6 g / L−  =  , 

 0
X 1 g / L=  y  2 0

H S 0.1 g / L=  

 2 0
 H S 0.1 g / L=   [9], [11].  

3.2 Identificación del proceso sulfato reductor (planta) 

Con las observaciones experimentales se determinó los 
parámetros del modelo en (4) y el diseño de los observadores.  

En relación con los parámetros de identificación del proceso 
sulfato reductor, se presentan las matrices A , B , y C , las 
cuales fueron obtenidas utilizando Matlab considerando los 
parámetros de operación de D  0.01 1/ h=   y 

2
4 5 /

f
SO g L−  =  . 

 

( )3 1

0.0533 -0.0373 0

-0.0158 -0.00070 0 , 0 0 1

-0.00070 0.0041 -0.0100

20

A C

B R 

 
 = = 
  



De la matriz A , los valores propios del sistema son 

; 1, 2 3i i y =  todos con signos negativos, es decir, el 

sistema es estable al rededor del punto de equilibrio del 

bioproceso 
   

 

2
4 2

0.3272 1.2439 0.5320

T

t

T

x SO H S X−  = =   en (g/L) 

[12]. 

3.3 Observabilidad puntual de la planta sulfato reductora 

Utilizando la ecuación (6) y el punto de equilibrio tx , se 
determinaron las matrices de observabilidad para los casos de la 

ecuación de salida:    2
4 2, ,t t ty SO y X y H S− = = =   

respectivamente, y determinantes son 0 y no 0, es decir, 

 no singulares, respectivamente, ecuaciones (21), (22) y (23): 

  ( )

  ( )

  ( )

0 1 0

-0.0158 -0.0007 0 det 0 22

-0.0008 0.0006 0

1 0 0

0.0533 -0.0373 0 det 0 22

0.0034 -0.0020 0

0 0 1

-0.0070 0.0041 -0.0100 det 0 23

-0.0004 0.0002 0.0001

Ob Ob

Ob Ob

Ob Ob

 
 = = 
  

 
 = = 
  

 
 =  
  

Dada la no singularidad de la planta para la ecuación de 

salida para el estado  2H S , es decir,  2ty H S= , la 

planta es observable para estimar los estados 2
4SO −   y 

 X . 

3.4 Ganancias para los observadores 

Tomando como referencia el valor nominal de los parámetros 
del modelo del bioproceso y  los valores para las variables de 
operación, las ganancias para los observadores se 
determinaron considerando que la condición inicial para la 
variable que se mide es nula en contraste con su valor 
nominal:  m 3= ; 1.5 /g Lh = ; 1l = . 

3.5 Respuesta de los observadores propuestos comparados 
con el observador Luenberger extendido 

En la Figura 2, se presenta la respuesta (desempeño) de los 
observadores 1 y 2 en contraste a la respuesta al observador 
de Lunberger extendido para la ecuación de salida 

 2ty H S= . 

 

Fig. 2. Desempeño de los observadores propuestos vs. al 
observador de Luenberger extendido para las mismas 
condiciones iniciales: A sulfato, B biomasa, C sulfuro y D 
diagrama de fase. 
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Por otra parte, al comparar la respuesta de los observadores 
para la condición inicial nula para la variable que se mide 
ésta se muestra en la Figura 3, se observa mejor desempeño 
para los observadores propuestos, ya que se observa que el 
observador Luenberger extendido falla en la observación de 
la concentración de biomasa (Figura 3B) para el índice ISE, 
respectivamente, 0.245, 0.308 y 0.78. 

 

Fig. 3. Desempeño de los observadores propuestos vs. al 
observador de Luenberger extendido para las mismas 
condiciones iniciales pero nula para la variable que se mide: 
A sulfato, B biomasa, C sulfuro y D diagrama de fase. 

4. CONCLUSIONES 

En este trabajo se proponen dos observadores tipo sigmoides 
adaptables para observar las concentraciones de biomasa y 
sulfato, asumiendo que se dispone en la línea la medición del 
sulfuro de hidrógeno del proceso, por su facilidad en su 
medida utilizando un sensor. Los estimadores propuestos 
presentaron una mejor aproximación a la variable estimada 
numéricamente al comparar con el observador clásico 
Luenberger extendido evaluado su desempeño con el índice 
ISE. Estos observadores se podrían implementar en una 
situación real para el cultivo de la bacteria considerando la 
medición del sulfuro como una posibilidad real.  
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