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Resumen

In this work, the principle of Immersion and Invariance (I&I) is used in the design of an
observer /estimator for a closed-loop magnetic levitation system in order to reconstruct the
magnetic levitator speed, the internal resistance of the coil and the mass of the levitating
ball. By relying on Lyapunov function theory and analysis around a neighborhood of the
operation point of the closed-loop dynamics, the stability and convergence of the observed
states and estimated parameters to actual ones are guaranteed. Experimental results are shown
to demonstrate the effectiveness of the proposed method.
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1. INTRODUCCION

El principio de Inmersién e Invariancia (I&I) surge co-
mo una técnica innovadora en la teoria de control para
sintetizar controladores adaptativos no lineales para sis-
temas inciertos Astolfi et al. (2008). Al aprovechar los
conceptos de inmersién del sistema e invariancia, este
enfoque alcanza los objetivos de control al sumergir a la
dindamica de la planta en un sistema objetivo que captura
el comportamiento deseado, y con la accién de control
volverla atractiva e invariante.

El principio I&I puede aplicarse no solamente en el
sentido convencional de disefiar una ley de control, sino en
obtener un algoritmos de identificacién o reconstruccién
paramétrica y de observacion de estados a partir del
conocimiento de la dindmica del sistema. A diferencia
de los esquemas clédsicos de estimacién/observacién, en la
técnica 1&I los pardmetros o estados reconstruidos quedan
especificados no solamente en términos de los estados
del estimador/observador sino también en términos de
funciones que dependen de las senales medibles, como se
ilustra en este trabajo, estas funciones juegan un papel
muy importante durante el proceso de diseno.

* Los autores desean agradecer a la UACM por su apoyo a este
trabajo dado mediante el proyecto UACM-CCYT-2023-IMP-05. H.
Rodriguez-Cortés en receso sabdtico de la Seccién de Mecatrénica,
Depto. de Ingenieria Eléctrica, Centro de Investigacién y de Estu-
dios Avanzados del Instituto Politécnico Nacional.

El levitador magnético es un sistema de referencia para
la evaluaciéon de algoritmos de control. En Rodriguez
et al. (2000) el problema de regulacién de la posicién
del levitador magnético se resuelve utilizando la técnica
de asignacién de la interconexion y el amortiguamiento,
se asume que todos los parametros fisicos son conocidos.
En Yang et al. (2020) se retoma el controlador propuesto
en Rodriguez et al. (2000) para realizar un andlisis de
sensitividad para analizar los efectos de las modificaciones
a las estructuras de interconexién y amortiguamiento. En
Bhaduri et al. (2012) y Aghazadeh et al. (2019) el proble-
ma del control de movimiento del levitador se resuelve
utilizando estrategias de control proporcional-integral-
derivativo (PID). En trabajos realizados por Kumar E
and Jerome (2016) y Guerrero Tejada et al. (2014) se
propone un controlador basado en la técnica LQR, y
particularmente con el empleo de un derivador robusto
propuesto en Levant (2003) para lograr la reconstruccién
en tiempo real de la velocidad. En la referencia Sathiya-
vathi et al. (2019) se propone un algoritmo de control por
regimenes deslizantes mientras que en Bojan-Dragos et al.
(2017) se presenta un algoritmo de control inteligente
para resolver el problema de control de movimiento del
levitador magnético. En Morales et al. (2010) se presenta
un algoritmo de control basado en la técnica conocida
como control proporcional-integral generalizado.

El empleo de la técnica I&I, como se mencioné ante-
riormente, se ha empleado para el diseno de estrategias
de control para este sistema, particularmente desde la
publicacién del trabajo de Astolfi and Ortega (2003),
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ahora considerando una de las principales referencias de
dicha técnica. Esta se ha segido empleando para diferen-
tes aproximaciones al problema de control del levitador
magnético, y en particular, en Liu et al. (2020) se emplea
la técnica de I&I para lograr el diseno de un controlador
adaptable para este sistema.

Sin embargo, en pocos trabajos se ha explorado el diseno
de una estrategia de reconstrucciéon paramétrica para el
levitador magnético que considere no solo uno, sino tres
pardmetros que se asumen desconocidos en tiempo real
y en lazo cerrado. Por ejemplo, en Mekky and Alberts
(2012) se discute el problema de identificacién de estados
para un levitador hibrido, pero con experimentos y analsis
realizados fuera de linea.

Por lo anterior, en este trabajo se presenta el diseno y
la implementacion experimental de algoritmos de esti-
macién de parametros y de observacién de estados para
un levitador magnético operando en lazo cerrado con un
control dindamico basado en la técnica de control LQR.
Utilizando argumentos de la teoria de Lyapunov y con-
ceptos de estabilidad local se demuestra que los errores de
estimacién/observacién convergen a cero. El observador
para la velocidad se compara con la velocidad estimada
utilizando un diferenciador robusto de orden arbitrario
Levant (2003). Especificamente, se verifica la efectividad
de los algoritmos de identificacién/observacién basados
en I&I en la reconstruccién de parametros fisicos del levi-
tador y de la observacién de la velocidad. Los resultados
destacan la aplicabilidad practica del principio 1&I en el
campo de la teoria de control y su potencial para mejorar
el rendimiento de sistemas complejos como el levitador
magnético.

El resto de este articulo se organiza en la forma siguiente.
La seccién 2 establece el modelo del levitador magnético
y el problema a resolver. La seccién 3 presenta los algorit-
mos de estimacion y observacion. La seccién 4 presenta el
algoritmo de control que se utiliza y la seccién 5 presenta
los resultados experimentales. Finalmente, la seccién 6
reporta algunas conclusiones sobre este trabajo.

2. DEFINICION DEL PROBLEMA

Considere un levitador magnético, mostrado en la figura
2 y descrito por el siguiente conjunto de ecuaciones
diferenciales (Guerrero Tejada et al., 2014)

L1 = —Rzx1+u
j?z = I3

()
mig=c| — | —mg
T2
donde L es el valor de la inductancia, Lz; € R es
el flujo magnético, x; la corriente que circula por el
embobinado del electroiméan, R es la resistencia eléctrica y
u el voltaje de entrada, la cual es la variable de control del

sistema. Ademds, xo € R.q es la posicién del levitador
con respecto al electroimén, z3 € R es la velocidad del

(1)
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€

GQuanser Consulting
Magnetic Levitation

Oitsat

Figura 1. Plataforma experimental del levitador magnéti-
co.

levitador, m es la masa del levitador, ¢ > 0 es la constante
de la fuerza electromagnética generada por el electroiman,
g es la constante de la aceleracion gravitacional.

Al definir n =

expresarse como

1/m, el modelo dindmico (1) puede

j}'l = _le =+ ZU

s =3 (2)

2

. T1

T3 = nc () —g
T2

El problema de estimacién/observacién que se aborda en
este trabajo puede enunciarse como sigue:

Objetivo de estimacién/observacién. Considere al
levitador magnético (2) funcionando en lazo cerrado con
un algoritmo de control que conduce a la posicién del
levitador a una referencia deseada. Asuma que los estados
1y z2 son medibles y que los valores de los parametros
fisicos L y ¢ son conocidos. Disenar un algoritmo de
estimacion/observacién para estimar a los pardmetros R
y n, y observar a la velocidad z3.

En este trabajo, el objetivo de estimacién/observacion se
alcanza siguiendo la técnica de Inmersiéon e Invariancia
(Astolfi et al., 2008). Como puede observarse en la ecua-
ci6n (2) la informacién necesaria para reconstruir a R se
encuentra directamente en la dindmica de la corriente x.
Sin embargo, la informacién necesaria para reconstruir a
n y a x3 debe extraerse de la dindamica de la posicién
del levitador o y de la propia dindmica de la velocidad
x3. Como consecuencia es posible disenar un estimador
para R de forma independiente al estimador para n y el
observador para zs.

Copyright® AMCA, ISSN: 2594-2492
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3. IDENTIFICACION Y OBSERVACION BASADOS
EN 1&I

Los valores a estimar R y n son positivos y un cambio
de signo durante el transitorio de su estimacion tiene una
influencia negativa en el desempeno de los algoritmos de
control. Una solucién es saturar el valor de la estimacién
por abajo de tal manera que si durante el transitorio el
valor estimado es negativo se asigné un valor positivo. En
este trabajo se explora una solucién alterna en la cual
se asegura que el valor estimado de estos parametros es
siempre positivo. Siguiendo la técnica 1&I, los errores de
estimacién y observacién, donde R es la estimacién de R,
n la del parametro n, y &3 aquella de la velocidad z3, se
definen mediante:

R—R(l+tanh (R+Bl(:f1))),
i = n —a (1 + tanh (A + Ba(m))), (3)
Ty = w3 — T3 + P3(x2),

con Ry n constantes positivas conocidas tales que

=
|

R<R, n<n. (4)
Adicionalmente, se han definido las senales medibles T; =
Lzy y m = %3 — P3(x2) = w3 — Z3. Las funciones

Bi(-) € R, i = 1,2,3 serdn definidas en los desarrollos
posteriores. Es importante observar que se desea lograr
que

lim R = 0,

t—o00
Al lograrlo, se implica que

ltm R (1 + tanh (R + 6 (xl)))

t—o00

tlg{)loﬁ(l +tanh (n + B2(m))) = n,

linélon =0, tliglo Z3=0. (5)

R,

tli)f{.lo (T3 — B3(x2)) = 3,

por lo que si la condicién expresada en (5) se satisface
el problema de estimaciéon y observacion queda resuelto
asintéticamente.

La dindmica de los errores de estimacién y observacion a
lo largo de las trayectorias de (2) es

R=-R [1 — tanh (fH— ﬁl(xl))z} x

(R dﬂi( Rx1+u))

i = —n |1 — tanh (fH—ﬂz(m))z} X
. dﬂz x% B
(n + dn, <ncx% g—3 ’

A partir de las definiciones de los errores de estimacién y
observacién en la ecuacién (3), se tiene

R = R+R<1+tanh (ﬁf-ﬁ-ﬂl(fl))) ,
n = fi+n(1+tanh (A + B2(m))) (7)

T3 = T3+ T3 — 53(.%‘2).

Sustituyendo a los parametros desconocidos y al estado
no medido definidos en (7) en la ecuacién (6) se obtiene

R=-R [1 — tanh (R+Bl(gi1))1 X
{f- (R & (14 o (R4 @) ) o

—ul}
f=—7 [1 — tanh (A + ,32(771))2} X

{ﬁ L 462 [(ﬁ + 7 (1 + tanh (7 + Ba(m)))) Ci;

d771
g~ 3} ,
Ey = (R +7 (1 + tanh (2 + Ba(m))) ey — g — &
2
+Z£ (wg + z3 — ﬁg(mg))

(8)

La dindmica de los estados del estimador R y @ y del
observador I3 se define a partir de senales conocidas en
la ecuacién (8) como

: dpy
R:_gd_h{ R[l+tanh<R+ﬁ1 Z1 )Jm—i—u}
h o= _dgf{ [1 4+ tanh (1 + Ba2(m1))] ¢ ié_g}

2

- 7 [1 + tanh (72 4+ B2(m))] C% -9

2
Zfs (23 — B3(x2))

(9)
De tal forma que al sustituir (9) en (8), la dindmica de
los errores de estimacién y observacién queda como

]L% = —R [1 — tanh (R—&-Bl(f )) ] ;Zfl
1
n=-n {1 — tanh (72 4+ B2(m)) } dﬁf (ﬁcx2 - 553)
By = e 4 Py 2
52 T dy

(10)
Al reemplazar las tangentes hiperbdlicas en (10) partir de
(3) se obtiene
B 1dBy /=~ _ ~\ =~
R Rdml(R+R R) (R-R)R

_ 1dBzdbs n+27—n)(n—n)Is

N
I

(11)

T3 = NC—5 + ——T3
Para probar la estabilidad de los estimadores considere el
siguiente Lema.
Lema 1. Considere el sistema dindamico
Z2=—(z+b)(a—2)z (12)
con z € R C R, a,b constantes positivas tales que b > a
y 7 una constante positiva. Si

2(0) e R = (-b, a)

Copyright® AMCA, ISSN: 2594-2492
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el punto de equilibrio z = 0 es asintéticamente estable en
R.

Prueba. Considere la siguiente funcién candidata de Lya-

punov
a®b?
= l _—_—nmm
V=i ()
Notar que
v (b+a)z d?V  (b+a)(z* + ba)

dz  (z4+b0)(a—2z)" d22  (2+0)2(a—2)?)
estan bien definidas en R, ademds puede observarse que
V tiene un minimo en z = 0. La derivada con respecto al
tiempo de V' a lo largo de las trayectorias de (2) es
V =—(b+a)y2?
con lo que se concluye la prueba. q

A partir del Lema 1 se construyen las funciones candida-
tas de Lyapunov

_— ( (2R — R)*"-FRE )
=

(R+2R - R)2R-R(R— R)R

(2n —n)?"nnn 1 4

Vo=1In{| — — — + —x3.
2 ((n+2n—n)2"—”(n—n)n 273

La condicién sobre R y 7 en (4) asegura que se satisfacen

las condiciones del Lema 1. La derivada con respecto al

tiempo de Vi a lo largo de las trayectorias de la dindmica

de R es

. 1dp1 ~
Vi=—=—7R
'" " Rdm
por lo tanto By debe seleccionarse de tal forma que
dp
— >0
dzy

Por otro lado, la derivada de V5 a lo largo de la dindmica
deny 23 es

Al asumir que existen constantes positivas kg y 1 tales
que
a?
Ko < —5 < K1
T3

(13)

se tiene que

Vo < kgn® + Kais (14)

con

dBs dfs
d’r]1 da?g

dBs dfs
dn dxs tcky )+

Al seleccionar By = I'gmy y B3 = I'sza. La cota superior
sobre la derivada de la funcién de Lyapunov V5 permite
concluir que las trayectorias de n y I3 no escapan en
tiempo finito. El resultado sobre los estimadores y el
observador puede enunciarse como sigue

K3y = + ckq
dBs

K/4 = dwg

Nl N
= 3=

Proposicion 1. Asuma que existen valores R y 7 que
satisfacen la desigualdad (4). Asume que la relacién en
(13) se satisface. Entonces existen funciones f;(-),i =

1,2,3 tales que la dindmica de los errores de estimacion
Ry ny del error de observacién Z3 satisfacen localmente
la condicién (5).

Prueba. Notar que la dindmica de R satisface las condi-
ciones del Lema 1 con

77 Rdn

R = (2R - R,R)
por lo tanto al seleccionar 81 = I'y1Z; con I'; una ganancia
positiva y seleccionando a tanh(R(0) + 5,(Z1(0)) = 0 se
demuestra que R satisface (4).

La estabilidad local de R puede determinarse, en primer
lugar, a partir de la primera ecuacién en (2), de donde se
obtiene

~ ~ t ’
R(t) = R(0)edo o™,

con 2 4

oh=—R [1 ~ tanh (R + By () } Ly

d.fL'l
Por diseno, este término es siempre positivo por lo que
que lim R =0.
t—o0

Respecto a la dindmica de n y T3 se ha verificado que
no escapan en tiempo finito. Por otro lado, considerando

una vecindad en torno al origen (7,Z3) = (0,0) y una

expansion en serie de Taylor de los términos (7, Z3), del
punto de operacién (Z1,,22,), entonces las dos ultimas
ecuaciones en (10) se pueden escribir como

D))

A

con
Pl =10 [1 = tanh (7 + Ba(m))’]
Dado que el polinomio caracteristico resulta en

*

2
Az(A\) =X T3\ —c (;“) 2 Y (16)
2

N 2
con c(%) o, > 0. Siseelige's >0y T3 <0,
2

entonces lim; ,o.(7,%3) = (0,0). Con esto la prueba
queda completa.

4. ALGORITMO DE CONTROL

Dado un valor deseado para la posicién del levitador xg,
el punto de equilibrio queda definido como

g2,
1, = —
nc
ug = Rxq
xr3, = 0

El modelo linealizado del levitador magnético alrededor
del punto de equilibrio es

Copyright® AMCA, ISSN: 2594-2492
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R
i, - 0 0 T, %
N I 0 1
?25 2,/gnc  2g T2, | 0 us
L35 3/2 7xTO T34 0
:U2d 24

con riy; = 1 — T1,, T2y = T2 — T2,, T35 = T3 — T35 Y
Us = U — Ug.

Para la implantacién experimental del controlador se
empled el resultado reportado en Guerrero Tejada et al.
(2014), considerando las mismas ganancias y punto de
operacion reportado. En este caso, se busca minimizar la
funcién de costo

= OO:ETT 12(T u(T)dr
J‘A (NQuE(T) + Quu(r)dr,

donde T = (1 — x1,, x2 — T2, T3), con base en el control
u(t) = —kT + ug + u;(t),

(17)

con

mw=mﬁﬂmwww (18)

una accion integral de compensacion de la dindmica no
modelada y las incertidumbres existentes, al asumir como
no conocidos con exactitud los parametros del sistema o
la medicién de la velocidad.

Por su parte, la velocidad para fines del controlador es
la obtenida a partir de un derivador robusto de orden
arbitrario descrito por Levant (1998) de orden n, el cual
consiste en la forma:

20 = vo = 21 — Fnl20 — fo #iign(zo = fo),
21 =vV1 = 29 — Rn_1|2’1 — 110|T SigH(Zl — ’Uo),

4 = 0 = 2 — Fneilzi — vio1 | 70T sign(z; — vim1),

Zn = —FRq sign(z, — vp—1),

(19)
donde M es tal que \fé")| < M, y sugiere una posible
eleccion del resto de las constantes como k1 = 1,1 M, ko =
1,5MY2 fg = 2MY3, Ry = 3MY*, Ry = 5MY5, kg =
8M1/6.

5. RESULTADOS EXPERIMENTALES

Para realizar la validacién experimental se empleé el siste-
ma Quanser® MagLev mostrado en la Fig. 2, utilizando
la versiéon 2015a de Matlab, una tarjeta de adquisicién
de datos Quanser © Q8 con tiempo de muestreo de 1
ms. Los datos que provee el fabricante para el sistema
son R =10 Q, L = 0,415 H,ec = 36,5 x 107° Nm?/A2,
m = 0,066 kg, g = 9,81 kgm/s2. Con ello, las funciones
B; fueron elegidas como

Bi(z1) =T1Lxy (20)
B(m) = T2(25 — B3(2)) (21)
B3(z2) = T3wa; (22)

Con base en los resultados de Guerrero Tejada et al.
(2014), se obtiene el control en lazo cerrado empleando
las matrices de peso

10 0 0
@Qi=1]0 10|, Q=1. (23)
0 01
que resulta en las ganancias del controlador
k= (147, —34733, —608,3 ). (24)

con las ganancias para el diferenciador de segundo orden
K1 =5, Re = 10, M = 1, k;, = 0,01 y un punto de
operacién dado por zz, = 1072 m.

Una vez estabilizado, en el algoritmo de identificacién
fueron elegidas Iy = —10, I'y = 100, I's = —40, con
n =15y R =20. En la Fig. 5 se muestran los resultados
experimentales obtenidos. Se puede apreciar que se logra
el resultado de convergencia de los parametros y de la
velocidad de la masa, atin bajo el ruido y las perturbacio-
nes inherentes a la plataforma, en aproximadamente un
segundo.

6. CONCLUSIONES

En este trabajo se mostré el empleo de la técnica de
Inmersién e Invariancia en el disefio de un esquema de es-
timacién/observacién para la reconstruccién de pardme-
tros fisicos y de la velocidad en un levitador magnético.
Experimentalmente se comprobé la estabilidad y conver-
gencia en la reconstruccién paramétrica y de la velocidad
con base en el andlisis de Lyapunov y el estudio de la
dindmica en una vecindad del punto de operacién. El
algoritmo resultante logra una convergencia relativamente
rapida aun bajo la presencia de ruido de medicién y
perturbaciones en el sistema. El trabajo futuro conside-
ra redisenar el algoritmo de control para utilizar a los
parametros estimados y la velocidad observada y analizar
la estabilidad de la dindmica de lazo cerrado compuesta
por la planta, el control, el estimador y el observador.
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