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Abstract: This article presents the prediction problem for uniformly observable nonlinear
systems with input delay. The prediction problem is addressed using high-gain observer-based
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1. INTRODUCCION

La teoria de sistemas con retardos permite representar,
analizar y controlar sistemas que involucran fenémenos
de transporte y propagacién mediante ecuaciones fun-
cionales diferenciales. Esta clase de sistemas aparecen
con frecuencia en diversas dreas de la ingenierfa, como
por ejemplo, en teleoperacién (Nuno et al., 2009); en
biologia (Borri et al., 2017) o epidemiologia (Castanos and
Mondié, 2021), por mencionar algunos. Uno de los princi-
pales desafios en el andlisis de sistemas con retardos es que
son infinito-dimensionales, por lo que es natural plantear
la siguiente pregunta: jes posible aplicar las herramientas
tradicionales para sistemas sin retardos, que son finito
dimensionales, a los sistemas con retardos?. Por ejemplo,
el andlisis de estabilidad de Lyapunov-Krasovskii y el de
Lyapunov-Razumikhin son una extensién a sistemas con
retardos de la teoria de Lyapunov del caso sin retardos, sin
embargo, una limitante de estas extensiones de la teoria
de Lyapunov es que se obtienen criterios de estabilidad
muy conservativos (Fridman, 2014; Kharitonov, 2013).

En teoria de control es comtun encontrar leyes de control
que requieran la retroalimentacién del estado completo,
sin embargo, disponer de este no siempre es posible en
la practica. Para remediar este problema se emplean
observadores, que reconstruyen el estado a partir de la
entrada y la salida. En este contexto se supone que
la entrada y la salida estan disponibles en el instante
de tiempo que se requieren pero, ;qué pasa cuando no
es el caso y la entrada o la salida tienen retardos?. A
este planteamiento se le conoce como el problema de
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prediccién del estado, que consiste en emplear predic-
tores para reconstruir el estado en un instante de tiempo
diferente al de las senales disponibles. Una forma de
abordar este problema es considerar el retardo como una
perturbaciéon y emplear observadores de alta ganancia
para reconstruir el estado(Ahmed-Ali et al., 2012; Lei and
Khalil, 2016), sin embargo, este estrategia limita el re-
tardo a valores muy pequenos. Otro enfoque Rojas-Ricca
et al. (2023), también considera un modelo de predictor
basado en observadores de alta ganancia pero emplea
el concepto de dominancia inducida por multiplicidad
(Multiplicity-induced-dominace, MID) (Boussaada et al.,
2020; Rojas-Ricca et al., September 27-30, 2022) para
la sintonizacién. En este caso se disena la ganancia del
predictor considerando el retardo en el sistema, lo que
resulta en condiciones menos conservativas en cuanto al
retardo.

En este articulo se reexamina el problema de prediccién
del estado para sistemas no lineales uniformemente ob-
servables con retardo a la entrada basado en observadores
de alta ganancia. Se introduce un anélisis de estabilidad
empleando una funcional de Lyapunov-Krasovskii mod-
ificada para determinar la convergencia exponencial del
error de prediccién. Se presenta el diseno del predictor
para un robot de un grado de libertad con junta flexible
y con retardo en la entrada para ilustrar el desempeno del
predictor propuesto.

En la Seccién 2, se presenta el observador de alta ganancia
desde el punto de vista de homogeneidad ponderada.
En la Seccién 3, se emplea el enfoque de Lyapunov-
Krasovskii con una funcional modificada para establecer
condiciones suficientes para la convergencia exponencial
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del error de predicciéon. En la Seccién 4, se presenta el
diseno y sintonizaciéon del predictor propuesto para el
eslabdén con junta flexible. En la Seccién 5 se encuentran
los comentarios finales de este trabajo.

2. PRELIMINARES Y PLANTEAMIENTO DEL
PROBLEMA

El problema de prediccién del estado puede enunciarse
como:

Problema 2.1. Encontrar un estado estimado Z(t) de
x(t + 7) tal que

Jim (i(t) — a(t + 7)) =0,

empleando sélo la entrada u € R™ y la salida y € R del

sistema:
@(t) = f(z(t)) + g(z(t))u(t — 1) (1)
y(t) = h(z(?)) ’
donde z € R" eselestado,y f,g : R" — R*"yh:R" — R
son funciones no lineales.

Note que el problema de prediccion con 7 = 0 se reduce
al problema de observacion, el cual puede ser resuelto
eficazmente mediante observadores de alta ganancia. A
continuacion se presenta un breve repaso del observador
de alta ganancia desde el punto de vista de homogeneidad
ponderada (Bacciotti and Rosier, 2005).

Dados un vector x € R", un vector de pesos r =
[r1,...,mx] con 7, € Ry, 4 = 1,..., n y una ganancia
escalar A > 0 se tiene que

o La familia de dilataciones A} : R® — R" se define

como .
AL () =[Ny -0 Ahay]

e Una funcién V : R™ — R se dice que es r-homogénea

de grado d € R si
V(A5 (x) =XV (z) .

e Un campo vectorial f : R® — R™ se dice que es

r-homogéneo de grado d € R si

F(AN(2) = AT~ AX (f(2)) - (2)

Sea el sistema (1) con 7 = 0 uniformemente observable
(Gauthier and Bornard, 1981), entonces, existe un difeo-
morfismo I' : R™ — R™ que permite expresar el sistema
(1) en la siguiente forma candnica (Gauthier et al., 1992):

z2=Az+ p(z,u) 7 3)

Yz = Cz
donde z € R™, y, € R son el estado y la salida en las
nuevas coordenadas, con A € R™*™ un bloque de Jordan

de valor propio cero, C =1[1 0 --- 0], y ¢ una funcién no
lineal triangular en z y afin en u, es decir:
i
z,u) =0,
5, (#)

para cualquier j > i+ 1,1 <4, j <n. Sila funcién ¢ es
Lipschitz con respecto a z, uniformemente con respecto a
u, es decir:

lp(2,u) =z u)| <y l2 =zl (4)

entonces, el sistema (3) admite un observador de la forma
(Besangon, 2007):

E=Az+p(zu) + A5 (L (y- = C2),  (5)

con 7 = [1,...,n]. Note que el estado estimado en las
coordenadas originales es 2 = I'"!(2), de modo que si
lim; o (2 — z) = 0 entonces también lim; o, (& — ) =
0. Aplicando el siguiente cambio de coordenadas (Coro-
lario 1 (Rojas-Ricca et al., 2023)):

e(t) = ALy (e(A71D))

donde e = Z — 2z y t = M, se tiene que la dindmica del
error de observacion es

é(t) =(A — LC)e(t)
+ A7 AR (D), 2 (AT M), u(N T —T))
Ay (e, z,u) = A (p(z + A(e),u) — @(z,u)) -

Debido a (4), se tiene que ||A®y (e, z,u)|| < v, |le]|. Sise
disena la ganancia de observacién L tal que A — LC sea
Hurwitz y A suficientemente grande para que el término
AL A®, (e, z,u) sea dominado por (A— LC)e, entonces,
se garantiza que lim;_, ., e = 0. El sistema (5) se conoce
como observador de alta ganancia (Hammouri, 2007) ya
que su sintonizacién requiere alguna A suficientemente
grande.

Considere ahora el sistema (1) con 7 > 0. Debido
a la propiedad de observabilidad uniforme, es posible
expresarlo en la forma candnica (3). Mds atn, el sistema
(3) admite un predictor de la forma (Ahmed-Ali et al.,
2012):

2(t) =A2(t) + @(2(D), ult — 7))
+ AN (L (y.(t) —C2(t—1))) .
De la misma manera que para el caso sin retardos, tras el
cambio de coordenadas (Proposicién 3 (Rojas-Ricca et al.,
2023)), se tiene que el error de prediccién e(t) = 2(t—h)—
z(t) evoluciona de acuerdo a la siguiente ecuacién:

g(t) =Ae(t) + LCe(t — A1)

+ AL AR (e(D), 2 (AT, u(ATH = 1)),

(6)

(7)

AT ADy (g, 2,u)|| S AT flell, YA=1. (8)

Note que L € R™ y A > 0 siguen siendo los parametros
de diseno, ademds la no linealidad A®) (g, z,u) sigue
estando acotada por el estado (Lema 2, (Rojas-Ricca
et al., 2023)) y atenuada por \. Sin embargo, ahora la
parte lineal es un sistema con retardos, por lo que disenar
A — LC Hurwitz no garantiza su estabilidad. Ademas, el
retardo correspondiente en la nueva escala de tiempo es el
producto A7, por lo que escoger \ suficientemente grande
ya no es factible.

Escogiendo L = L* := [I},...,1%]" con
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donde o, es la raiz mas a la derecha de

q(o) == i (”) )

|
j=0 177

y A = 1/7, se garantiza que la parte lineal Ae(f)+ LCe(f—
A7)) de (7) sea exponencialmente estable (Teorema 2,
(Rojas-Ricca et al., 2023)) y ademds A = 1/7 es suficien-
temente grande para garantizar la estabilidad asintética
de (7). En la siguiente seccién presentamos un analisis
de estabilidad que introduce condiciones suficientes para
garantizar la estabilidad exponencial de (7).

3. ANALISIS DE ESTABILIDAD

Con el fin de simplificar el andlisis de estabilidad note que
el sistema no lineal con retardos (7) tiene la forma:

(t) = Az(t) + Arx(t — 1) + w(z(t)), (11)
donde A4; = L*C, A\r = 1 y por (8) se puede consid-
erar que una funcién w(z(t)) que satisface ||w(xz(t))

cw ||z(t)|| puede representar a la no linealidad A~14(5:24)
cuando ¢, = A7 Y.

A continuacién se emplea un analisis de estabilidad para

establecer condiciones suficientes y determinar que el sis-

tema (7) es exponencialmente estable. Se define D[—1,0]

como el espacio de Banach de funciones absolutamente

continuas xy, : [—1,0] — R™ con &, € La(—1,0) (el

espacio de funciones cuadradas integrables) con la norma:
1/2

to
. 2
mmm::xmn+{/ nﬂ@|®} ,
to—1

donde ||z4,]|, = maxgei_1,q] ||74,(0)]| es la norma uni-
forme estandar.

Definicion 3.1. (Definicién 4.1 (Fridman, 2014)). Se dice
que las trayectorias del sistema (11) son exponencial-
mente estables, si existen constantes positivas § y 5 tales
que

lz (@)l < Be™ =" |24 |l 5
para todo t > tg.

Considere la siguiente funcional de Lyapunov-Krasovskii
modificada:

V(t, ) =2 (t)Px(t) + / 2607 (5)Sx(s)ds

/ / 25(5 t
t+6

Derivando (12) con respecto al tiempo y a la derivada
suméndole 26z " () Px(t) a ambos lados, ademds sumando

(12)
(s)Ri(s)dsd6.

y restando |lw(xz(t))|?
siguiente expresién:

del lado derecho, se obtiene la

V(t,2) + 20V (t,20) < &' (¢)Pa(t) + 2" (t)Pi(t)
+262 " (t)Pa(t) + 2 (8)Sx(t) + i () Ri(t)
— X (t - )Sw(t— 1) —w ' (z(t)w(z(t))
+c?va:T(t)a:(t)—/01 e®03 T (t + 0)Ri(t + 0)dd .
(13)

Para acotar el dltimo término de (13), se considera un
cambio de variable en los limites de la integral s =t + 6
y por la desigualdad de Jensen, se obtiene

t
— / P05 (5)Ri(s)ds <
t—1

—e 2 [oT (1)~ 2" (¢t = 1)] R[e(t) — a(t - 1)].

Por lo tanto, al reemplazar (14) en (13) se tiene

(14)

V(t, ) + 20V (t,2) < 22" (t)Pi(t) 4 202" (t)Px(t)
+epa’ (z(t) —w' (@()w(a(t) + = (8)Sx(t)
— ¥ (t - )Sm(t -1+ T(t)Rx( t)
—e P [zT(t)—2T(t - 1| R[2(t) —2(t —1)] .
(15)

Ahora, considerando el siguiente término nulo basado en
el método descriptor (Fridman, 2014):

0=2[z" ()P +3 ()P +w' (z(t))P/]
C[=2(t) + Ax(t) + Arx(t — 1) + w(z(t))],
sumando (16) a (15) y definiendo
() =[z"@), " @), 2" (t-1),w"
se obtiene que
V(t,xy) + 20V (t,2,) < £ (H)WE(L) (17)

para todo £(t) # 0 y todo t > ty, donde W es una matriz
simétrica, definida como sigue:

W171 WLQ 26_26R+P2TA1 PQT +ATP4

(16)

T

(@(@®)] .

W | ¥ W Pl A P — P
- _A—20 T )
ok e “°(S+R) A Py
* * * PI +Py—1,
con

Wii=P) A+ AP+ S~

Win=P—-P +A™P;

Wao=—-P —P3+R.
Esto permite plantear condiciones suficientes para de-

terminar si las soluciones de (11) son exponencialmente
estables.

e ®R+20P + 21,

Considere el siguiente resultado:
Teorema 3.1. Sea § > 0 una cosntante positiva dada, si
existen matrices P > 0, S >0, R > 0, P, P3, P, € R™*"
con P, P3, P, libres, tales que la desigualdad lineal
matricial

W <0 (18)
es factible, entonces la solucién del sistema (11) es expo-
nencialmente estable.
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Demostracién. Note que si la desigualdad lineal matri-
cial (18) es factible para alguna § > 0 dada, de (17) se
sigue que

V(t, @)+ 20V (t,2,) < ET(H)WE(t) <0,
lo que nos permite expresar la siguiente desigualdad:
V(t,zy) < e P00V (kg ay,) .
Note que V (¢, ) satisface la siguiente cota inferior:
Aunin (P) ()1 < V(t, 21), (19)

Ademds, se puede encontrar una cota superior para
V (o, x+,) al analizar cada término de V (¢, z;); el primero
satisface

2" ()Pz(t) < Mnax(P) 2] ;

Del segundo término se tiene que

t
/ 26T (5)Sx(s)ds <
t—1

t
A (5) || 2 / s,
t—

Desarrollando la integral y considerando que 1—e~2% < 1,
se tiene

¢
/ X6 (5)Sz(s)ds < Amax(5)
t—1

26

De manera similar, el tercer término satisface la desigual-
dad

2
[l -

0 gt
/ / X657 (s)Rix(s)dsdf <
—1Jt+0

0 t
s (R) / / 251 [13(s)||? dsdf,
—1Jt+0

considerando que e2*(*~*) < 1 para todo s € [t — 1, t], se
tiene que

0yt
/ / 65T (s)Ri(s)dsdf <
—1Jt40

t
A (B) [ ()] ds.
t—1
Por lo tanto, V(tg, z+,) puede acotarse como sigue:

1
%)‘maX(s) |+, ||i
to (20)

()] ds

V(to, @t,) <Amax(P) [lz(to)|* +

+ Amax(R) /

to—1
De (19) y (20) se tiene que

=01 < (525 It + el

Amax (1) /to 2 > —25(t—
+——= #(s)]|? ds | e=20(t—t0)
Ao (P) o [2(s)l

Aplicando la raiz cuadrada a ambos lados de la desigual-

dad anterior (y dado que va + b+ ¢ < /a++vb++/c con

a,b,c € Ry a,b,c > 0), se obtiene

2
4 17

Fig. 1. Modelo de un robot de un grado de libertad con
junta flexible.

[z(@)] < <
to 1/2
+ m uo_l ||¢(s)||2ds} ) o 0(t—to)
Definiendo
o )\max(P) )\max(s) )\max(R)
[ := max {\/)\min(P) + \/26)\min<P>7 \/)‘min(P) } )

puede concluirse que las trayectorias de (11) estan aco-
tadas por

Amax (P)
)\min(P)

Amax (5)

t - 7
(el + 1/ g5 55 ol

lz()]] < B0 ||y ||, -
4. ESLABON CON JUNTA FLEXIBLE

Para ilustrar la metodologia propuesta y su utilidad
para compensar el retardo en la entrada, se presenta
el siguiente ejemplo ilustrativo. Se considera el modelo
un robot con un eslabén y una junta flexible, ademas
para el caso sin retardos se considera que existe una
ley de control que estabiliza al lazo cerrado. Se muestra
el deterioro de la estabilidad debido al retardo en la
entrada y como se recupera dicha estabilidad al incluir
un predictor sintonizado con la metodologia propuesta.

Al aplicar el formalismo de Euler-Lagrange al modelo de
la Figura 1 se obtiene las ecuaciones del movimiento:
IG(t) + Mglsin(q1(t)) + k(g1 (t) — g2(t)) =0
JGa(t) + k(g2(t) — qu(t)) = u(t — h)’
(21)
donde ¢;(t) es la posicién angular del eslabdn, ¢a(t) es la
rotacién del motor; el eje del eslabén y el del motor estan
conectados mediante un resorte con coeficiente elastico k.
La entrada de control es el par u(t) y los pardmetros del
modelo son: la masa M, la longitud [ y la inercia I del
eslabén y por ultimo la inercia rotacional J del motor.

Considerando z1(t) = q1(t), x2(t) = ¢1(¢), x3(t) = ¢2(¢)
y 24(t) = ¢a(t), se puede escribir el sistema (21) en la
forma (1) (Spong, 1990). Ademds, como (21) es uniforme-
mente observable, existe un difeomorfismo I' : R™ — R"
que permite transformar al sistema (21) en la forma (3)

donde @(2(t),u(t—7)) :==[0 0 0 pa(2(t), u(t — 7'))]T7 con
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Fig. 2. Curvas de nivel para el calculo de 7, en funcién
de |ea| v [es]-

“sintar (1) (0 - %)

- (]\/[Igl cos(z1(t)) + % —+ k) z3(t) + i“(t —7).

paa(t),u(t — 7)) = 2

J JI

Esto se logra definiendo I' como sigue (Marino and Spong,
1986):

€1
T2
Mgl k
D(z):= | — Ig sin(a1) - 7 (21— a3)
Mgl
—Tg COS(T,l).TQ — T (132 — 134)

4.1 Constante de Lipschitz de p(z,u)

Es importante notar que ¢(z,u) es Lipschitz sélo local-
mente, por lo que el valor de la constante depende de como
se acote el estado z. Considerando que existen constantes
positivas ca v c3 tales que |z2| < ¢a, 23| < ¢3 y recordando
que cos(z1) < 1y sin(z1) < 1, para todo z; € R, una

constante de Lipschitz: Hg—fH < 7, puede calcularse
como 2

Mgl\? k2 Mgl \?

L (Mgl Kk 2

( T 17 J) '

De la expresién anterior se observa que el valor de v,
depende directamente de cs y c3, que corresponden a cotas
sobre la velocidad y la aceleracién del eslabén (Spong,
1990). Con fines ilustrativos se consideran los pardmetros
M=059g=98;1=051=1k=1;J=1ylas
constantes co = m/8, ¢35 = 7/8, entonces se puede obtener
una constante de Lipschitz con el valor de 7, méas grande
dentro de la regién acotada por |ca| v |c3| como se muestra
en la figura 2.

0.2r

h=0

01k o= 0.03, sin predictor
h o= 0.03, con predictor

WA
z1(t)

-0.1

-0.3

1

Fig. 3. Comparacién de la respuesta del sistema en lazo
cerrado.

4.2 Control por retroalimentacion de estados

Considerando que este sistema se encuentra en la forma
candénica (3) (7 = 0), se puede plantear un controlador no
lineal por retroalimentacién de estado u(t) = k(z(t)), con

R(2(1)) = — % (Mfgl sin(z1(1)) (zg(t) - "”;)

Mgl ko k
_ ( Ig cos(z1(t)) + 7T J) z3(t) + Kz(t)) ,
(22)
donde K = [kq, ko, k3, k4] es la ganancia del controlador
y si se escoge K de tal manera que A — BK sea Hurwitz,
donde B = [0, ..., 0, 1]T, entonces el sistema en lazo
cerrado (3, 22) es exponencialmente estable. Para las

simulaciones se escoge K = [10000, 4000, 600, 40]T vy
como se observa en la figura 3, cuando 7 = 0 el sistema en
lazo cerrado (3 22) es en efecto exponencialmente estable.
Sin embargo, al considerar 7 > 0 el comportamiento se
deteriora y en particular, para 7 = 0.03 las trayectorias en
lazo cerrado se vuelven inestables a pesar del controlador.

4.8 Sintonizacion del predictor

Para recuperar el comportamiento deseado del sistema
(3,22), se propone agregar el predictor (6) sintonizado de
la siguiente forma: De la ecuacién (10) se tiene que

q(0) = o* + 160° + 7202 + 960 + 24,

cuya raiz mas a la derecha es o, = —0.322548. Por lo
tanto, la ganancia L se escoge como

L =L* =10.5296, 0.1537, 0.0232, 0.0014}T .

Ahora, la ley de control se escoge como u(t) = k(2(t)),
donde £(t) es el estado estimado por el predictor (6). En-
tonces el controlador k(2(t)) se comportard como (z(t))
con 7 = 0 a medida que e(t) — 0. Como se observa en
la figura 3 la estabilidad del lazo cerrado se recupera a
pesar del retardo y en la figura 4 se observa que el error
de prediccion converge a cero después de una respuesta os-
cilatoria transitoria. En la literatura se sugiere considerar
un arreglo de N subpredictores (6) en cascada (Teorema
3 (Rojas-Ricca et al., 2023)) con la ventaja de compen-
sar retardos de mayor valor, sin embargo, la respuesta
presenta mas oscilaciones a medida que se agregan mas
subpredictores (figura 5).
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Fig. 4. Norma del error de prediccién e(t) = 2(t—h)—z(t).
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Fig. 5. Norma del error de prediccién considerando la

cadena de N sub-predictores en cascada.

5. CONCLUSIONES

En este articulo se aborda el problema de prediccion del
estado para sistemas no lineales uniformemente observ-
ables con retardo a la entrada. Se presenta el andlisis
de estabilidad en el marco del enfoque de Lyapunov-
Krasovskii para el error de prediccién. Se enunciaron
condiciones suficientes para garantizar la convergencia
exponencial de dicho error. Se disena y sintoniza el pre-
dictor mediante la metodologia propuesta, para estimar
el estado completo. Emplear dicho estimado en la ley de
control permite recuperar la estabilidad del lazo cerrado.
Se ilustra la propuesta con un robot de un grado de
libertad con junta flexible, y se evalia el uso de sub-
predictores en el esquema de predictor observador.
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