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Abstract: In this paper a solution for the stabilization problem is proposed for continuous–
time nonlinear systems, taking into account state and input constraints. The proposed
sampled–time controller includes the design of a control law based on an interval predictor–
based state–feedback controller and a model predictive control (MPC) approach that deals
with the system constraints. The interval predictor–based state–feedback controller is designed
based on Lyapunov function approach, which provides a safe set where the state constraints
are not violated, out of this set the MPC is activated. The practical, uniform, and asymptotic
stability of the considered nonlinear systems is guaranteed. A constructive method based on
linear matrix inequalities (LMIs) is proposed to compute the controller gains.
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1. INTRODUCCIÓN

Los sistemas dinámicos, que por lo general pueden ser
representados por modelos no lineales, tiene limitaciones
estructurales, i.e., tienen restricciones en la entrada de
control y en los estados, (ver e.g. Allenspach and Ducard
(2021), Li and Shi (2013) y Weiss et al. (2015)). También,
los sistemas pueden verse afectados por incertidumbres
paramétricas que pueden afectar su comportamiento. En
este sentido, el MPC es una estrategia de control que toma
en cuenta las restricciones del sistema, en esta técnica la
señal de control actual se obtiene resolviendo en linea un
problema de control óptimo, utilizando el estado actual
de la planta como estado inicial Mayne et al. (2000).

Con respecto al uso de MPC para sistemas restringidos,
en Bujarbaruah et al. (2022) se propone un MPC para
sistemas lineales inciertos. En este trabajo, se garantiza
estabilidad Entrada–Estado (ISS) del sistema en lazo
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cerrado, así como el cumplimiento de las restricciones del
sistema. De igual manera, el MPC ha sido aplicado en
sistemas lineales con parámetros variantes en el tiempo
(LPV), e.g., en Ding and Pan (2016) se propone un MPC
por realimentación de salida para sistemas LPV per-
turbados. En este algoritmo los movimientos de control
de horizonte infinito, se parametrizan con una ley de
realimentación de salida. Sin embargo, se exige una gran
carga computacional para lograr la tarea de control.
En Mayne et al. (2009) se considera un MPC por
realimentación de salida para sistemas lineales en tiempo
discreto con perturbaciones. El controlador se basa en un
estimado del estado y un MPC, sin embargo, se requiere la
solución en línea de un programa cuadrático estándar. El
sistema en lazo cerrado es exponencialmente estable. Es
importante mencionar que en la mayoría de los trabajos
mencionados anteriormente los algoritmos desarrollados
son para sistemas lineales, por lo que el tipo de sistemas
a los cuales se pueden aplicar es restringido.

La técnica de MPC puede ser aplicada a sistemas no
lineales, en Manzano et al. (2020) se propone un MPC
robusto para sistemas no lineales restringidos. Se utiliza
una técnica de aprendizaje automático para estimar el
modelo de predicción y así garantizar que el sistema
en lazo cerrado sea asintóticamente estable. En Sun
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et al. (2018) se propone un MPC robusto para robots
diferenciales con restricciones en la entrada y pertur-
baciones. En este trabajo, se garantiza ISS del sistema
en lazo cerrado. El MPC también se puede aplicar a
sistemas no lineales en tiempo discreto. Para este tipo de
sistemas en Xie et al. (2021) se propone un MPC con un
mecanismo self–triggered para reducir la carga computa-
cional mientras se cumple la tarea de control deseada. Sin
embargo, el algoritmo tiene una tolerancia relativamente
baja a las perturbaciones. Cabe resaltar que, en los
trabajos mencionados anteriormente se necesita una gran
carga computacional, debido a que el MPC está activo
durante la tarea de control.

El MPC puede ser combinado con otras técnicas, e.g.,
en Rubagotti et al. (2010) se propone una combinación
de un MPC con un control por modos deslizantes (SMC)
para sistemas no lineales inciertos restringidos. El enfoque
propuesto garantiza que el sistema en lazo cerrado es
ISS. Mientras tanto, en Ji et al. (2021) se propone un
MPC para sistemas no lineales. El control propuesto
se basa en una función costo caracterizada por una
ley SMC implícita. Sin embargo, para garantizar la
estabilidad asintótica del sistema en lazo cerrado, se
requiere un modelo linealizado. En Reis de Souza et al.
(2022) se incorpora un observador y un predictor por
intervalos (IP) en el esquema MPC clásico para un
sistema restringido lineal en tiempo discreto afectado
por perturbaciones externas. No obstante, la mayoría
de los trabajos mencionados anteriormente solo pueden
garantizar ISS, requieren las trayectorias del sistema y no
toman en cuenta el control muestreado.

Motivados por estos problemas, este artículo propone
el diseño de un controlador muestreado para estabilizar
sistemas no lineales restringidos en tiempo continuo.
El esquema de control se basa en un controlador
por realimentación de estado basado en un IP en
tiempo discreto y un enfoque MPC. Además, el esquema
de control posee las siguientes características: 1) Se
caracteriza un conjunto seguro, donde no se transgreden
las restricciones en los estados. 2) Bajo costo computa-
cional ya que el MPC solo se activa fuera de la región
segura. 3) El algoritmo propuesto garantiza la estabilidad
práctica, uniforme, y asintótica del sistema no lineal
restringido.

Notación: Para una matriz A, se define A+ = max{0, A}
y A− = A+ −A (de manera similar para vectores).

2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Se considera el siguiente sistema no lineal
ẋ(t) = f(x(t)) +Bu(t), t ≥ 0, (1)

donde x(t) ∈ R
n es el estado, f : Rn → R

n es una función
localmente Lipschitz, u(t) ∈ R

p es la entrada de control.
La matriz B es conocida y de dimensiones adecuadas. Se
considera que u ∈ U := {u ∈ R

p| − umax ≤ u ≤ umax},
con 0 < umax ∈ R

p como el vector que contiene el
valor máximo que puede tomar cada señal de control.

Además, el control está muestreado, i.e., u(t) = u(tk),
para t ∈ [tk, tk+1) y k ∈ N+.

La solución del sistema (1) está restringida dentro de un
politopo

X := {x ∈ R
n|bx ≤ 1kx

}, (2)
donde b = (b1, . . . , bkx

)⊤ ∈ R
kx×n, y bi ∈ R

n son
vectores que caracterizan las restricciones en los estados,
kx ∈ N es el número de caras del politopo, y 1kx

=
(1, . . . , 1)⊤ ∈ R

kx . Se asumen las siguientes suposiciones
sobre el sistema (1).
Suposición 1. Existe una matriz Metzler A0 ∈ R

n×n y
unas matrices conocidas Aj ∈ R

n×n, j = 1, N para alguna
N ∈ N, tal que se cumplen las siguientes condiciones

f(x(t)) =



A0 +

N
∑

j=1

αj(x)Aj



x(t),

N
∑

j=1

αj(x) = 1, αj(x) ∈ (0, 1), j = 1, N.

Suposición 2. Existen vectores conocidos x0, x0 ∈ R
n

tal que x0 ≤ x(0) ≤ x0.

El objetivo de este trabajo es diseñar una señal de control
muestreada para estabilizar el sistema (1), tomando en
cuenta restricciones en la entrada de control y los estados,
i.e., x ∈ X y u ∈ U .

3. DISEÑO DEL CONTROLADOR

El controlador propuesto comprende el diseño de una
ley de control robusta compuesta de un controlador por
realimentación de estados basado en un IP y un MPC, el
cual se encarga de lidiar con las restricciones del sistema.
Se demostrará que existe un conjunto seguro para el
controlador por realimentación de estados basado en un
IP, donde las restricciones en los estados no son violadas.
Se considera que el MPC está activo fuera del conjunto
seguro. Debido a que el control está muestreado se diseña
un IP en tiempo discreto que toma en cuenta el error de
discretización y las restricciones del sistema.

3.1 Predictor por Intervalos

De acuerdo con la Suposición 1, el sistema (1) tiene la
siguiente representación

ẋ(t) =



A0 +

N
∑

j=1

αj(x)Aj



x(t) +Bu(t). (3)

Con base en Reis de Souza et al. (2021) y Efimov et al.
(2012), se tiene que −x− ≤ αj(x)x ≤ x+. Entonces, se
obtiene que

∆Am ≤

N
∑

j=1

αj(x)Ajx ≤ ∆AM ,

donde ∆Am = −∆A+x− −∆A−x+ y ∆AM = ∆A+x+ +

∆A−x−, con ∆A+ =
∑N

i=1 A
+
i y ∆A− =

∑N
i=1 A

−

i .
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Entonces, el IP continuo para el sistema (3) se define de
la siguiente manera (Leurent et al., 2020)

ż(t) = A0z(t) +A1z
+(t) +A2z

−(t) + Bu(t), (4)

donde z = [x⊤, x⊤]⊤ ∈ R
2n es el vector extendido del IP,

las matrices A0 ∈ R
2n×2n, A1 ∈ R

2n×2n, A2 ∈ R
2n×2n, y

B ∈ R
2n×p tiene la siguiente estructura

A0 =

(

A0 0
0 A0

)

, A1 =

(

0 −∆A−

0 ∆A+

)

,

A2 =

(

−∆A+ 0
∆A− 0

)

, B =

(

B
B

)

.

Al inicializar el IP en x(0) = x0 y x(0) = x0, entonces
el IP garantiza la propiedad de inclusión (Leurent et al.,
2020): x(t) ≤ x(t) ≤ x(t), ∀t ≥ 0. Entonces, para todo
t ≥ t0 ≥ 0, la solución del sistema (4) está dada como

z(t) = eA0(t−t0)z(t0) +

∫ t

t0

eA0(t−τ)Bu(τ)dτ

+

∫ t

t0

eA0(t−τ)g(z(τ))dτ, (5)

donde g(z(t)) = A1z
+(t)+A2z

−(t). La expresión (5), con
el control muestreado u(t) = u(tk), para t ∈ [tk, tk+1),
k ∈ N+, y t0 = 0, genera la siguiente secuencia en tiempo
discreto:

z(tk+1) = eA0hz(tk) +

∫ h

0

eA0(h−s)Bdsu(tk)

+

∫ tk+1

tk

eA0(tk−s)g(z(s))ds,

donde h = tk+1−tk es el intervalo de muestreo constante,
y tk es el instante de muestreo. Entonces, sumando y
restando el término

∫ h

0
eA0(h−s)dsg(zk), se tiene que

z(tk+1) = eA0hz(tk) +

∫ h

0

eA0(h−s)Bdsu(tk)

+

∫ h

0

eA0(h−s)dsg(z(tk)) + ϕk, (6)

con ϕk =
∫ tk+1

tk
eA0(tk+1−s)[g(z(s)) − g(z(tk))]ds. Se

considera la notación z(tk) = zk, u(tk) = uk, y G =
∫ h

0
eA0(h−s)ds ∈ R

2n×2n. Por lo tanto, (6) puede ser
reescrita como

zk+1 = A0zk + Buk + Gg(zk) + ϕk. (7)

con A0 = eA0h ∈ R
2n×2n y B = GB ∈ R

2n×p. Sin
embargo, el IP (7) no puede ser implementado debido
a que el término ϕk, que caracteriza la precisión de la
discretización y depende de z(t) con t ∈ [tk, tk+1], no se
puede calcular. Por lo tanto, se propone el siguiente IP
aplicable

ẑk+1 = A0ẑk + Buk + Gg(ẑk). (8)
Entonces, para estabilizar la dinámica del sistema (1), se
necesita diseñar uk que lleve las trayectorias del sistema
(8) a cero, teniendo en cuenta las restricciones del sistema.
Se propone la siguiente ley de control para el sistema (7)

uk =

{

ūk si ẑk 6∈ R,
ûk si ẑk ∈ R,

(9)

donde ūk es la señal de control calculada con el algoritmo
MPC y ûk el control por realimentación de estados.
Note que ûk se encuentra activo únicamente dentro del
conjunto seguro R, el cual se definirá más adelante

3.2 Control por Realimentación de Estados

Se propone el siguiente controlador por realimentación de
estados no lineal

ûk = K0ẑk +K1ẑ
+
k +K2ẑ

−

k . (10)
El siguiente lema brinda una manera de calcular las
ganancias del controlador K0,K1,K2 ∈ R

p×2n.
Lema 1. Asuma que las suposiciones 1 y 2 se cumplen, y
la ley de control (10) es aplicada al sistema (7). Suponga
que existen matrices simétricas Q0, Q1, Q2 ∈ R

2n×2n,
una matriz diagonal R3 ∈ R

2n×2n, algunas matrices 0 ≺
X⊤

1 = X1 ∈ R
2n×2n, Y1, Y2 ∈ R

2n×2n, X2 ∈ R
2n×p, K1 ∈

R
p×2n, y K2 ∈ R

p×2n, tal que la siguiente desigualdad
















Σ11 Y2 Y3 0 Σ16 Σ17 X1

⋆ Σ22 Σ23 0 Σ26 0 0
⋆ ⋆ Σ33 0 Σ36 0 0
⋆ ⋆ ⋆ −γI I 0 0
⋆ ⋆ ⋆ ⋆ −X1 0 0
⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆ −γI 0
⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆ −X2

















� 0, (11)

Σ11 = −X1 + γQ0, Σ16 = X1A
⊤

0 + Y1B
⊤
,

Σ17 = 2γkaX1, Σ22 = 4γk2e2A
⊤
1 A1 +Q1,

Σ23 = 4γk2e2A
⊤
1 A2 +R3, Σ26 = A⊤

1 G
⊤ +K⊤

1 B
⊤
,

Σ33 = 4γk2e2A
⊤
2 A2 +Q2, Σ36 = A⊤

2 G
⊤ +K⊤

2 B
⊤
,

se cumple para ciertas constantes ke1 = 1 + ekξkξ,

ke2 = ke1kξ, kξ = ξν−1(1 − e−νh), ka = ke1ξ − ||A0|| −
L||G||, con γ, ξ, α > 0, L = 2max{||A1||, ||A2||}, y ν =
|Re{λmax{A0}}|. Si la siguiente desigualdad

γQ0 +min{Q1, Q2}+ 2min{R1, R2} � 0, (12)

se cumple con R1 = X−1
1 Y1 y R2 = X−1

1 Y2; el IP
(8) se inicializa en ẑ0 = (x⊤

0 ,x⊤
0 )

⊤, y las ganancias del
controlador se seleccionan como K0 = X⊤

2 X−1
1 , K1, y

K2; entonces, el origen de la dinámica del sistema (7) es
prácticamente, uniformemente, y asintóticamente estable
(prácticamente UAS) 1 . Además, el conjunto seguro está
dado como

R = {zk ∈ R
2n : ẑ⊤k X−1

1 ẑk ≤ ε}, (13)
con ε = α−1q1 y

q1 = 8(ke1 − ||A0|| − L||G||)2z̃2 + 8k2e2 ||B||
2ū2

max

+ (2ẽz̃ + ẽ2)λmax{P}+ 2[z̃c1 + ẽc2 + c4ϕ̃]ẽ,

z̃ =

√

2kxλ
−1
max{b⊤b}, umax = ||umax||,

ẽ = [ke1(ξ + 1) + kξ(||A1||+ ||A2||)]z̃

+ kξ[||B||umax + λ−1/2
max {R0}],

ϕ̃ = ẽ− [2||A0||+ 2L||G||]z̃,

1 Para más detalles sobre este tipo de estabilidad, ver Moreau and
Aeyels (2000).
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para unos b, umax dados, y

c1 = (||Ã0||+ ||Ã1||+ ||Ã2||)||PB||K, (15a)

c2 = (0.5||K0||+ ||K1||+ ||K2||)||PBK0||

+ (||K0||+ 0.5||K1||+ ||K2||)||PBK1||

+ (||K0||+ ||K1||+ 0.5||K2||)||PBK2||, (15b)

c3 = ||S̃⊤
1 PB||K, (15c)

c4 = ||PB||K, (15d)

donde Ã0 = A0 + BK0, Ã1 = GA1 + BK1, Ã2 = GA2 +
BK2, y K = ||K0||+ ||K1||+ ||K2||. Adicionalmente, para
P = αP/q1 ∈ R

2n×2n, con P = X−1
1 , si las siguientes

desigualdades

b⊤i P
−1
x bi ≤ 1, b⊤i P

−1
x bi ≤ 1, (16)

se cumplen para Px = P 11 − P
⊤

21P
−1

22 P 21 y Px = P 22 −

P
⊤

21P
−1

11 P 21, con P 11 ∈ R
n×n, P 21 ∈ R

n×n, P 22 ∈ R
n×n,

y

P =

(

P 11 P
⊤

21

P 21 P 22

)

,

entonces, la trayectorias del sistema (1) cumple con las
restricciones de los estados, i.e., x ∈ X .

La prueba de los resultados obtenidos se pueden resumir
de la siguiente manera. Primero se define el error entre el
IP (7) y (8) como ek = zk − ẑk. Entonces, considerando
(10), la dinámica en lazo cerrado está dada como

zk+1 = Ã0zk + Ã1z
+
k + Ã2z

−

k + ϕk

− BK0ek − BK1e
+
k − BK2e

−

k , (17)

donde Ã0 = A0 + BK0, Ã1 = GA1 + BK1, y Ã2 =
GA2 + BK2. Se propone la siguiente función candidata
de Lyapunov

V (zk) = z⊤k Pzk, (18)
con P = P⊤ ≻ 0 ∈ R

2n×2n. Después del desarrollo
correspondiente y considerando que se satisfacen las
desigualdades correspondientes, se obtiene que

V (zk+1)− V (zk) ≤ −αz⊤k Pzk + q2.

Por lo tanto, el sistema (17) es prácticamente UAS.
Entonces, el incremento de la función candidata de
Lyapunov es negativa definida fuera del conjunto

R = {zk ∈ R
2n : z⊤k Pzk ≤ α−1q2}. (19)

Cabe señalar que el error entre la trayectoria del IP
continuo (5), y el IP en tiempo discreto (7), se toma en
cuenta en (11), y por lo tanto en el cálculo de las ganancias
del controlador. Esto implica que las trayectorias del
sistema (5) permanecen en el conjunto (19), para todo
t ∈ [tk, tk+1) y k ∈ N.

Finalmente, para verificar que R está contenido dentro
del politopo (2), es necesario calcular las proyecciones de
la matriz P = αP/q2 ∈ R

2n×2n, i.e., nuevas matrices
Px ∈ R

n×n y Px ∈ R
n×n, en las coordenadas del

IP x y x, respectivamente. Las matrices Px y Px se

calculan como Px = P 11 − P
⊤

21P
−1

22 P 21 y Px = P 22 −

P
⊤

21P
−1

11 P 21, respectivamente. Entonces, para garantizar
que el conjunto (13) pertenece al politopo (2), se deben
cumplir las desigualdades (16). Además, si el IP (8) se
inicializa en ẑ0 = (x⊤

0 , x⊤
0 )

⊤, debido a que se cumplen las
suposiciones 1 y 2; entonces, las trayectorias del sistema
(1) también cumplen con las restricciones en los estados,
i.e., x ∈ X .

3.3 Diseño del Control por Modelo Predictivo

Para el diseño del MPC se considera la siguiente
suposición.
Suposición 3. Existen algunas ganancias K0,K1,K2 ∈
R

p×2n, que cumplen con las condiciones del Lema 1, y
ûk(t) = K0ẑk(t) + K1ẑ

+
k (t) + K2ẑ

−

k (t) ∈ U , para todo
zk ∈ R y t ≥ 0.

Se asume que la predicción se puede realizar en forma
de horizonte en retroceso con una longitud de ventana
N > 1. El IP (8) tiene una secuencia de entradas SN =
{s0, . . . , sN−1}, con sm ∈ U para todo m = 0, N − 1,
los valores ẑk,m+1 pueden ser calculados a partir de m =

0, N − 1 con uk+m = sm. Se define ẑk+j = ẑk,j , para
j = 0, N . Por lo tanto, el problema de control óptimo que
tiene que ser resuelto por el MPC es el siguiente
Problema 1. Para unas matrices 0 ≺ W = W⊤ ∈
R

2n×2n, 0 ≺ H = H⊤ ∈ R
2n×2n, y M = M⊤ ∈ R

2p×2p

dadas, encontrar las señales de control

Sk
N = argminVN (ẑk,0, . . . , ẑk,N ,SN ), (20)

con la función costo VN (ẑk,0, . . . , ẑk,N ,SN ) = Vf (ẑk,N ) +
∑N−1

m=0 ℓ(ẑk,m, sm), donde Vf (ẑ) = ẑ⊤Wẑ, ℓ(ẑ, s) =
ẑ⊤Hẑ + s⊤Ms, tal que se cumplen las siguientes restri-
cciones: a) ẑk+j, para j = 0, N se calcula mediante (8).
b) uk ∈ U . c) ẑk,N ∈ R.

Finalmente, considerado los resultados del Lema 1 y la
solución del Problema 1 se presenta el siguiente teorema.
Teorema 1. Asuma que las suposiciones 1–3 se cumplen;
entonces, el sistema en lazo cerrado compuesto por (1),
(8) y (9) tiene las siguientes propiedades: i) Viabilidad
recursiva para llegar a R en N pasos; ii) El origen de
la dinámica del sistema (7) es prácticamente UAS, en el
conjunto seguro R; iii) Las restricciones en la entrada de
control y en los estados no son violadas.

La prueba del Teorema 1 se basa en resultados clásicos
en MPC (Mayne et al., 2000).

4. RESULTADOS DE SIMULACIÓN

Se considera el siguiente sistema no lineal
(

ẋ1

ẋ2

)

=

(

−1 6 + 2 sin(x1)
2 sin(x2) −1

)(

x1

x2

)

+

(

0
1

)

u.

Es posible demostrar que este sistema cumple con la
Suposición 1. Las matrices A0 y Aj son calculadas
mediante un método politópico convexo. Se considera

Congreso Nacional de Control Automático 2023,

25-27 de Octubre, 2023. Acapulco, Guerrero, México.

220 Copyright© AMCA, ISSN: 2594-2492



umax = 2, x1 ∈ (−12, 12) y x2 ∈ (−5, 5), por lo tanto,
los vectores de restricciones en los estados son b1 =
(1/12, 0)⊤, b2 = −b1, b3 = (0, 1/5)⊤, y b4 = −b3. Las
condiciones iniciales para el sistema son x(0) = (2,−1)⊤

y para el IP son ẑk(0) = (−2.5,−1.6, 2.5, 1.6)⊤.

La simulaciones se realizan en MATLAB con el método de
discretización de Euler, con un tiempo de integración de
0.0001 y con un tiempo de muestreo h = 0.1. La solución
de las LMI’s se obtiene mediante el solver SDPT3 y
YALMIP, mientras que el MPC se implementa utilizando
el toolbox nlmpc MATLAB.

Para resolver las desigualdades del Lema 1, se selecciona
γ = 0.1, y se fija Q1 = Q2 = −0.05I4; entonces, se
obtienen las siguientes ganancias:

K0 = (−2.8684 −5.6117 −2.8689 −5.6113 ),

K1 = (−0.1033 −0.0700 −0.1061 −0.0471 ),

K2 = (−0.0039 0.0525 −0.0980 −0.0724 ).

Entonces, con α = 0.1 es posible verificar que la condición
(12) se cumple. Para el MPC, se considera W = I4,
H = 1000I4, M = 0.0001, y N = 10.

Las trayectorias del sistema y del IP (8), así como
las restricciones en los estados se muestran en la Fig.
1. Se observa que ambas trayectorias nunca violan las
restricciones.

Por otro lado, en la Fig. 2 se puede observar que las
condiciones iniciales del sistema están fuera del conjunto
seguro R, pero dentro de las restricciones de los estados.
Sin embargo, el MPC lleva las trayectorias del sistema
hacia el conjunto seguro R y estas permanecen dentro de
dicho conjunto.

Finalmente, en la Fig. 3 se puede observar que la señal
de control no transgrede las restricciones de la entrada de
control.

5. CONCLUSIONES

Este artículo trata sobre el diseño de un controlador
muestreado para la estabilización de sistemas no lineales
restringidos. El controlador propuesto comprende el
diseño de una ley de control, que se compone de un
controlador de realimentación de estado basado en un
IP y un enfoque MPC, que se ocupa de las restricciones
del sistema. Se proporciona un conjunto seguro donde no
se violan las restricciones en los estados. Dicho conjunto
caracteriza la región donde el MPC se encuentra activo,
i.e., fuera de este conjunto, garantizando el cumplimiento
de las restricciones de estado y de entrada.
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Fig. 1. Trayectorias del sistema y restricciones en los estados
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Fig. 2. Trayectorias del sistema, conjuntos X y R.
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Fig. 3. Señal de control.
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