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Abstract: This paper deals with the stabilization problem for unstable second order systems
with time delay. The implementation of an observer scheme that makes use of a static
gain parameter and a proportional-derivative (PD) controller is proposed. The necessary and
sufficient conditions for the control scheme proposed are obtained. The performance of the
proposed method is showed through numeric examples on simulations.
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1. INTRODUCCION

Los retardos de tiempo también conocidos como tiempo
muerto forman parte de aquellos sistemas de control que
presentan atrasos en sus dinamicas. Este tipo de sistemas
tienen aplicaciones en diferentes campos de la ciencia
tales como: ingenierfa, fisica, quimica, entre otros (Sipahi
and Nicuescu, 2011). Frecuentemente, el fenémeno de
retardo se presenta en los procesos quimicos que re-
quieren el transporte de material, como por ejemplo en
las calderas de calefaccién, los reactores quimicos, los
tanques de almacenamiento de liquidos, el sistema de
nivel de liquido con un flujo de salida constante, las
columnas de destilacién etc.(Ali and Al-humaizi, 2000)
(Chien, 2001) (Liu et al., 2005b) (Niculescu, 2001) (Se-
shagiri and Chidambaram, 2012) As{ mismo, los retar-
dos también se encuentran presentes en los sistemas que
envian informacién como es el caso del control remoto
en un robot mdévil(Ailon and Gil, 2000). En Liu et al.
(2005a) se presentan algunos modelos mateméticos cuya
funcién de transferencia involucra al retardo de tiempo,
dichos modelos incluyen sistemas de control aeroespacial,
motores de corriente continua y unidades de disco de alta
velocidad. Los sistemas con retardo suelen representar un
gran desafio al momento de intentar aplicar una estrategia
de control debido a que los términos de retardo de tiempo
complican el anglisis de estabilidad en lazo cerrado (Ali
et al., 1998), esto debido al ntimero infinito de polos que
aparecen en la ecuacion caracteristica de lazo cerrado. Es-
tas dificultades en el disefio de control surgen atin cuando
la planta o proceso es estable y de orden reducido. Cuando
el retardo es insignificante o pequeno en comparacién con
la constante de tiempo dominante del sistema, el término

de retardo puede despreciarse al diseniar un controlador.
Sin embargo, si el retardo es mayor a la constante domi-
nante es necesario disenar estrategias que consideren los
efectos del retardo en la ecuacién caracteristica de lazo
cerrado.

Durante muchos anos se han estudiado y planteado di-
versos tipos de propuestas para abordar la problemaética
del control para sistemas con retardo, algunas de ellas
proponen el uso de diferentes controladores tradicionales
tales como: controlador proporcional (P), controlador
proporcional integral (PI) (Bakosova et al., 2010), con-
trolador proporcional derivativo (PD) (Marquez-Rubio
et al., 2014) y controlador proporcional integral derivativo
(PID) (Vanavil et al., 2013). En Tsai et al. (2022) se
propone un método para disenar controladores PID con
dos grados de libertad para procesos de primer orden
inestables y retardo de tiempo, dicho método puede ser
utilizado en sistemas que incluyen ruido de medicion, y
puede equilibrar el rendimiento de la respuesta transitoria
y robustez ante perturbaciones.

Sin embargo, no todas las estrategias pueden aplicarse a
cualquier tipo de sistemas, tal es el caso del predictor
de Smith (SP) (Smith, 1957), que sélo funciona para
sistemas estables, es por ello que han surgido trabajos que
proponen modificaciones a este predictor de modo que
pueda utilizarse para procesos inestables. Tal es el caso
de Raja and Ali (2017) donde modifican la estructura del
predictor de Smith para controlar sistemas inestables de
primer orden con retardo de tiempo.

En Barragan-Bonilla et al. (2022) se aplica la estrategia
de un esquema observador para el caso de un sistema re-
tardado que posee varios polos estables, un polo inestable
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y un polo en el origen, en dicho trabajo se propone la
utilizacién de un controlador PID que permite que la
senal de salida tenga un seguimiento de referencia en
estado estacionario asi como rechazo de perturbaciones.
Martinez-Barrera et al. (2020) propone también un es-
quema observador-predictor para un sistema de segundo
orden inestable con retardo de tiempo donde uno de los
polos de la planta es inestable y el otro estable, en dicho
trabajo se utiliza un observador y un controlador PID que
permiten estabilizar al sistema.

En el presente trabajo se aborda el problema de estabili-
dad de sistemas lineales con dos polos inestables y retardo
de tiempo usando un observador-predictor y un contro-
lador PD. Para resolver el problema de estabilizacién se
presenta un esquema observador donde la convergencia
estd basada en una retroalimentacién estéatica de la salida
y un controlador PD dentro de la dinamica del obser-
vador.

Este trabajo estd organizado de la siguiente manera, en
la seccion 2 se describe la clase de sistema a tratar en
este trabajo. Después, en la seccion 3 se presentan los
resultados preliminares donde se analiza la estabilidad de
un sistema particular, que serd utilizado maés adelante
para la prueba de convergencia, asi mismo se obtienen
los pardmetros estabilizantes para dicho sistema, el cual
incluye un controlador PD. En la secciéon 4 se presenta
el esquema observador propuesto asi como la prueba de
convergencia del observador. A continuacién, en la seccién
5, se presenta la estrategia de control propuesta para
lograr la estabilidad del sistema en lazo cerrado, usando
las variables estimadas del observador. Posteriormente en
la seccion 6 se muestran los resultados de las simulaciones
numéricas realizadas asi como algunas obervaciones. Fi-
nalmente en la seccién 7 se presentan las conclusiones del
trabajo.

2. CLASE DE SISTEMAS

Considere la clase de sistemas lineales una-entrada una-
salida (UEUS) con retardo de tiempo a la salida dado
por,

Y(S) _ s)e TS = « e TS
0 - T S o) @)

donde U(s) y Y (s) son las senales de entrada y salida
respectivamente, « es la ganancia del sistema, 7 > 0 es el
retardo de tiempo que se supone conocido y es constante,
a,b > 0 son las posiciones de los polos inestables y G(s)
es la funcion de transferencia libre de retardo.

Un método de control clasico basado en la retroali-
mentacion de salida de un sistema de la forma

donde R(s) es una entrada de referencia y Q(s) es el
controlador. Ahora bien, (1)-(2) producen un sistema en
lazo cerrado dado por

Y(s) | Qs)G(s)e
R(s) 1+ Q(s)G(s)e"7s

(3)

donde el término del retardo e~"* localizado en el denomi-
nador de la ecuacién (3) complica el andlisis de estabilidad
debido al ntmero infinito de polos del sistema en lazo
cerrado.

3. RESULTADOS PRELIMINARES

En el siguiente resultado se presenta la condicién de
estabilidad para un sistema de segundo orden inestable
utilizando un controlador PD.

Lema 1. (Novella-Rodriguez et al. (2019)) Considere el
sistema (1) y una ley de control dada por U(s) = [R(s) —
Y (s)]C(s), donde C(s) es un controlador PD dado por,

C(s) = Ka(s+ %) Entonces el sistema en lazo cerrado

}1;8 es estable si y solo siT <+ 41— \/ﬁ )

Los pardametros estabilizantes del controlador PD asoci-
ado al Lema I pueden obtenerse de la siguiente forma.
La ganancia Ky se obtiene de la siguiente manera:

1 1
Ki=—-+-—-7+c¢€ 4
‘e (4)
donde € es una constante real positiva. Y, la ganancia pro-
porcional debe encontrarse dentro del siguiente intervalo:

1 1
— < K,<
«

(5)

o K(lzwclz"rl
(Lo D) (Hw? +1)

donde w.1; > 0 es la primera frecuencia de corte donde la
ecuacion de fase del sistema evaluada en w. es igual a
—r.

Es bien sabido que un controlador PD no es causal y
por lo tanto no es fisicamente realizable. Entonces, para
que un controlador PD sea fisicamente realizable podemos
utilizar la siguiente configuracién

k(s +m)

Crp(s) = (s+n)

(6)

donde la relacién de parametros estabilizantes k£ y m con
el resultado del Lema 1 es:

k=Kqg (7)

Kp
m=g (8)
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Por consideraciones précticas se sugiere usar n >> 0.
Entonces, considerando el sistema (1) controlado por el
compensador definido por (6) y usando: U(s) = [R(s) —
Y (s)]Cpp(s), la funcién de transferencia en lazo cerrado
es:

ak(s+m)e *

- (s —a)(s—Db)(s+n)+k(s+m)aeTs (9)

En la Figura 1 se puede visualizar una representacién
grafica en espacio de estados de la funcion de transferencia
en lazo cerrado (9). De esta manera, se obtiene:

Figura 1. Representacién del controlador PD con la planta

retardada
z1(¢) 0 1 0 0 z1(t)
2(t) —ba b+a mk —nk —kk,| |z2(t)
T3 (t) 0 0 -n —ky x3 (t)
y(t+7) fe? 0 0 0 y(t)
(10)
0
k
+ r(t)
1
0

Donde k, representa una pardmetro libre de diseno. Es
de gran interés conocer la representacién en espacio de
estados de la funcién de transferencia en lazo cerrado (9)
debido a que mas adelante se usard dicha representacién
en la prueba de la convergencia del observador propuesto.

4. DESCRIPCION DEL SISTEMA

Antes de presentar el observador propuesto en este tra-
bajo, considere el sistema retardado de segundo orden
dado por (1) y una particién del retardo definida como:

Y(s)
11
donde 7 = 71 + o y 1 = 72 = 7/2. La particién del

retardo propuesta en (11) permite mejorar las condiciones
de estabilidad de un sistema con respecto al tamano de

=e °G(s)e ??

retardo, ver (Del-Muro-Cuéllar et al., 2012)(Barragan-
Bonilla et al., 2022). De esta manera, en la Figura ?7
se muestra el observador propuesto en este trabajo para
el sistema dado por (11).

B

(e e e PP e
I 5

t)

Observador

Figura 2. Esquema observador propuesto

Considere una representacién en variables de estado del
sistema dado en (11) libre del retardo 7

OB I ] B HEC IS
y(t+ 1) = [ 0] B;Eiﬂ (12b)

y una representacion en variables de estado del control
PD dado por (6),

3 =—nax3(t) +ult — 1)
a=km —knxs(t) + ku(t — 1)

(13a)
(13b)

De esta manera, la Figura 3 , muestra el esquema del
observador propuesto considerando las representaciones
en variables de estado (12a, 12b) y (13a, 13b). Observe
que el acomodo de bloques propuesto en los esquemas de
las Figuras 2 y 3 es un acomodo conveniente sélo para el
analisis de convergencia, sin embargo, dichos esquemas
nos serfan validos para una implementacién practica,
principalmente por la posicién del término de retardo
T1, ya que dicho término estaria separado del resto de
la planta. Mas adelante se presenta el esquema conve-
niente para la implementacién practica. A continuacién
se presenta un resultado que asegura la convergencia del
observador propuesto en la Figura 2 (o equivalentemente
Figura 3 ).

Teorema 1. Considere el esquema observador propuesto
en la Figura. 3. Entonces, existen los parametros k., m y
n tales que limy_,o0[Z(t) — x(t)] = 0 si y sdlo si 7o < £ +

1 1 1
b\ az Tz comy

(14)

¥
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Figura 3. Esquema observador propuesto

1(t)
2(t)]
3(t)

(15)

2 R

a(t) = [

donde % es el estimado de z(t).

Demostracion. La dindmica completa del esquema obser-
vador presentado en la Figura. 3 puede describirse de la
siguiente manera,

i1(t) 0 0 1 0 0 0 z1(t)
#1(¢) 0 0 0 1 0 0 #1(¢)
z2(t) —ab 0 b+a 0 mk—nk 0 x2(t)
#2(t) 0 —ab 0 b+a 0 mk —nk| |Z2(t)
i5(t) 0 0 0 0 -n 0 z3(t)
#3(t) 0 0 0 0 0 —n #3(t)
- T a4 - - -2 - (16)
0 0 0000 z1(t — 12) 0
0 0 0000]| |#:(t—m) 0
0 0 0000 z2(t — 2) 0
+ + u(t — 1)
0 0 0000O0 ZTo(t — T2) 0
0 0 0000 z3(t — 12) 1
aky, —ak, 0000 Z3(t — m2) 1
y(t+72)| _ o Of [z1(t) (17)
:l](t + TQ) 0« i’l(t)

Definiendo el error de estimacién como e(t) =

(1)~ x(t)

T
la dindmica del error se define como é(t) = @(t) — @(t

~

ég, (1) 0 1 0 0 €, (1)

éx,(t) | |—abb+a mk—nk —k.k| |es(t)

éx(t) | [ 0 O —n —kr | | ey (t)
ey(t+ 72) a 0 0 0 ey(t)( :
18

Observe que el error dindmico dado por (18) no tiene
entradas, entonces para que e(t) — 0 cuando ¢t — oo,

se requiere que el error dindmico del sistema sea estable.
Noétese que el error dindmico del sistema (18) es muy
similar a la representacién en espacio de estados (10)
la cual corresponde al esquema de inyeccién mostrado
en la Figura 1 . Entonces, la condiciéon de estabilidad,

T < é + % -
se extiende al error dindmico del sistema (18), dando

\/ 2 + 7=, correspondiente al sistema (10)
como resultado m < % + % — ﬁ + b% lo cual asegura la

convergencia de las senales e(t) y é(¢). a

Para obtener los parametros del observador mencionados
en el Teorema 1, se utilizan las expresiones (4),(5),(7) y

(8)-

5. ESTRATEGIA DE CONTROL

Figura 4. Estrategia de control propuesta

Una vez que aseguramos la convergencia entre los estados
se procede a establecer una estrategia para estabilizar a
la planta o proceso, usando las variables estimadas por
el observador. Note que previamente se establecieron los
pardmetros asociados a un controlador Cpp (k, k., m,n)
que logran la convergencia del observador. Sin embargo,
como puede verse en la Figura 3 , la seccién superior del
esquema continiia en lazo abierto.

Tomando en cuenta lo anterior, la accesibilidad a los
estados estimados del observador, se propone realimentar
la senal del observador antes de ser retardada por el
retardo 75 como lo muestra la Figura 4.

Dado que la sefial #1(t) (o bien la senal §(t + 12)) del
observador en el tiempo t contiene toda la informacién
necesaria para predecir el comportamiento futuro del sis-
tema (72 unidades antes), entonces se propone utilizar
dicha informacién para controlar al sistema (11) libre
del retardo 72. Y como 1 = 7» (suposicién previamente
establecida), el controlador Cpp disefiado para la conver-
gencia también permite estabilizar a la planta o proceso.
Por lo tanto, ya no es necesario realizar un diseno de con-
trolador PD adicional para controlar al proceso, dado que
el controlador Cpp fue incluido incialmente como si fuera
una extensién del sistema original. Con esta informacién,
a continuacion establecemos el resultado de estabilidad
del esquema de control propuesto en este trabajo.

Teorema 2. Considere el sistema (1) y esquema de
control basado en observador mostrado en la Figura 4.

Copyright® AMCA, ISSN: 2594-2492
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Entonces el sistema en lazo cerrado es estable si y solo si,
2(a+b) _9 ( 1 _i_b%)

T ab a?

Observe que la condicién necesaria y suficiente del Teo-
rema 2, nos permite estabilizar sistemas con retardos del
doble de tamano que los sistemas controlados con un
control PD simple. (Lema 1).

Notese que el esquema de la Figura 4 es el esquema sug-
erido para la implementacién préactica, donde el retardo 7
ya estd asociado a la planta sin considerar las particiones
que se utilizaron para la sintesis de la estrategia de control
propuesta basada en el observador.

T <

6. RESULTADOS EN SIMULACION

Para comprobar la efectividad de la estrategia propuesta
considere la siguiente planta retardada con dos polos
inestables:

Y(s)

U(s)

1

—0.1s
(s—3.74)(s— 0.2)°

(19)

Donde a partir de las expresiones (4),(5),(7) y (8) se
obtienen los parametros k,m y n para el controlador PD
estabilizante,

1000(s + 2)

(s + 100) (20)

CPD(S) =
Para la simulacién se utiliza n = 100, ¢ = 0.01 y k, = 1.
Posteriormente se construy6 un diagrama de bloques que

contiene los valores propuestos del controlador en Matlab-
Simulink(R2022b), el cual se presenta en la Figura 5.

20005 . S5
P05 00

i

s+15)

120075125 n

1
G=3746-02)

.

Figura 5. Diagrama de bloques en Simulink del esquema

observador propuesto

Para la simulacién, se considera que el estado de la planta
tiene condiciones iniciales diferentes de cero (iguales a
0.5), que es lo que cominmente ocurre en una planta
fisica, mientras que los estados del observador tienen
condiciones iniciales nulas.

La Figura 6 corresponde a la convergencia de la senal
de error de salida ey(t) = g(t) — y(t). En la figura 6 es
posible apreciar que la senal de error oscila en el estado
transitorio hasta que finalmente en el estado permanente
se establece en cero, eso quiere decir que los estados de
la planta y los estados del observador son iguales a las 15

288

2+ nl
y L|| UW\M\,«M

15
Time

Figura 6. Convergencia de la senal de error

unidades de tiempo. Una vez comprobada la convergencia
es pertinente verficar la estabilidad de todo el sistema.

La Figura 7 ilustra la estabilidad del sistema y por
consecuencia la efectividad del método propuesto. En la
Figura 7 se presenta la senal de salida del sistema, la
cual en principio tiene un comportamiento oscilatorio
y apréximadamente a las 15 unidades de tiempo se
establece en un valor final de 0.8. Cabe mencionar que a
la entrada del sistema se colocé como entrada un escalén
unitario. Como podemos observar, la estrategia de control
propuesta no tiene la caracteristica de seguimiento de
referencias tipo escaldon, por lo cual, la implementacién de
un controlador PID en lugar de un PD nos podria aportar
la propiedad de seguimiento de referencia de entrada
tipo escaldon, debido al factor integral que contiene dicho
controlador.

yit)

-

Time

Figura 7. Estabilizacion de la senal de salida

7. CONCLUSION

La implementacién de un observador/predictor parece ser
una estrategia efectiva ante la dificil tarea que repre-

Copyright® AMCA, ISSN: 2594-2492
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senta el control de sistemas con retardo. En esta ocasién
nos enfocamos en el problema de estabilizacién de una
planta con dos polos inestables. La estrategia de con-
trol propuesta presenta una condicién necesaria y sufi-
ciente en términos de los pardmetros de la planta: 7 <
2(ath) _ o (L

ab a2

del retardo en el observador es posible estabilizar el sis-
tema para un tamano de retardo superior que cuando sélo
se utiliza un controlador tradicional PD.

En el futuro, se pretende extender el analisis del diseno
del observador con un controlador PID para explorar si el
sistema sigue referencias de tipo escaléon. También seria
interesante, anadir polos estables a la planta para obtener
resultados de estabilidad para una clase de sistemas mas
general que la presentada en este trabajo.

+ b%) Adem4s, al proponer una particién
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