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Resumen In this paper an interval observer is designed for a continuous-time plant with an
even number of states. We assume that the measured output corresponds to half of the states
of the plant. The observer is designed in such a way that the estimation error is a linear
cooperative system, whose state matrix can be assigned arbitrarily. The observer’s performance
is exemplified by numerical simulations of a mechanical system.
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1. INTRODUCCION

En las dos 1ltimas décadas, los observadores intervalo han
representado un tema de interés creciente en la comunidad
cientifica del control automético porque proporcionan una
solucion robusta alterna para hacer frente a las variacio-
nes en los pardmetros y perturbaciones que, generalmente,
estdn presentes en los sistemas fisicos (Gouzé et al., 2006;
Avilés and Moreno, 2009; Mazenc et al., 2013; Efimov
et al., 2013b; Avilés and Moreno, 2014). Los observadores
intervalo estdn constituidos por un par de observadores
que preservan el ordenamiento parcial: uno superior y otro
inferior, los cuales a su vez proporcionan estimaciones que
acotan dindmicamente a la trayectoria real del estado, por
encima y debajo de ella, formando un intervalo entre tales
estimaciones si se establece una inicializacién adecuada
(Avilés and Moreno, 2014; Avilés and Moreno, 2018).
Basados en las propiedades de los sistemas mondtonos,
especialmente de la subclase de sistemas cooperativos
(Angeli and Sontag, 2003; Hirsch and Smith, 2004), esta
clase de observadores fueron originalmente disenados por
Gouze et al. (2000), para un bioreactor altamente incierto,
y posteriormente implementados experimentalmente en
(Alcaraz-Gonzalez et al., 2002).

Los primeros trabajos reportados de los observadores in-
tervalo aseguraron que sus estimaciones superior e inferior
acotaban a la trayectoria del estado real, pero no garan-
tizaban la propiedad de estabilidad. Tales estimaciones
podrian diverger de sus valores reales, como fue presen-
tado en (Bernard and Gouze, 2004; Moisan et al., 2009)
en los asi llamados Bonche de observadores intervalo (o
en el idioma inglés como bundle observers), donde varios

observadores intervalo fueron ejecutados simultaneamen-
te, considerando la mejor estimacién en cada instante de
tiempo. El diseno de observadores intervalo para la clase
de Sistemas Lineales Invariantes en el Tiempo (SLIT)
en presencia de incertidumbres estd caracterizado por
la condicién de una matriz Metzler y Hurwitz (Gouze
et al., 2000; Mazenc and Bernard, 2011; Khan et al.,
2021), incluso tal condicién puede ser relajada mediante
una transformaciéon de estados lineal debido a que la
propiedad de Cooperatividad depende de los cambios de
coordenadas (Mazenc and Bernard, 2010). Adicionalmen-
te, en (Efimov et al., 2013a) se presenté el disefio de
observadores intervalo para aproximaciones de linealiza-
cién de algunos sistemas no-lineales, requiriendo obtener
la ganancia del observador y una matriz de transforma-
cién mediante la solucién de la ecuacion de Sylvester.
Asimismo, el método ha sido extendido en Thabet et al.
(2014) para disefiar observadores intervalo para Sistemas
Lineales Variantes en el Tiempo (SLVT) considerando
una transformacién de coordenadas variante en el tiempo.
En (Avilés and Moreno, 2014) se presenta un método
de diseno de observadores intervalo para una clase de
sistemas no lineales tomando en cuenta las condiciones
de disipatividad y cooperatividad de forma combinada,
requiriendo de cuatro ganancias a partir de la solucién
de dos desigualdades matriciales lineales (Linear matrix
Inequalities, por su significado en el idioma inglés).

En este articulo, se propone el diseno de observadores
intervalo para una familia de sistemas lineales de dimen-
sién 2n usando n mediciones del estado. Considerando
un observador de estados tipo Luenberger, se garantiza
la estabilidad practica del observador intervalo en los
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sistemas de errores de observaciéon usando el concepto
de estabilidad entrada-estado, mientras que la condicién
del ordenamiento parcial entre trayectorias del estado
y estimaciones se asegura si los sistemas de errores de
observacion son cooperativos. Nuestra estrategia permite
la eleccion de la matriz de estado del error de observacion;
lo que permite seleccionarla como una matriz Metzler y
Hurwitz. Esto ayuda a que el error de observacién sea
estable, cooperativo y robusto ante las incertidumbres
generadas por el desconocimiento entradas.

La organizacion de las siguientes secciones estd dada co-
mo sigue. Los antecedentes tedricos se presentan en la
Seccién 2, mientras que el diseno del observador intervalo
se expone en la Seccién 3. Algunas simulaciones numéricas
son presentadas en la Seccion 4. Finalmente, se propor-
ciona las conclusiones de los hallazgos en la Seccion 5.

2. ANTECEDENTE TEORICOS

Notaciones: El simbolo > representa el ordenamiento
parcial para un par de vectores x,z € R”, si z; > z;,
Vi = 1,...,n entonces x = z. Asimismo, es valido para
el caso matricial, A, B € R", si A;; > B;; entonces
A > B. En particular, si las componentes de un vector
son completamente mayores o iguales que cero, i.e. x; > 0,
Vi = 1,...,n, el vector x es dicho ser no-negativo, y
se denota como x > 0. Esta denotacién es equivalente
cuando el vector x permanece al espacio dimensional R% .
Una matriz nonegativa A € R"*™ es expresada como
A>0,si A;; > 0conl < {i,j} < n. Cabe mencionar
que el simbolo anterior (>) no debe ser confundido con
el de una matriz definida positiva P (resp. semi-definida
positiva), el cual estd dado por P = PT > 0 (resp.
P =P > 0). Ademds, M = méx{A, B} es la matriz
donde cada entrada esta dada por m;; = max{a,;, b;;}.
Definimos N* = méx{N, Opx.mn} v N~ N+ — N.
El valor absoluto estd dado como |[N| = Nt 4+ N~.

m
Asimismo, J = 0 denota que J es una matriz Metzler,
cuyos elementos fuera de la diagonal son mayores o iguales
que cero, es decir, J;; > 0,Vi # 4,45 = 1,..,n.
Finalmente, el producto matricial A @ B := [a;;B] es
el producto de Kronecker.

2.1 Sistemas cooperativos

La clase de los sistemas cooperativos forma parte de la
familia de sistemas monétonos (Angeli and Sontag, 2003;
Hirsch and Smith, 2004). Tales sistemas cooperativos
definen el ordenamiento parcial entre las trayectorias del
estado y de la salida a partir del ordenamiento parcial en
las entradas y en las condiciones iniciales.

A continuacién se presenta la definicién y caracterizacién
de los sistemas lineales cooperativos.

Definicion 1. Considérese el sistema lineal descrito por
las siguientes ecuaciones,
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x(t) = Ax(t Bu(?),
s 2o, )

donde x(t) € R™ es el vector de estado, u(t) € R™ es el
vector de entrada, y y(t) € R? es el vector de salida. X,
en (1) es dicho ser un Sisterna Cooperativo si existe el or-
denamiento parcial en las entradas y condiciones iniciales,
es decir, xp = x3, ul(t) = u?(t), Vt > tg, entonces
las trayectorias del estado y de la salida preservan el
ordenamiento parcial para todo tiempo futuro ¢t > tg, es
decir,

x (0) = xq,

1

X (t,to,x(l), u' (t)) = x (t, to,xg,u2 (t)) ,
y (t>t07xé’ ul (t)) = y (t,to,X%, u2 (t)) .

Proposicion 2. (Angeli and Sontag (2003)). Dadas las ma-
trices conocidas A, B y C con dimensiones apropiadas,
31, es un Sistemas Cooperativo si y sélo si las siguientes
condiciones permanecen,

m
(a). A*xO0, (b). B*>o0, (c). C=0.

Nota 3. Los sistemas positivos también son una subclase
de los sistemas mondtonos. La propiedad de positividad
establece que si los vectores de entrada y condiciones
iniciales son no-negativos, xg > 0y u(t) = 0, entonces las
trayectorias del estado y salida también son no-negativas,
es decir, x(t,tg,x0,u(t)) = 0y y(¢,to,%0,u(t)) = O.
Las condiciones necesarias y suficientes para los sistemas
lineales positivos coinciden exactamente con la descritas
para sistemas cooperativos, proporcionadas en la Propo-
sicion 2.

2.2 Observadores intervalo

Debido a que el objetivo del presente articulo consiste
en disenar observadores intervalo, introducimos una defi-
nicién general de esta clase de observadores (Avilés and
Moreno, 2020).

Definicion 4. Considérese el sistema no-lineal, dado por
las ecuaciones siguientes,

).(:f(t7xﬂ u’ V)’ 2

y=H(xw, ®
donde x € R™ es el estado, u € R™ es la entrada de con-
trol, v € R es el término incierto o de perturbacién que
actlia en el sistema, y y € R? representa las mediciones.
F y H son funciones no-lineales. Suponga que conoce-
mos: (i) las cotas de las incertidumbres/perturbaciones
v, dadas por v y v~ tal que permanece la siguiente
desigualdad por intervalos,

vi(t) = v(t) = v (), VteR (3)
y (ii) las cotas de las condiciones iniciales ty € R, x¢ €
R™, tal que se satisface la desigualdad subsecuente

x(0) = xo,

xa' = Xg = Xg. (4)

Entonces, el observador de estados, descrito por la si-
guiente forma,
")

)= G(t.&u v v
vh)

L&) =&,
() = £ (16w v v, © ()
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donde £ € R™ es el estado estimado y &, = g(0, x;, x{)
es la condicién inicial, es un Observador que Preserva el
Orden Parcial Superior (Inferior) para el sistema (2) si

(i). para alguna solucién (x,€&) de (2-5) con v- = v =
vt Vi € R se tiene que limy_, ||[X(¢) — x(¢)|| = 0.

(ii). para los vectores xg, X5, X§ € R™, y alguna per-
turbacion v, las soluciones satisfacen la desigualdad
t > 1o

X(t) = x(t) (x(t) = x(1)).
Ademsds, si el observador (5) es ejecutado un par de
veces simultaneamente, y sus ecuaciones de salida son
expresadas como

Sty — e+ - ot
f,(t) - 87 (tvgauaviav+) 9 (6)
X (t):g (t7£7u7V vV )a

y satisfacen que

1. Alguna solucién (x, &) de (2-5) con v- = v = v,
vVt € R tal que lim;_, o ||X(t) — x(t)|| = 0.

2. Para los vectores xp, Xg, xar € R" y alguna
perturbacién v, las soluciones satisfacen para todo
t > to con la siguiente desigualdad

XT(t) =x(t) = X°(b), (7)
entonces, son llamados un Observador Intervalo para
el sistema (2).

Nota 5. Es claro que podemos construir un observador
intervalo para sistemas con incertidumbre/perturbaciones
(vF(t) # v(t) # v~ (t) # 0), usando dos observadores:
un observador que preserva el orden parcial superior e
inferior, que satisface la desigualdad (7), y ademds sus
estimaciones convergen de forma préctica a sus valores
verdaderos, es decir

lim ||x*(t) —x~(1)|| <,

cec R+.
t—o0
3. OBSERVADOR INTERVALO PARA SISTEMAS
LINEALES DE DIMENSION 2n

En esta seccién, se presenta el diseno de un observador
intervalo para la familia de sistemas lineales de dimensién
2n, considerando las primeras mediciones del sistema
lineal con la dimensién n.

3.1 Sistema de dimension 2n

Sea el sistema lineal de dimensién 2n, descrito por las
ecuaciones siguientes,

d
() = x2(0),
< d
1) Salt) = Avxa(t) + Aaxa(t) + But) + Dv (1),
y(t) =x1 (1),
(8)
donde x;(-) : Ry — R™ ¢ = 1,2 son los estados del

sistema Yg en (8), u(t) : Ry — RY; es la entrada
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de control y v(t) : Ry — R%, representa a las entra-
das desconocidas, como perturbaciones o incertidumbres,
que estéan presentes en Xg. Ademds x;(t) representa las
mediciones del sistema acoplado ¥g. Az, Ay, B, D son
matrices de dimensiones apropiadas.

Consideramos las siguientes suposiciones para el sistema
Yg en (8).

Suposicion 1. Las condiciones iniciales x;, i = 1, 2 estdn
acotadas por intervalos, dada por la forma,

x; (0) = x;(0) = x;(0), (9)

(2

donde x;(0) y x;(0) son las cotas conocidas de las
condiciones iniciales de Xg.

Suposicion 2. La entrada de control u(t), también estd
acotada por intervalos,

u'(t) zu(t) = u (1), (10)
donde u™ () y u™ (¢) son funciones continuas conocidas de
u(t). Ademds, el término de incertidumbre/perturbacién,
dado por v(t) estd acotada por la siguiente desigualdad,

Vi) =v(t) = v (1), (11)

donde v*(t) y v~ (t) son las funciones conocidas de v(t).
3.2 Diseno del observador intervalo

Nuestro objetivo estd enfocado disenar un observador
intervalo para la clase de sistemas Xg en (8), cuyas esti-
maciones sean convergentes, y simultaneamente preserven
el ordenamiento parcial con respecto a las trayectorias de
los estados, a partir de una inicializacién adecuada en las
condiciones iniciales y entradas.

Consideramos un par de observadores de estados, uno
superior y otro inferior, para el sistema lineal Xg en (8),
dados por las siguientes ecuaciones,

d /wi\ _[(-Li I, Wf+0u+
dt \wy ) \-Ly Ay —H) \wj B

. 0 + H =+ Ll
Eo+. +<D)V +<A2+(A4_H>H+L2)X1,
+ +
X1\ _ (W
5)-(Gh)+ (&)=
d w;\ (L I, Wi 0 _
dt(wQ)_(LzAsz wy T{B)"
0 H+L;
Yo~ +(D>V +<A2+(A4—H)H+L2) *U
X\ _ (wy
() -Gn)+ ()=
(13)
donde wi,i = 1,2 son los estados del observadores

i
(Xo+, Xo-) ¥ X5,4 = 1,2 son las estimaciones de los
estados de la planta Xg en (8). Las ganancias de los
observadores son L;, ¢ = 1,2, H € R™"*",
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En el siguiente Teorema se presentan las condiciones de
diseno de un observador intervalo para el sistema Xg.

Teorema 1. Suponga que las siguientes condiciones son
satisfechas,

0>0 (14a)
U1y > Ly (14b)
L1 = glI (140)
Lo = —6,1 (14d)
H= A4+ /1, (14e)
B>0, D>0 (14f)

Entonces, los observadores (Xg+, ¥o-) componen un
Observador Intervalo para el sistema lineal de dimension
2n en Xg en (8).

Demostracion 1. Esta prueba analiza el caso del observa-
dor superior Ear. Considere el sistema dindmico

i ()= (8, %) () + (3) ()
(B ) () 6 )
(15)

Utilizamos xa(t) para construir el error de estimacién
definido como e := X — x;. Entonces las dindmicas
de los errores de estimacion son expresadas como,

d (ef -L; I, e 0\, [0\_
i (@)= Cuala) ()« (3)= ()~
(16)
dondeu = ut —u,v = v© — v, ( para el caso del obser-
vador inferior, considerar u = u—u",y v =v—v_).

Tomando en cuenta las condiciones (14c-14e), la expre-
sion anterior se reduce a

i (o) =[(2 ) =1 () + (8) =+ (5)

donde la matriz de estado es Hurwitz y Metzler cuando
se satisface (14b). Ademds, estas dindmicas del error
de estimacién superior satisfacen las condiciones de un
sistema cooperativo (ver Proposicién 2) cuando se cumple
(14f). De aqui que las trayectorias de los errores de
estimacién estdn acotados por abajo cuando e(0) = 0,

)= [ 10o+] (8)

m
=F*0

Para garantizar la estabilidad del error de observacion,
consideramos la funcién candidata de Lyapunov,

V =e'Pe,

donde P =P > 0 es definida positiva, e = [e], e3]T. Su
derivada de V' a lo largo del tiempo es

<—e'Qe
+ 2max (P) [le]] ([[BI]; [[@l], + D], [[¥]5)

2
<= A (Q) [le][5
+ 2Amax (P) [le|[y ([IBll [[all, + [|Dll, [[¥]ly) 4
donde Apax(P) ¥ Amin(P) denotan el mayor y menor ei-

genvalor de P, respectivamente. Aqui Q = — (FTP + PF)
es una matriz definida positiva, cuya existencia se garan-
tiza dado que la matriz F es Hurwitz. Adicionalmente,
%V es negativa cuando

)\méx(P)
Amfn((g)
Primeramente, se habfa considerado x5 (t) en (16), el cual

es desconocido para el observador Xo+. Sin embargo,
conociendo que

llefl; > 2 (IIBIl; [[ally + DIl [[¥lly) -

d
—X] = Xao,
FTRe 2
en Xg, podemos sustituir este término en (15), obteniendo

las siguientes expresiones

d §'1'r _ 0 In X1 0 + 0 +
& (/)E;r —HX1) o (Az A4> (f(z + B u’+ D v
L ~ 0\ .

B (L;) & —x1) - <H> %t

La prueba concluye al considerar la ecuacién de salida

del observador ¥+ en (12), y reorganizar la expresién

anterior en términos de wj (t).

4. SIMULACIONES NUMERICAS

En esta seccién consideramos el siguiente modelo

0 0 1 0

zZ1 0 0 0 1 Z1
d 2 _ _i k _c < 2 (17)
dt (=] mp m mi1 mq Z3
24 k ]é c c 24
mo mo My mo
0
0
+ L] (@) +o()
my
0

<
y = (21 22)

Este modelo ha sido estudiado, entre otros, en (Zhang

et al., 2016) donde se disefia un observador lineal en el

caso de que los parametros de la planta son desconocidos.

En contraste, nuestro método requiere el conocimiento

de los parametros de la planta, asi como las cotas de la
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Figura 1. Entrada u(t) y perturbacién v(¢) consideradas para la simualcién.
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Figura 2. Comparcién de los estados reales con los estimados superiores e inferiores.

entrada u(t) y de la perturbacién v(t). Los pardmetros
que consideramos son los siguientes:

m1:3, m2:10, k=5, c=1.
Adema3s, la entrada y la perturbaciéon que consideramos
se muestra en la Figura 1, donde se puede observar
que ambas estén acotadas en los intervalos [0,5] y [0, 2],
respectivamente.

Para los observadores (Xg+,Xo-) en
namos las siguientes ganancias:

(12)-(13) seleccio-

C C
=2 b=1 ¢, =2H= ’/CTL1 m& + 0415,
my  ma

Con esta eleccién de los pardmetros, la Figura 2 mues-
tra los estados estimados y reales. En color amarillo, se
encuentra la estimacion superior de los estados, mientras
que en color rojo, el inferior. La linea discontinua muestra
el estado real. Esta es una caracteristica de los observa-
dores intervalo dada por

z5(t) = 2(t) =2 (1), Yt >0,
Es importante destacar que las condiciones iniciales de los

observadores y la planta satisfacen

+ —
Zyg = Zo = Zg.

Ademis, se observa facilmente el comportamiento de la
estabilidad practica de las estimaciones del observador
intervalo. A su vez, la Figura 3 presenta los errores de
observacion. Cabe destacar que en todos los casos, el error
de observacion preserva el signo del error de observacién
inicial.

5. CONCLUSIONES

En este articulo se present6 el diseno para un Observador
Intervalo para la familia de sistemas lineales de dimensién
2n. Con este observador tiene un sistema de error de
estimacién, cuya matriz de estados puede ser escogida
arbitrariamente; lo que permite asignar la dindmica del
error de observacién como un sistema cooperativo, con
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Figura 3. Errores de observacién.

estabilidad practica debido a las entradas acotadas que
actian en la planta.
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