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Abstract: A new stability analysis for traffic systems characterized by the presence of
pointwise and distributed delays is presented. The stability analysis is carried out via stability
tests in a finite number of mathematical operations. In addition, an improved necessary and
sufficient condition for retarded type systems is also presented. Some examples allow testing

and validating the proposed stability analysis.
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1. INTRODUCCION

Recientemente, la evolucién y desarrollo de tecnologias
de comunicaciones, tales como la conexién Vehiculo a
Vehiculo (V2V) o Vehiculo a Infraestructura (V2I), han
posibilitado el desarrollo de asistentes de manejo basados
en el intercambio de informacién vehicular dentro del flujo
de trafico (Khan et al., 2022). Estas estructuras forman
sistemas de vehiculos conectados constituidos por flotillas
de vehiculos que mantienen una referencia de velocidad y
distancia inter-vehicular.

La tecnologia de vehiculos conectados ha demostrado ser
una forma eficiente de administrar los sistemas de trans-
porte (Suthaputchakun et al., 2012); aborda retos rela-
cionados con la congestion vial, consumo de combustible,
prevencion de accidentes vehiculares y seguridad activa
de los conductores en situaciones potenciales de colisién
(Sepulcre and Gozalvez, 2012).

Diversas estrategias de control han sido disenadas y
aplicadas en sistemas de vehiculos conectados a través
de conexiones V2X; por ejemplo el Control de Crucero
Conectado (CCC) (Orosz, 2016) o el Control de Crucero
Adaptativo (CCA) (Chu et al., 2023). Otras investiga-
ciones se enfocan en el diseno de controladores jeraquicos
CCC (Zhang et al., 2017), o en abordar por medio de
predictores dindmicos, el problema de estabilizacion en
presencia de retardos en la entrada (Vite et al., 2022). En
Ersal et al. (2020) se presenta un estado del arte detallado
acerca del control de vehiculos inteligentes conectados y
el respectivo andlisis de estabilidad.

* El trabajo de todos los autores fue apoyado por el proyecto
CONACYT A1-S-24796, Mexico.

El andlisis de estabilidad de los sistemas de trafico se
clasifica en estabilidad de planta (habilidad de la flotilla
para alcanzar el estado estable cuando no ocurren per-
turbaciones) y estabilidad de la cadena (capacidad de la
flotilla vehicular de asegurar que las perturbaciones en el
vehiculo lider no se amplifiquen en los seguidores). El uso
de conexiones V2V en controladores de crucero ha gen-
erado nuevas problematicas, al introducir retardos en la
comunicaciéon y procesamiento de datos. Esto genera que
la sintonizacién de los controladores requiera de criterios
de estabilidad que toman en cuenta retardos en el tiempo
as{ como fenémenos como la memoria del conductor.

En el presente trabajo de investigacion, se estudia la
estabilidad de sistemas de trafico con retardos para la
sintonizaciéon de controladores de crucero. Lo anterior
mediante criterios exactos de estabilidad en el enfoque
de Lyapunov-Krasovskii basados en las matrices funda-
mental y de Lyapunov del sistema (Mondié et al., 2022;
Castano et al., 2023). Adem4s, partiendo del esquema de
discretizacion introducido por Alexandrova (2023), se pre-
senta una condicién suficiente y necesaria para sistemas
de tipo retardado.

Esta contribucion se organiza de la siguiente manera. La
Seccidén 2 contiene los preliminares y resultados de estabil-
idad/inestabilidad en el marco de Lyapunov-Krasovskii.
Una condicién de estabilidad necesaria y suficiente para
sistemas de tipo retardado es presentado en la Seccién 3.
En la Seccién 4, se introducen los modelos matematicos
para sistemas de trafico en presencia de retardos. Dos
ejemplos donde se estudia la estabilidad de sistemas de
trafico con retardos se presentan en la Seccién 5. Final-
mente, en la Seccién 6 se dan algunas conclusiones.

Notacién: S es el conjunto de matrices positivas
definidas en R™™ ™. El espacio de funciones continuas
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a pedazos y continuas sobre [—h,0] se escribe como
H = PC([—h,0],R™) y C([—h,0],R™), respectivamente.
Las funciones [-] y |-] se denotan como la funcidn techo
y piso, respectivamente.

2. PRELIMINARES

Considere el sistema lineal con retardos en el tiempo

m
t)=> Aj(t - / G(9
§=0
donde A; € R™" j =0,1,2,...,
-+ < hy, = h son retardos y la funcién matricial
G(0) € PC([—h, 0], R™*™) representa el nicleo del retardo
distribuido. Si G(0) es igual a cero, el sistema (1) se reduce
a un sistema con retardos puntuales. La condicién inicial
se define como ¢ € H. La restriccién de la solucién x(t, ¢)
del sistema (1) en el intervalo [t—h, ] es z:(p) : 0 — z(t+
0,¢), 6 € [—h,0].
En esta contribucion, el andlisis de estabilidad para el
sistema (1) es abordado haciendo uso de la funcional de

Lyapunov-Krasovskii con derivada prescrita basada en la
matriz de Lyapunov para sistemas retardados

0
v1() = volp) + / Wi )

a(t+0)do, (1)

m, 0 = hy < hy <

donde

() =¢" (0)U(0)¢(0)

m .0
#2703 / U8-1y)
A0 d&—I—ZZ/

k=1 j=1

/ U 91 + hy — 6Oy — )A]¢(92)d02d91

el / / U(¢ ~ 0)G(€)dEp(0)db
+2;/_hj /_h/_ehz ¢T(91)A]T

xU(h; + 01 — 02 + §)G(£)p(02)dEdO2db:

01 (02

T / 7(6y) / | ] e

xU(01 — 0 — & + &) (fg)dfgd&(p(&g)dﬁgdﬁl
Aqui, W € S}, y U(7) es la matriz de Lyapunov para
sistemas retardados, que es solucién de un conjunto de
ecuaciones, denominadas propiedad dindmica, algebraica
y simétrica (Kharitonov, 2013). La existencia y unicidad
de U(+) estéd determinada por la condicién de Lyapunov, la
cual establece que el espectro del sistema no debe contener
valores propios s1, so tales que s1+s2 = 0. La derivada con
respecto al tiempo de vy () a lo largo de las trayectorias
del sistema (1) es dada por

dvy (24) _ T
dt ) - € (t ha @)Wﬁl’(t h, So)a

t>0.

2.1 Resultado sobre sistemas con retardo distribuido

En Castano et al. (2023) se presenta un criterio para el
andlisis de la estabilidad de sistemas de la forma (1) que
depende de la matriz fundamental del sistema y de U(-).
Este criterio requiere de un nuimero finito de operaciones
matematicas, y se enuncia a continuacion.

Teorema 2.1. (Castano et al., 2023) El sistema (1) es
exponencialmente estable si y solo si la condicién de
Lyapunov se satisface y

(E=0) - oon” (=) (540
con

r =1+ [hel(M + L)(a* + /a*(a* + 1)) — Lh].
Aqui, K(t) es la matriz fundamental del sistema (1),
L es una constate positiva tal que ||K(t)| < L para

m
€ (0,h), M =Y |4l +g, con g = sup [G(O)]|
= 0€[—h,0]

T

>0
ij=1

. 2

yoa = ———
a1 + o

estan determinados por

, ag € (0,a3). Los valores de of, a1 y as

* 3 1 1
af = min ( T+ Do (P h(m + 1))\ma1}(P2)>a
672hM>\min W
ay = T() cos?(bo),
2
oz = max [U() 1+Z||A || + + h[Wl;

con by la tnica solucién en el intervalo [0,7/2] de f(b) =
sin(0)((hM)? + b?) — (hM)? = 0, ademds n > 0, A =
(Ag, Aq,..., Ap) € Rt o = (1,0,...,0)7 €
Rm+1, y
1 ~1
P = |:Im+1 QW — ;(61 el ) ®W]

X [€1®In~A+AT-€1®In—h'(€1
P, =W'GT(0)G(0), VY 0¢€][-h,0].

e In]

2.2 Resultados sobre sistemas de tipo retardado

Para la matriz G(0) igual a cero y un retardo puntual, el
sistema (1) se reduce a un sistema de tipo retardado de
la forma

(t) = Agx(t) + Ava(t —h), t>0. (3)

Considere el conjunto de funciones
S= {90 € C*([=h, 0L R™) | llelln = lle(0)]| = 1,
le®lln <M, 1=TE},

donde M = ||Ag|| + || A1]].

A continuacién se recapitulan resultados recientes de
estabilidad e inestabilidad, expresados en términos de la
funcional (2).

Copyright® AMCA, ISSN: 2594-2492
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Lema 2.1. (Egorov, 2020) El sistema (3) es exponencial-
mente estable, si y solo si, existe una constante $; > 0 tal
que la funcional (2) admite la cota inferior

vi(p) = Billp(0)*, ¢ € PC([~h,0],R").

Cabe mencionar que la prueba de necesidad en Egorov
(2020) permite calcular 81 de forma constructiva.

Lema 2.2. (Mondié et al., 2022) Si el sistema (3) es
inestable, entonces existe una funcién ¢ € S tal que

def )\min(W)
vi(p) < —ar = = (1 cos(b)),
donde b € (0,7) es una solucién de la ecuacién

((2Mh)? + b*)(1 — cos(b))? = 4(2Mh)>.

En Alexandrova (2023), se presenté un novedoso crite-

rio de estabilidad en un numero finito de operaciones

matemadticas para el sistema (3). Este criterio se basa en

considerar una aproximacién lineal a trozos de la funcién

©:

p(s+0;) = In(s +05) + v (s +05), "

~ S ~ 8 4

In(s+0;) =@ (1 + Z) BRZAZUN

€ [-A,0], 5 =0, N —1. Aqui, Iy es la aproximacién

lineal a pedazos de ¢, Ny (0) = ¢(0) — In(6), 6 € [—h,0],
es el error de aproximacién y @; = ¢(0;), j =0, N.

La evaluacién de I en el argumento de vp(p) resulta en
una funcional discretizada de la forma

volln) € TANG. (5)

Aqui, los bloques de Ay = {A”} , son dados por

A% = U(0)+MN+M%+P0, ANN =Py,
=M+Qn-1, AP =Q+0QT 1=0,N—k—1,
M= My_p 4+ Ny_per + Qe AP =Qpu g,

k=1,N—-1,donde Q; =P; +Q;_1,j=—-N+2,N -1,

A% = ARI" para otros indices, ¢ = (88,871, .. .,@%)T,
y
0 s
My = / UT(s+kA) (14 ) dsd,
A A
0
N = / UT(s+kA) (—%) dsA;,
P =A7 / / Ul(el — 92) 1 + —) ( ) dsodsi Aq,

(o)) —A / / Ul(slfsg) 1+—> (7Z) dsgodsi Aq,

N*lyUl(Slfsg) U(81782+1A)
Observacion 2.1. Las matrices My, Ni, P;, Q; pueden
ser calculadas a través de un método recursivo usando las
propiedades de la matriz de Lyapunov para sistemas con
retardo como se presenta en Alexandrova (2023).

paral = —(N

La funcional discretizada (5) permiti6 llegar al siguiente
criterio de estabilidad para el sistema (3).

Teorema 2.2. (Alexandrova, 2023) El sistema (3) es expo-
nencialmente estable, si y solo si la condicién de Lyapunov
se mantiene y la matriz Ay+ es no negativa definida con

4ecM
N* = || ———
’7 )\min(W)—‘ ’
Ml = Imax HUT(G)Aln, M2
0€[0,h]

1
c= 6M?h3 (M; + hMs),

= ATU(0)A4]].
aéﬁaifh]H 1 U(0)Aq]]

3. CONDICION SUFICIENTE Y NECESARIA PARA
SISTEMAS DE TIPO RETARDADO

En esta seccién, se presenta una condicién suficiente y
necesaria para sistemas de tipo retardado en el marco de
trabajo de la funcional v (). Repitiendo pasos similares
como en Alexandrova (2023), se evalia la funcién con-
tinua a pedazos [y en el argumento de la funcional vy (),
dando como resultado la siguiente funcional discretizada

def 1 ~
vi(ln) = @ (Ay +WnN)5, (6)
donde )
W W O - --- O
2 1

* 2W “W -+ .. 0

2 1
aAlo « 2w ~w ... o0

Wy = — 2

3

1
* 2W EW
0} (0} * w

Posteriormente, se obtiene un estimado del error de la
funcional discretizada de vy ()

C
Tl = :

) ~mln) <ov =2 (@
donde ¢; = ¢ + %M2h3/\min(W), vy la constante c¢ es
introducida en el Teorema 2.2.

Con la ayuda de la funcional discretizada (6) y su esti-
mado de error de aproximacién (7), se presenta la sigu-
iente condicién suficiente y necesaria de estabilidad para
sistemas de tipo retardado.

Teorema 3.1. El sistema (3) es exponencialmente estable,
si y solo si,

An+ + W+ — dn«In+ >0,
con N* = L /;—11-‘ . Aqui, a1 € (0, 81), 51 es definido en el

Lema 2.1 y Zy+ es de la misma dimensién que Ay« +Whp«
con el bloque superior izquierdo de dimensién n x n igual
a dny+I y todos los otros bloques igual a cero.

Prueba. Necesidad: Por el Teorema 2.2 y por la
definicién de matriz positiva definida sobre Wy «, se tiene
que Ay« + Wy« > 0 para cualquier ¢ € H, si el sistema
es exponencialmente estable.

Ahora, suponga que existe un vector diferente de cero &
tal que ¢ (An+ + Wye — On+In+ )¢ < 0. Construya una
funcién ¢ € PC([—h,0],R™) tal que $ = &, y note que
PTIng = ||¢(0)|%. Por lo tanto,

ET(An+ +Wns — SN+ In+ )€ = vi(ln+) — n+[lIn+ (0)]|* < 0.

Copyright® AMCA, ISSN: 2594-2492
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Fig. 1. Sistema de trafico y estructura de red de comuni-
cacién V2V.

Si ||In+(0)|| > 0, obtenemos
v1(In+) < Sn [l (0)]12 < anllin= (0)[17 < Ballin=(0)]1?,

lo cual contradice el Lema 2.1. Si ||y« (0)|| = 0, entonces
llegamos a que vi(In+) = ET(An+ + W)€ < 0, una
contradiccion con Ay+ + Wy« > 0.

Suficiencia: Suponga que el sistema (3) es inestable, pero
An+ + Wy« — dn+Zn+ > 0. Por el Lema 2.2, existe una
funcién ¢ € S tal que v1(p) < —ay. Por la eleccién de
N*, se tiene que dn+ < a1, y por lo tanto

PN (AN + W)@ =v1(p) — T+ < —ai + a1 =0,

lo cual implica que Ay~ +Wpn+ —0n+Zn+ < 0, siendo esto
ultimo una contradiccién.

O

4. SISTEMAS DE TRAFICO CON RETARDOS

A continuacién se presenta el modelo matematico de la
dindmica longitudinal de un sistema de trafico con inter-
cambio de informacién mediante comunicacién inaldmbrica
Vehiculo a Vehiculo (V2V, ver diagrama de la Figura 1).

Los retardos en el tiempo surgen debido a las intermi-
tencias y descarga de paquetes en los canales de comuni-
cacién, asi como el procesamiento de datos. Se introducen
los conceptos de Control de Crucero Conectado (CCC)
(Judrez et al., 2018) y Control de Crucero Adaptativo Co-
operativo Asistido (CACCS) (Sipahi et al., 2008; Judrez
and Mondié, 2019), como estrategias de control aplicado
a cada vehiculo del sistema. Los controladores de crucero
tiene como objetivo dotar a una flota de vehiculos de
la capacidad de alcanzar una velocidad referencia vg(t)
establecida por un vehiculo lider, manteniendo ademés,
una distancia inter-vehicular deseada.

Con i = 1,m, la distancia entre el vehiculo i e i — 1,
conforme al marco de referencia representado en la Figura
2, estd definida por d;(t) = s;—1(¢t) — s;(t) — l;, por lo que
la dindmica del i-ésimo vehiculo se expresa como

di(t) = vi—1(t) — vi(t) (8)
0 (t) = uy(t)
donde s;(t),v;(t) y u;(t) son la posicién, velocidad y acel-
eracién (accién de control), del i-ésimo vehiculo, respecti-
vamente. La clase de sistema en lazo cerrado depende del
protocolo de control de trafico empleado.

281

si-1()

S
>

Fig. 2. Vehiculos conectados sujeto a un marco de refer-
encia absoluto.

4.1 Control de Crucero Conectado: retardos puntuales

El Control de Crucero Conectado es un problema de
consenso, cuyo objetivo es mantener una velocidad depen-
diente del progreso del vehiculo inmediatamente adelante.

De acuerdo al modelo (8), la aceleracién del i—ésimo
vehiculo determinada por la estrategia CCC (Orosz, 2016)
estd definida por

wi(t, hiio1) = aii—1 (V(di (t = hii-1)) —

v (t—hii—1))

i—1
+> Biy (Wi (t=hig) —vi (t—hiy)).
=0

donde «;;—1 es la ganancia de acoplamiento de la ve-
locidad del vehiculo ¢ a una velocidad dependiente de
la distancia inter-vehicular dada por la norma de avance
V(-), ¥ Bi,; es la ganancia de acoplamiento de la velocidad
del vehiculo i a la velocidad de los vehiculos precedentes,
hasta alcanzar la velocidad del vehiculo lider. La norma de
avance V' (d) es una funcién continua y monotdnicamente
creciente Judrez et al. (2018), que relaciona la veloci-
dad v;(t) con la distancia d;. Definiendo los errores de
seguimiento como

diioa(t) = diia(t) — d*,

sus dindmicas son
di i1 (t) = D1 (t) — (1)
0;(t) = i1 (Vi (Czi,i—l (t—hii—1)+ d*)
_ (’ﬁz (t — hi’ifl) + ’U*))

i—1
) B (B (t—hig) =i (t—hij)) -
j=0
donde d*, v* son la distancia inter-vehicular y la velocidad
deseada, respectivamente. Observe que si los h;; son
iguales, entonces el sistema (9) se reduce a un sistema
de tipo retardado con un tnico retardo (3).

’Ji(t) = ’Ui(t) — ’U*,

(9)

4.2 Control de Crucero Adaptativo Cooperativo Asistido:
memoria del conductor a través de retardos distribuidos

El Control de Crucero Adaptativo Cooperativo Asistido
(CACCS) (Sipahi et al., 2008; Judrez and Mondié, 2019)
es una estrategia que tiene por objetivo ajustar las dis-
tancias inter-vehiculares a una referencia definida por

di(t) = 8 + pivi(t),

Copyright® AMCA, ISSN: 2594-2492
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donde §; es la distancia de frenado, y p; es el tiempo de
avance. Definiendo el error de seguimiento e(t) = d;(t) —

d;(t), el sistema (8) se transforma en

&i(t) = di(t) — di(t) = vi—1 — vi(t) — pyus(t)
En Judrez and Mondié (2019) se propone la siguiente
estrategia de control que considera la memoria del con-

ductor compuesta por una accién de control local y una
accién de control de red,

wi () = g (t) + i (t)

(10)

(11)
donde
1 ki [
unlt) = - (vH(t) - fui(t)) o /0 Fi(P)es(t — 7)dr

’U,wl(t) = hi Z kijej (t — h”(t)> .
i =1

El lazo cerrado del sistema (10) con la ley de control (11)
es

éi(t) = —k; /Ooo fi(m)es(t — 7)dr — Z kije;(t — hij(t))

donde i = 1,2,...,m y k;; representan los pesos de
los enlaces de comunicaciéon vehicular. Las ganancias k;
representan la medicién de la agresividad del conductor
por unidad de masa del vehiculo (Sipahi et al., 2008).

La distribucién uniforme f;(7) que modela la memoria
a corto plazo de los conductores esta descrita por

1

= i <7 <hi+&
Mﬂ={@ ¢

0, en caso contrario

donde h; representa el lapso de tiempo después del cual la
memoria del conductor con tamano &; se vuelve efectiva,
yT=h;+ % es el promedio de la ventana de memoria.

Considerando iguales parametros de decisién del conduc-
tor, esto es, & = &, h; = h, y, definiendo el vector de
errores e(t) = [e1(t),ea(t),...,em(t)]T, la dindmica de
una flotilla de vehiculos considerando los efectos de la
memoria del conductor esté representado por

m n 0

éi(t) :ZZAije(tfhij(t))+/ Ge(t+0—h), (12)
i=1 j=1 —£

donde G = —diag(kg—l, %2, .. ké”), y Aij € R™*™ es

{A-} _ ) ki st (pg) = (i,)
Y] pg 0 en caso contrario

5. EJEMPLOS: SISTEMAS DE TRAFICO

En esta seccion se presenta la sintonizacién de los
parametros del controlador de crucero de un sistema de
trafico con retardos constituido por 3 vehiculos. Para
lograr este objetivo, se realiza el andlisis de estabilidad
empleando el Teorema 3.1 para sistemas con retardos

282

3 : : - -100

S0

G0

rr2.11

40

Teorema 3.1 N*

20

-1 L Al
2 0 g 2 4
2,0

Fig. 3. Ejemplo 1: Valores de N* requeridos en el Teorema
3.1 con respecto a (f2,0, 2,1).

puntuales y el Teorema 2.1 para sistemas con retardos
distribuidos. Para cada ejemplo, se presenta el mapa
de estabilidad en el espacio de pardmetros (ganancias
del controlador), incluyendo las fronteras de estabili-
dad/inestabilidad (anélisis de D—Particiones).

Ejemplo 1. Considere el sistema (9) constituido por tres
vehiculos, descrito por (3) con

0 0 0
0—-10 0 aj o™ o 0
oo o0 o0 _ 5 Lo
A=1g 1 01| M= 0 0 0 0
« s
0 000 0 B2 % —(a2,1 + B2,0 + B2,1)
donde K10 = —(051,0 + ﬂl,O)y h = 04, aio = 0.6 y

B1,0 = P21 = 0.7 Judrez et al. (2018). Los pardmetros
de referencia son d* = 20[m], y v* = 15[m/s].

En la Figura 3 se muestran (linea continua) las fronteras
de estabilidad e inestabilidad para el sistema (3). La zona
sombreada representa los puntos donde la condicién de
estabilidad del Teorema 3.1 se verifica. La barra de colores
lateral indica el orden de aproximacién requerido para
poder validar la condicién suficiente y necesaria.

Ejemplo 2. Considere el siguiente sistema de trafico que
modela las decisiones y memoria del conductor

—h —2h
#(t) = Aya(t—h)+Gh / 2(t40)d6+Go / o(t+6)d6
—2h ~3h
(13)
donde x(t) = [e1(t), e2(t)]T, con
Ky
_2 0 0 0
. 0 -25 . L .
A1_|:25 0:|’G1_ 0 7@ aGQ— 0k2‘|
2h 2h

En la Figura 4 se muestra en mapa de estabilidad en
el espacio de pardmetros (k1,k2) obtenido mediante el
Teorema 2.1. La construcciéon de la matriz fundamental
K (t) del sistema se obtuvo mediante el método paso a
paso y el célculo de la matriz U(T) se obtuvo mediante
el método semianalitico descrito en Aliseyko (2019) y el
algoritmo desarrollado en Cuvas-Castillo et al. (2019).

Los ejemplos presentados evidencian la importancia de
las condiciones de estabilidad para sistemas con retardos
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Valor de r

-10

-10 0 k1 10 20

Fig. 4. Ejemplo 2: Valores de r requeridos en el Teorema
2.1 con respecto a (kq, k2).

que modelan el comportamiento de flotillas de vehiculos
con control de crucero conectado. Estos criterios per-
miten determinar las zonas de estabilidad en el espacio
de las ganancias de los controladores, y con ello su imple-
mentacion exitosa. Por tanto se garantiza la estabilidad
de la planta.

6. CONCLUSIONES

En esta contribucion se determina la zona de sintonizacién
estabilizantes de los parametros de dos estrategias de
control de crucero de flotas de vehiculos. Se validan condi-
ciones necesarias y suficientes de estabilidad existentes y
se presenta un nuevo criterio verificable en un nimero
finito de operaciones para el caso de retardos puntuales.
Dos ejemplos permiten verificar la validez de los métodos
propuestos.
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