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Abstract: This paper presents the design of a robust controller, based on an integral sliding—
mode control (ISMC) approach together with an interval predictor-based state feedback
controller and a Model Predictive Control (MPC) scheme, for a class of uncertain linear
parameter—varying (LPV) systems. The proposed controller deals with some state and
input constraints and is robust to some external disturbances and parameter uncertainties.
Furthermore, the performance of the proposed scheme is validated by numerical simulations.
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1. INTRODUCCION

En las iltimas décadas, el control de sistemas no lineales
se ha convertido en un importante campo de investi-
gacién. Esto se debe a una amplia gama de aplicaciones
criticas de ingenieria, como los sistemas de control de
vuelo, los manipuladores, los sistemas automatizados, las
estructuras de las alas de los aviones, los sistemas de
inyeccién de combustible, entre otros. Sin embargo, to-
dos estos sistemas poseen incertidumbres paramétricas y
restricciones en los estados y en las entradas; ademads,
pueden verse afectados por perturbaciones externas.

En cuanto al diseno de control de sistemas dindmicos
con restricciones, se sabe que es una tarea muy com-
pleja de abordar mediante soluciones cldsicas de reali-
mentacién (Mayne et al. (2000)). Dado que este escenario
es recurrente, el control predictivo basado en el modelo
(MPC, por sus siglas en inglés) es una forma de manejar
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problemas de control éptimo restringido para sistemas
dindmicos inciertos (Mayne, 2014). Ademads, el MPC ha
crecido hasta ser muy popular y exitoso en muchas aplica-
ciones industriales (ver, e.g., Borrelli et al. (2017), Funke
et al. (2016) y Falcone et al. (2007)). El MPC resuelve un
problema de control 6ptimo en cada instante de muestreo,
donde se optimiza una secuencia de entradas y sélo la
primera entrada se inyecta en el sistema. Entonces, se
dice que un esquema MPC es robusto si logra satisfacer
la tarea de control bajo las restricciones en los estados
y en las entradas, para todas las secuencias posibles con
ciertas incertidumbres (Rakovié, 2016).

Sin embargo, se tienen algunos retos en los sistemas
inciertos basado en el MPC: la prediccién se basa en
modelos que a menudo son diferentes con respecto al
sistema real, por causa de incertidumbres, ruido y per-
turbaciones (Bemporad, 2007); normalmente, el MPC
requiere la medicién completa del estado, que no siempre
esté disponible y siendo necesario el uso de herramientas
de estimacion que anaden complejidad al problema debido
a los errores de estimacién (Findeisen et al., 2003). Por
este motivo, los sistemas de parametros lineales variables
(LPV) se utilizan normalmente para representar sistemas
con incertidumbres y/o no linealidades y pueden utilizarse
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para el diseno de algoritmos de prediccién como el MPC.
Por ejemplo, en Leurent et al. (2020), los autores propo-
nen un algoritmo MPC, basado en un predictor de estado
por intervalos, con el fin de abordar el problema de esta-
bilizacién para una clase de sistemas LPV de tiempo con-
tinuo, bajo restricciones en el estado y en el control, sujeto
a perturbaciones e incertidumbres paramétricas acotadas.
En Reis de Souza et al. (2021), los autores proporcionan
un control predictivo robusto con realimentacién de salida
para sistemas LPV de tiempo discreto bajo restricciones
en el sistema, en el estado y perturbaciones acotadas. Sin
embargo, en Leurent et al. (2020) y Reis de Souza et al.
(2021), sélo se garantiza la Estabilidad Entrada—Estado
(ISS) en presencia de perturbaciones externas.

Considerando técnicas de control robusto, el control
basado en modos deslizantes (SMC) es una metodologia
popular usada debido a su robustez contra cierta clase
de perturbaciones externas, y su convergencia en tiempo
finito (véase, e.g., Young et al. (1999) y Shtessel et al.
(2014)). En la literatura se han propuesto varios trabajos
para la combinacién de los controles MPC y SMC. En
Incremona et al. (2015), se propone un MPC jerdrquico en
un nivel superior, y el SMC en un nivel inferior, para una
clase de sistemas inciertos no lineales con restricciones.
Se propone un esquema de control accionado por eventos
basado en modelos para sistemas inciertos no lineales de
tiempo continuo con una configuracion en red. La estrate-
gia propuesta se basa en el uso de MPC y el control por
modo deslizante integral (ISMC), cumple con las restric-
ciones en en estado y en la entrada con incertidumbres.
En Steinberger et al. (2020), los autores proponen una
combinacién del MPC y el ISMC para el seguimiento de
la salida en sistemas lineales inciertos. Se garantiza la
convergencia exponencial a cero del error de seguimiento.
En Galvan-Guerra et al. (2022) se propone un control
optimo, basado en el MPC y en el ISMC, para sis-
temas lineales representados por una aproximacién multi-
modelo con incertidumbres paramétricas y perturbaciones
externas acotadas. Ademds, mediante la resolucién de
un problema multi-modelo de min—-max con el MPC,
los autores proporcionan una estabilidad asintética del
sistema. Sin embargo, en la mayoria de los resultados
anteriores, el modelo y los parametros del sistema son
necesarios para alcanzar la precision, y la mayoria de ellos
s6lo proporcionan propiedades ISS.

La principal contribucién de este trabajo es el diseno de
un controlador robusto, basado en un enfoque ISMC con
un controlador de realimentacién de estado basado en un
predictor por intervalos y un esquema MPC, para una
clase de sistemas LPV inciertos. La estrategia de control
es robusta frente a algunas perturbaciones externas e
incertidumbres paramétricas con restricciones en el estado
y en la entrada. El ISMC compensa las perturbaciones
acopladas asegurando el modo deslizante desde el primer
instante. Ademads, el controlador de realimentacién de
estado esta basado en el predictor por intervalos y el
MPC, el cual establecen un controlador de conmutacién
que se ocupan de las restricciones en el estado y en la

entrada. Se demuestra que el enfoque de control propuesto
garantiza la estabilidad exponencial y la carga computa-
cional disminuye debido a la estructura de conmutacion
del controlador. Es importante mencionar que esta prop-
uesta extiende los resultados mostrados por Leurent et al.
(2020) compensando completamente el efecto de la per-
turbacién externa.

Este trabajo estd organizado de la siguiente manera: En
la Seccion 1II se presenta el planteamiento del problema.
Los preliminares se presentan en la Seccién III, y el
controlador propuesto se presenta en la Seccién IV. La
Seccion V ilustra el enfoque propuesto con un ejemplo
numérico. Finalmente, en la Secciéon VI se encuentran las
conclusiones de este estudio.

Notacion: La norma euclidiana de un vector = € R es
representada como ||z||. La matriz identidad de dimensién
n es definida por I,,. La secuencia de enteros 1,...,n esta
denotada como 1, n, para cualquier n € N. El conjunto de
todas las entradas u : R>o — RP tal que su norma Lo, en
[0, 00] es menor que infinito, i.e., ||ulloo := ||ul[0,00] < 0,
se denota como L. Para un par de vectores z1,x2 € R,
y un par de matrices Ay, A € R™"*" la relacién 21 < o,
y A1 < A, se satisface elemento a elemento. Para una
matriz A € R"*" se define AT = max {0, A}, A= = AT —
A,y |A] = AT + A, de forma similar para un vector.
El termino He(A) se expresa A + AT, para una matriz
A € R"*". Ademds, para una matriz simétrica A € R"*"
la relacién A < 0(A = 0) significa que A € R™ " es
negativa (positiva) definida. Una matriz A € R™*" es
llamada Metzler cuando todos sus componentes fuera de
la diagonal son no negativos.

2. DEFINICION DEL PROBLEMA

Considere el sistema LPV de forma:
& = A(f)x + B(u + w(t)), (1)

donde x € R™ es el vector de estados, u € R™ es la entrada
de control, el termino w : R>9 — R™ representa algunas
perturbaciones externas acotadas, § € RP es un vector
de pardmetros desconocidos en la matriz A : RP — R™*"™,
que pertenece a un conjunto compacto © € RP, y la matriz
B € R™"™*™ eg conocida.

El objetivo de este trabajo es disenar un controlador
robusto tal que las trayectorias del sistema (1) converjan
a cero. Dicho controlador debe ser robusto ante algunas
perturbaciones externas e incertidumbres paramétricas,
ademas, considerar algunas restricciones en el estado y
en la entrada i.e., z(t) € X C R", y u(t) € U C R™, para
todo t > 0 con un conjunto de restricciones acotadas X y
U.

Para abordar el disenio del control, el sistema (1) cumple
con las siguientes suposiciones.

Suposicién 1. Eriste una matriz Metzler Ag € R™*",
y algunas matrices A; € R™ ™ para i = 1,7, para cierta
n € N; tal que:

Copyright® AMCA, ISSN: 2594-2492
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Ao+ S MO)A, ©)
=1

n
DA =1, Mi(9) €
i=1

Suposicién 2. Las perturbaciones externas son aco-

tadas, i.e., w € W :={w € L : ||w]|oc < wT}, con wt

una constante positiva conocida; y existen dos vectores

2o, To € X tal que 2y < 2(0) < To.

[0,1]. (3)

3. DISENO DEL CONTROL

Se propone la siguiente entrada de control:
u(t) = ug(t) + ui(t). (4)

El control (4) esta divido por dos componentes: el compo-
nente no lineal u; basado en el enfoque de modo deslizante
integral que compensa el efecto de las perturbaciones;
mientras que ug es la parte del control nominal, que se
compone de una realimentacion de estado basado en un
predictor por intervalos y el esquema MPC, el cual se
ocupara de las restricciones en el estado y en la entrada.
La metodologia propuesta garantizard la estabilidad ex-
ponencial del sistema dindmico.

Considerando que u(t) € U, esto implica que ||u|| < tmax,
para un determinado umax > 0; entonces, un esfuerzo de
control especifico puede ser asignado a cada componente
del controlador (4), i.e.,, ||uoll < womax ¥ ||u1]] < U1 max,
CON UQ max; U1 max > 0, tal que ugmax + U1 max < Umax-

3.1 Control por Modos Deslizantes Integrales

Considere la siguiente variable deslizante
t
G / [Aox(r) + Bug(r)dr, (5)

donde G € R™*" tal que det ( GB% # 0. Esta matriz
puede ser seleccionada como G = (BT B)~!B” | para mas
detalles ver Castanios (2006) y Utkm et al (1999) Asi, la
dindmica de la variable deslizante es:

yi
§=GY N0
i=1

s(z) = Gla(t) — x(0)] -

YAiz + GB(us + w(t)). (6)

Entonces, se propone el siguiente control por modo
deslizante .
(GB)'s

=— —_— 7

S eI} "

donde v(z) > 0 para todo = € X. El siguiente lema
proporciona las condiciones para garantizar la conver-
gencia en tiempo finito de la variable deslizante a cero
cumpliendo con la restriccion en la entrada.

Lema 1. Sea el ISMC (7) aplicado al sistema (6), para
U1 max > 0. Si la ganancia v(x) es diseniada como:

V(&) =p+w" + |G| Amax] 2], (8)

con Amax = 31y [|Aill,
0< 14 S Ul max — ’LU+ - ||G||Amaxxmaxa (9)
se cumple que uimax > 0; entonces, s = 0 es uniforme-

mente estable en tiempo finito (UFTS, por sus siglas en
inglés).

y p >0 tal que

La prueba del Lema 1 es estiandar para modos deslizantes
y se omite por cuestién de espacio (Utkin, 1996).

Por lo tanto, el control robusto u; se encargara de las
perturbaciones w y de las incertidumbres paramétricas

T Ni(0)A;, que satisfaga la restriccién en la en-
trada ||u1|| < u1max- Sin embargo, la incertidumbre
paramétrica y ., A;(#)Az no estd acoplada con la en-
trada de control u;, solamente su proyeccion en el espacio

coincidente con B puede ser compensado por u;.

Ademads, es posible establecer ujmax de acuerdo con la
cota superior de las perturbaciones; entonces, se destina el
esfuerzo de control restante a ug, i.€., Ugmax < Umax — U1-

Observacion 1. También es posible disenar el control
por modo deslizante (7) mediante leyes de control con-
tinuas, por ejemplo, mediante algoritmos Super—Twisting
multivariables (ver Indira Nagesh (2014), Lopez-Caamal
(2019) o Moreno et al. (2021)). Sin embargo, es necesario
considerar las restricciones de saturacion.

8.2 Predictor por Intervalos

A partir de que el modo deslizante se lleva acabo desde
(6), se tiene que el control equivalente es

Uteqg = —(GB) 1GZ/\ 0)Ax —w
i=1
por lo que las trayectorias del sistema en la superficie

deslizante estan dadas por

donde A; = (I (GB) 1@)A;. Entonces, de acuerdo
con Efimov et al. (2013) se obtiene que

(10)

i | * + Buy,

Az~ — Azt < Z i
i=1
donde A = Y0 | AF, A =" A;. Por lo tanto, es
posible disenar el siguiente predictor por intervalos para
el sistema (11)

r< Azt + Az, (12)

& =Apz — Az~ — AT + Buy,
T =AT + AT + Az~ + Buy.

La dinamica anterior podria reescribirse de forma com-
pacta de la siguiente manera

f = Ao€ + A1ET + Ax¢™ + Buy,
donde & = (gT, ET)T IS

(Ao O (0 -A _(-Ao0 (B
A= (s Ao)’Al_(O Z)’AQ_(A 0>’B‘(B)‘

(15)

R2", y las matrices del sistema

Copyright® AMCA, ISSN: 2594-2492
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Observe que el término de € esta acotado, por lo que z esta
acotado. Asi, para estabilizar la dindmica del sistema (1),
se requiere disena una realimentacién de estado ug para
llevar las trayectorias del sistema (15) a cero (ver Efimov
et al. (2013)).

3.8 Diseno del Control por Realimentacion de Estado

La senal de control uy se propone como

_ JU(), &(t:) ¢ Xy,

uo(t) = {w), £t € X,

donde Uy es la senal de control dada por el MPC, para

todo t € [t;,t; + h), con h € (0,T) y T como el tiempo

de aplicacién y el predictor por intervalos para el MPC,

respectivamente; y %o es la realimentacién de estado. El
conjunto de conmutacién Xy es definido méas adelante.

(16)

El control de realimentacién de estado g se obtiene de la
siguiente forma

U = Kof + K1§" + Kot ™, (17)
con Ky, K1, Ko € R™2" gon las ganancias que se
disenaran. El siguiente lema proporciona una manera de
disenar las ganancias de realimentacion de estado garanti-

zando la convergencia de las trayectorias del sistema (15)
a cero.

Lema 2. Asuma que las suposiciones 1 y 2 se cumplen
y que se aplica la ley de control por realimentacion de
estado (17) al sistema (15), i.e., ug(t) = Uo(t). Se supone
que existen matrices diagonales 0 < I'; € R?*27 () <
Ry, Ry € R?2"*2" qlgunas matrices diagonales ¥, Ry €
R27X2n o glgunas matrices Y; € R™*2" para | = 0,2, tal
que el siguiente conjunto de LMIs

Q11 Q12 3
Q=1 * Qa2 Qo3 =0, (18)
* * Qgg
Ty + min{Ty, Us) + 2min{R1, R} >0,  (19)

= He(AoFal + BYQ) + Uy,
Qg = AT+ BY, + T AL + Y BT + Ry,
Qi3 = ATyt 4+ BYy — Tyt AL — Y'BT — Ry,
Qoo = He(All"fl + BYl) + Uy,
Qo3 = AT, 1 4+ BY, — TP AT — VBT + Ry,
Q33 = Uy — He(AT, ! + BYs),
son factibles. Si las ganancias de realimentacion de estado
se diserian como K; = YjF;1 para j = 0,2; entonces, las
trayectorias del sistema (15) convergen exponencialmente
a cero.

La estructura diagonal que requiere I'g es natural debido
a la existencia de una matriz diagonal I'g, como una
solucién de la ecuacién de Lyapunov He(T'Ap) < 0, es

equivalente a la estabilidad de la matriz Metzler Ay =
Ao + BKj.

Asi, el control (17) proporciona una convergencia ex-
ponencial a cero para el predictor por intervalos (15).

Ademas, considerando que Ay es Metzler y z, < z(0) <
Ty, para dos vectores x,, To € R”, la propiededad de
inclusién z(t) < x(t) < T(t) se satisface (para mayores
detalles, ver Efimov et al. (2013) y Efimov et al. (2012)),
por lo tanto, las trayectorias del sistema (1) convergeran
a cero y el problema considerado se resolverd adecuada-
mente siempre que z(t) € X, y u(t) € U, para todo t > 0,
se cumple.

Ahora, es posible definir el conjunto Xy como sigue
Xp={£e R Ve(¢) < wle}, (20)

donde Vg = € TTote+£TT Mt —¢TT5 M7, € es una cons-
tante positiva, y £ = miny,_15; A; [T(I‘O +Tf + F;)},
con T = Wy + min{¥q, P2} + 2min{ Ry, Ro} > 0, ¥; =
7'ty Ry =T R;T; Y, paral = 0,2. Note que Xf
es un conjunto invariante para el sistemas (15); ademas,
todas las trayectorias dentro de Xy convergen a cero.

Por lo tanto, es posible seleccionar € tal que Xy C X x X
i.e., tal que z(t) € X se cumple, para todo t > ¢y > 0.

3.4 Diseno del MPC

Antes de proceder a la descripcién de la metodologia del
MPC, es necesario introducir la siguiente suposicién.
Suposicién 3. FEuzisten v(z), Ko, K1, y K2 que satis-
facen las condiciones del Lema 1, y

(GB)Ts

At & (1) + Kot (1) €T,
e 0) gy + KO0 + KA (1) + Ko (1) €U

para cualquier § € Xy y todot >ty > 0.

La suposicién anterior implica que siempre existe un
controlador (4), dado por (7) y (17), y tal que el sistema
(1) se estabiliza, y esta dentro de Xy, las restricciones en
el estado y en la entrada se cumplen.

Ahora, se describe la aplicacién del MPC, que se ocupara
de las restricciones en el estado y en la entrada para
todo &(t;) ¢ Xy. Se define Ty h € (0,7) como el
intervalo de prediccién y el tiempo de aplicacién del MPC,
respectivamente. Por consiguiente, el problema de control
optimo para el algoritmo del MPC es el siguiente (ver
Mayne et al. (2000) y Michalska (1993)):

Problema 1. Para las matrices dadas 0 = Q; €
R27x2n 5 —=0,1, 0 X Qo € R™ ™, yt; = ih, coni € N,
para encontrar las senales de control

Uy= argmin &7 (t; +T)Qoé(ti +T)

w:[ty,t;+T]—R™

t;+T
+ [ Qi) + uf @) Quunlo)ldo, (21
ti
de forma que se cumplan las siguientes restricciones

a) £: [ty t; +T) — R?™ es una solucién de (15).

b) &(0) e X x X yup(o) € U para o € [t;,t; + 1.

c) £ti+T) e Xy

Asi, si el control éptimo antes mencionado es factible,
las trayectorias del sistema (17) convergerdn al conjunto

Copyright® AMCA, ISSN: 2594-2492
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terminal Xy, cuando ug(t) = Up(t); entonces, dentro de
Xy, cuando ug(t) = uo(t), las trayectorias convergeran a
cero satisfaciendo las restricciones en el estado y en la
entrada.

Finalmente, la soluciéon del problema 1 proporcionaran el
resultado principal de este trabajo, que se describe en el
siguiente Teorema.

Teorema 3. Se supone que la suposicion 1, las condi-
ciones de los Lemas 1 y 2 se satisfacen y el Problema 1
es factible. Si la ley de control (4), dada por (7) y (16),
se aplica al sistema (1) y es diseniada de acuerdo a los
Lemas 1, 2 y la solucion del Problema 1; entonces, el ori-
gen del sistema (1) es Uniformemente Exponencialmente
Estable, y se satisfacen las restricciones en el estado y en
la entrada.

La prueba se basa en resultados cldsicos del MPC (Mayne
et al., 2000).

4. RESULTADOS DE SIMULACION

En esta seccién se presenta un ejemplo numérico para ilus-
trar la utilidad de la metodologia propuesta. Considere el
sistema LPV (1) con:

[ =151+46() (0

A(0) = ( o(t) —0.4 ) B= (1)
con (t) = 2cos(t) y w(t) = 3cos(1.5¢) + 3. El conjunto
de restricciones esta definido como X = [-2,2] x [-2,2]
y U = [-10,10], mientras que las condiciones iniciales
del sistema son x(0) = (—1,1)T. Es posible demostrar
que este sistema satisface la Suposicién 1 y las matrices
Agy A;, con i = 1,2, se pueden obtener por un método
politépico convexo, y la perturbacién externa cumple con
la Suposicién 2, con wt = 6. Por otra parte, las condi-
ciones iniciales para el predictor son z, = (—1.5,—0.5)T
y To = (0.5,1.5)T. Las ganancias del controlador por
realimentacién de estado se evaldan con las LMIs del
Lema 1, i.e.,

Ky = (—0.0766,—0.0289, —0.0766, —0.0289),
K, =(-0.1210,—-0.0836, —0.1210, —4.4345),
K> = (0.1210, 4.4340,0.1210, 0.0836).

El horizonte de prediccién es seleccionado como N = 15
y calculando el conjunto de conmutacién correspondiente
a Xy de acuerdo a (20).Todas las simulaciones se han
realizado en MATLAB con el método de discretizaciéon
de Euler, un tiempo de muestreo igual a 0.001, y las
soluciones de las LMI correspondientes se han encon-
trado mediante el solucionador SDPT3 de YALMIP en
MATLAB, mientras que el MPC se ha implementado
utilizando el toolbox nlmpc de MATLAB.

Los resultados de simulacién se muestran en las Figuras
1, 2 y 3. En la Figura 1 es posible observar la variacién
con respecto al tiempo de las trayectorias del sistema que
satisfacen las restricciones y convergen a cero. La entrada
de control u aplicada al sistema se muestra en la Fig.

2. Ademsds, se muestran las sefiales de control ug y u;.
Con el fin de mostrar la importancia del ISMC, la Fig. 3
muestra una comparacién entre la entrada de control con
y sin el ISMC, i.e., u; = 0. Como resultado, la senal de
control ug no es capaz de estabilizar el sistema, debido a
las perturbaciones externas, y las trayectorias comienzan
a crecer dejando el conjunto de restricciones.

=1 ==Ly max =L min “ 2 = =23

0 1 2 3 4 5 6 T 8 9 10
Tiempo [s]

Fig. 1. Evolucién de las variables de estado

Tiempo [3|

Fig. 2. Evolucién con respecto al tiempo de las senales de
control

5. CONCLUSIONES

Este trabajo presenta el diseno de un controlador robusto,
basado en un enfoque ISMC combinado con un predictor
por intervalos mediante un controlador de realimentacién
de estado basado y un esquema MPC, para una clase de
sistemas LPV inciertos. La estrategia de control ISMC
permite rechazar las perturbaciones de emparejamiento
asegurando el modo deslizante desde el instante inicial.
El control es robusto frente a algunas incertidumbres
paramétricas, y se logra satisfacer la tarea de control
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T2
o
:

- - X —(z1,22) — con ISMC —(zy, z3) — sin ISMC

3 2 -1 0 1 2 3
1

Fig. 3. Comparacién del sistema con y sin ISMC

bajo restricciones en la entrada y en el estado. El uso de
LMI permite un diseno constructivo de las ganancias del
controlador basado en predictor por intervalos, que no de-
pende de la cota superior de las perturbaciones externas.
Ademas, el enfoque de control propuesto garantiza la es-
tabilidad exponencial y la carga computacional es menor
gracias a la estructura de conmutacién del controlador.
Por dltimo, se demuestra la eficacia del método con un
ejemplo numérico. Los trabajos futuros se dedicaran a la
ampliacién de la propuesta a situaciones mas complejas.
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