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Abstract: This paper presents a practical methodology for tuning a fractional-order PID
(FOPID) controller applied to a two-wheeled differential mobile robot. Using the robot’s
kinematic model and the particle swarm optimization (PSO) method, the goal is to improve
the system’s control precision and stability. Numerical results show that the FOPID controller,
compared to its integer-order PID counterpart, offers greater flexibility in parameter tuning and
better trajectory tracking performance, achieving a reduction in error. However, challenges re-
lated to the FOPID implementation, such as higher computational demand, are also discussed.
Future work includes the experimental validation of the results on a physical platform, allowing
for the evaluation of the controller’s performance under real-world conditions.
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1. INTRODUCCION

Los robots méviles de traccién diferencial son una configu-
raciéon comun en aplicaciones préacticas por su simplicidad
y facilidad de uso en tareas como limpieza, transporte
industrial, deteccién submarina, vigilancia y sillas de
ruedas automaéticas (Xie et al., 2018). El control de estos
robots generalmente se basa en modelos cinematicos, mas
sencillos que los dindamicos y adecuados para las bajas
velocidades tipicas.

El diseno del controlador es crucial para lograr el
seguimiento de trayectorias definidas o desplazarse a una
ubicacién especifica en un tiempo determinado (Parhi,
2005). Tecnologias como el andlisis de imdgenes o video
pueden anadir una carga considerable en su desempeno

(Kamel and Zhang, 2014).

Los controladores PID se usan ampliamente debido a su
efectividad para lograr estabilidad y seguimiento Meng
et al. (2018). A pesar de ciertas limitaciones, los contro-
ladores PID siguen siendo una solucién robusta en diver-
sos sistemas Barsan (2019). Sin embargo, la sintonizacién
manual de los pardmetros PID puede ser compleja de-
bido a la dindmica no lineal del robot. Por ello, se han
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explorado técnicas como el Algoritmo de Optimizacién
por Enjambre de Particulas (PSO), redes neuronales y
algoritmos evolutivos (Pak et al., 2023; Abajo et al.,
2022), que han mostrado eficacia en la optimizacién de
controladores PID (Mohamed and Hamza, 2019).

Para ampliar la flexibilidad en la sintonizacién, los con-
troladores PID de orden fraccionario, conocidos como
PI*D*, se han empleado en diversas aplicaciones por
ofrecer m&s pardmetros ajustables para obtener un
desempeno mejorado (Martinez-Alonso and Gonzilez-
Olvera, 2016). Sin embargo, su implementacién en tiempo
real presenta retos debido a los mayores requisitos com-
putacionales y las dificultades en la sintonizacién (Abed
et al., 2022; Shah and Agashe, 2016; Monje et al., 2008),
limitando su adopcién (Somefun et al., 2021).

Este articulo presenta una metodologia para la sin-
tonizacién de un controlador PI* D* para un robot mévil
de dos ruedas, utilizando el algoritmo PSO para optimizar
los parametros del controlador fraccionario, mejorando asi
la precision y estabilidad en el seguimiento de trayecto-
rias. Se comparan los resultados con los obtenidos por
controladores PID tradicionales y se discuten los desafios
de implementacion.

Este trabajo estd dividido en las siguientes partes: En
la Seccién 2 se discuten los antecedentes necesarios
para comprender el uso de controladores PID de or-
den fraccionario y su sintonizacién, asi como una intro-
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duccién al célculo fraccionario. La Seccion 3 presenta el
planteamiento del problema, donde se describe el modelo
cinemético del robot mévil de dos ruedas y el modelo
de error asociado al seguimiento de trayectorias. En la
Seccién 4 se detallan los resultados numéricos obtenidos
a partir de la sintonizacién del controlador PI*D* uti-
lizando el algoritmo de optimizacién por enjambre de
particulas (PSO), comparando su rendimiento con un
controlador PID tradicional. Finalmente, en la Seccién 5
se presentan las conclusiones del trabajo, discutiendo las
ventajas y limitaciones del enfoque propuesto, asi como
posibles lineas de trabajo futuro.

2. ANTECEDENTES
2.1 Conceptos bdsicos de cdlculo fraccionario

El célculo de orden fraccionario es una generalizacion de
la integracion y la diferenciaciéon a dérdenes no enteros,
y cuyo operador fundamental de orden fraccionario se
denota como aDy, donde a y t son los limites y a (o € R)
es el orden de la operaciéon. En el caso de la integral de
orden fraccionaria, para n € ZT — {0}, a partir de la
férmula de Cauchy para la integracién multiple es

J"f(t)é/at /T/_ F(r)dr - - drydmy

- | o= )

donde al considerar a n = « como un valor no entrero
a € R, se obtiene la llamada integral fraccionaria de
Riemman-Liouville, dada por

J“f(w:ﬁ / [ - (@)

donde I'(w) es la funcién Gamma de w € C.

Por otro lado, la derivada de orden fraccionario, vista
como un operador inverso por la izquierda de la integral de
orden fraccionario, admite diferentes definiciones, y entre
las mas comunes se encuentran la definicién de Grinwald-
Letnikov (GL), la de Riemann-Liouville (RL) y la de
Caputo (C).

Por su parte, la definiciéon de Griinwald-Letnikov esta
definida mediante:

(w)
aDy f(t) = lim b= Y " (~1) (J.)f(t—jh) (3)

j=0
donde () denota la parte entera.

La definicién de Riemann-Liouville esta dada por:
1 / S (G
F(n—a)dt” J, (t—r)e—nt+l

paran —1 < a < ny donde T'(+) es la funcién gamma de
Euler.

aD f(t) = dr (4)
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Finalmente, la definicién de Caputo es:

o - 1
D10 = 7= |,

En el presente documento se considerard que a = 0, y en
general condiciones iniciales nulas, por lo que se empleara
la notacion

"ar f(7)

dT" (t _ T)a—n-i-l

dr  (5)

D = D¢ (6)

en los casos donde no exista ambigiiedad en la variable de
integracién.

Para mayor conveniencia, en el dominio de las frecuencia
s, empleando la Transformada de Laplace, se suele utilizar
la nocion del operador integro-diferencial fraccionario. La
transformada de Laplace de la derivada/integral frac-
cionaria de Riemann-Liouville (RL) y de Caputo (C) bajo
condiciones iniciales nulas para el orden a (0 < o < 1)
esta dada por:

L{aD} f(t)} = s“F(s) (7
donde, para a < 0 se obtiene la integracién de orden
fraccionario, y para « > 0 la operacién de derivacion.

2.2 Control PID de orden fraccionario

En la practica del control, se considera al controlador de
orden fraccionario aun cuando el modelo de la planta
puede haber sido obtenido como un modelo de orden
entero en el sentido clésico, y de esta forma obtener un
sistema en lazo cerrado de orden fraccionario. Dada una
planta con entrada de control u(t), salida y(t), senal de
referencia r(t) y el error entre las dos tltimas e(t) = r(t) —
y(t), es bien conocido que el control PID en su forma ideal
se encuentra dado por

t
delt) | k, / e(r)dr.  (8)

dt 0

cuya funcién de transferencia se encuentra expresada
mediante

G.(s) =

u(t) = Kpe(t) + Kq

=K, + Kaqs + K;s~ 1. (9)

Si se consideran operaciones de orden fraccionario en la
derivacién y en la integracién A\ y p respectivamente, se
obtiene el controlador PI* DH:

u(t) = kpe(t) + k; D e(t) + kaD"e(t), (10)
que resulta en la funcién de transferencia
ks
Gep(s) = kp+57+kd8“7 (11)

donde X\ y p son los 6rdenes fraccionarios de las partes
integral y derivativa del controlador, respectivamente.
Para este caso, se considerard que A € (0,1) y u € (0,1).
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2.8 Optimizacion por Enjambre de Particulas

El algoritmo de optimizaciéon por enjambre de particulas
(PSO) es un método computacional inspirado en el com-
portamiento colectivo de poblaciones de aves o insectos
que buscan soluciones 6ptimas mediante una funcién de
costo. Este algoritmo evalta iterativamente posibles solu-
ciones, denominadas particulas, y ajusta sus posiciones en
funcién de su desempeno. Las particulas, representadas
por vectores, simulan movimientos influenciados por in-
ercia, disipaciéon y comunicacion entre ellas, dirigiéndose
hacia las mejores posiciones conocidas tanto local como
globalmente.

Considerando el vector de parametros de soluciéon 6 =
(61 62 ... 6p), se inicializan N, € Z soluciones posibles
en la primera iteracién ©; = {1, 912 9N,
Cada i-ésima solucién se modela como una particula cuya
posicién en un espacio p-dimensional estd definida por
6. Si cada particula tiene una masa m y estd sujeta

a una friccién representada por la fuerza Fj, = b0, y a
fuerzas externas F; y F> que describen los comportamien-
tos cognitivo y social, la dindmica se describe mediante:

mb® 4+ 60D = F (1) + FY(1).

La velocidad de cada particula estd dada por:
v = g
por lo que se tiene:

mo® + @ = FO (1) + B (¢).

Discretizando mediante el método de Euler, con 99 (t) ~
pltth)=vlt) v definiendo v,(f) 2 @ (kh), se obtiene:

h
m i i i
h (vli—k)l vl(c)) bv,i) = FlJf F27k"

Las fuerzas externas, que modelan la interaccién entre
particulas, se definen como:

F1 (t) X wlul(amin,g - 0(1) (t))V
Fg(t) X w2u2(0min,l - 0(%) (t))a

donde w; y ws son pesos de diseno asignados a cada
fuerza, Oin,¢ €s el minimo global encontrado por cualquier
particula, 0,;,; es el minimo local en el vecindario de
6, v u; y us son valores aleatorios que facilitan la
exploracién.

Finalmente, la actualizaciéon de la velocidad de cada

particula se expresa como:

v,(:) —Wol® + w11 (Omin,g — H(i)) + wots(Omini — G(i))
+1 k min,g k min, k /)

y la posicion de cada particula se actualiza mediante:

oy =0 ol

3. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA
3.1 Modelo Cinemdtico del Robot

Considerando un robot mévil con traccién diferencial que
se mueve a lo largo de la trayectoria £ sin deslizamiento,
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Ny,
>

O X1
Fig. 1. Modelo del robot mévil diferencial.

con respecto del sistema de coordenadas global Oy
{Oy,z,ys} como se muestra en la Fig. 1.

La relacion entre las velocidades lineales vy, vo y angulares
del robot w con las velocidades angulares de las ruedas wy
v we se determina mediante:

v = rwy (12)

Vg = TW2 (13)
1

Vo = 5(va +v1) = g(wl + ws) (14)
o1

b= 502 —v) = Z(w —w) (15)

donde r es el radio de la rueda y 2¢ es la distancia entre

las dos ruedas, mientras que Vg y 6 son las velocidades
lineales y angulares del robot, respectivamente.

Asi, el modelo cinematico del robot en Oy esta dado por:

| () cos(0()) 07 ryz. p)
a(t) = ggi = lsm(g(t)) (1) {G(t) } (16)

3.2 Modelo del Error Cinemdtico

El modelo de error describe la variacién en posicién y
orientacién del robot cuando se mueve a lo largo de
la trayectoria deseada qq(t) con respecto de Oy, estd
definido por el vector de error e(t):

e (t)
e(t) =qa(t) —alt) = [ey(i)]

donde qq(t) =

za(t)
ya(t)| es la trayectoria deseada en el
0a(t)

sistema de coordenadas global Cf{Ogy.}.

Dado que C,.{Gz,y,} es el sistema de coordenadas asoci-
ado con el robot, se transforma e(t) de Oy a O, mediante:

e. = R(f)e (18)

donde
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(19)

Al derivarla se obtiene:

cos(f) sin(6) 0 —sin(f) cos(d) 0
&, = [— sin(f) cos(f) 0| &€ + | — cos(#) —sin(6) O] e(t)
0 0 1 0 0 0
(20)
Combinando ambas ecuaciones se obtiene:
Cor Va(t) cos(eg—r) — VG t)ey—r
& = [] = | Va@sin(eg ) - b
€o—r 9,1 — 9
2

Considerando la aproximacién cos(eg_,) = 1 y sin(eg_,) =
eg_r, Se obtiene, en forma matricial:

e, = A,e, + Bu (22)
donde
0 fa(t) 0 10
A= |—=4) 0 64t)|, B=|0 0] (23)
0 0 0 01
con la senal de control dada por
_lev] _ [Va@®) = Ve(®)
u = LJ B [ fa(t) — 0(2) 29

De manera similar al desarrollo llevado a cabo en (Thai
et al., 2022; Padhy et al., 2010), se elige la ley de control
PID de orden entero mediante:

deg_,

ey = K pxCx—r + sz/ex rdt + de dt (25)
dey—r

e; = Kpyey—r + Ky / ey—rdt + Kdy# +up (26)
deg_

ug = Kpgeo—r + Kig / eg—rdt + Kgg det (27)

Por su parte, al considerar operadores de orden frac-
cionario se obtiene el control:

ey = Kpmea:fr + Kia:D_Aewfr + Kd:rDue:rfr (28)
ey = Kpyey—r + KiyD ey, + KgyDVey_pdt + ug

(29)
(30)

up = Kppeg—r + KigD eg_, + KagD"eg_,

De esta forma, se establece la funciéon de costo para
evaluar el desempeino del controlador dada por

T
J(©) :/0 (e2_, +e;_)dt (31)
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donde T es el horizonte de tiempo para evaluacion del
desempernio y © es el conjunto de parametros del contro-
lador, que en el caso del PID de orden entero es

(_)PID - (praKix;depryaKinydy;KpGaKieyKd@)a
y
:(KpamKiqudxapr7KiyaKdyu

Kpo, Kio, Kag, A 1)
el conjunto de parametros a sintonizar para el caso del
FOPID.

OroprID

4. RESULTADOS NUMERICOS

Con el fin de obtener una sintonizaciéon y comparacién
del desempeno entre el PID y el FOPID, y simplificar
el esquema de optimizacién, se consideré un conjunto
reducido de parametros para el caso del PID mediante
pr = pra K, = Kiya Ky, = Kdy y Kip = Kqo = 0.
Para el modelo se consideraron los parametros del robot
QUANSER(©QBot 2, donde r = 0.05m y ¢ = 0.15m.
En todos los casos, se considerd una optimizacién de (31)
con T = 60s, siguiendo una trayectoria descrita por z4 =
sin(0.2t), yq = sin(0.4t), asi como intervalos de busqueda
de pardmetros dada por K,, € [15,25], K;, € [15,25],
K4, €10.5,2] y Kp9 € [0.5,2]. En el caso del controlador
FOPID, se consideraron ademads los intervalos u,\ €
[0.8,0.99]. Las simulaciones fueron realizadas mediante
SIMULINK en MATLAB 2023b, y en particular los
operadores de orden fraccionario fueron implementados
mediante FOMCON Toolbox for MATLAB (Tepljakov,
2020).

Con el fin de evaluar el desempeno con condiciones un
tanto més apegadas a un ambiente experimental, y con-
siderando que este sistema serd evaluado posteriormente
mediante un esquema de maestro-esclavo mediante con-
trol por visién, se empled un tiempo de muestreo cercano
de 200 ms para determinar la accién de control.

Tras aplicar el algoritmo PSO a ambos controladores, se
obtuvieron los parametros mostrados en la Tabla 1. En
las Figuras 2 y 3 se muestra el desempeno logrado al
sintonizar el controlador PID de orden entero, mientras
que en las Figuras 4 y 5. En el primer caso el error RMS
con respecto al seguimiento de la trayectoria dado con
la evaluacién de (31) fue de 0.0920, mientras que en el
segundo se disminuye a 0.0815, lo que supone una mejora
de més del 11 % en el desempeio.

sz,y Kim,i Kdac,y er A H
PID 19.72 | 1807 | 1.80 | 1.72 - -
FOPID 16.78 21.92 | 0.6684 | 1.98 | 0.9537 | 0.8425
Table 1. Resultados tras aplicar el PSO para

la sintonizacién del control PID y FOPID.

Para evaluar el desempeno ante diferentes trayectorias
se evalué también el seguimiento ante x4 = cos(0.4t) —
1, yq = sin(0.4t), los cuales se muestran en las Fig. 6
para el PID de orden entero y en la Fig. 7 para el FOPID,
donde se puede observar cémo, en el caso del control de
orden fraccionario, la convergencia es relativamente mas
lenta en el caso fraccionario que en el entero.
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Robot position
["|= = Desired position

y position (m)
o

. . . .
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1
X position (m)

Control signals

-20

40 L BB 1 I ]
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

time (s)

Fig. 2. Resultados del control PID sintonizado mediante
el algoritmo PSO. Se muestra la trayectoria deseada
v las senales de control enviadas a las dos ruedas

x-position

05 — — xdesired

y-position
— — y-desired

Fig. 3. Resultados del control PID sintonizado mediante
el algoritmo PSO. Se muestra la trayectoria deseada
contra el tiempo en las posiciones espaciales y el
angulo de orientacion.

5. CONCLUSIONES

En este trabajo se presenté una metodologia para la
sintonizacién de un controlador PID de orden fraccionario
utilizando el método de optimizaciéon por enjambre de
particulas, aplicado a un robot mévil de dos ruedas
diferenciales, y se compararon tanto la metodologia como
los resultados del controlador optimizado con aquellos
obtenidos para un PID de orden entero. Los resultados
numéricos muestran que el controlador propuesto mejora
la precision y estabilidad del seguimiento de trayectoria
en comparacién con los controladores PID tradicionales.
Es de notar que, la complejidad en su implementacién
v los mayores requisitos computacionales representan un
desafio importante en el ambito computacional, en vista
de que requieren un mayor tiempo de calculo que su
contraparte entera.
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Robot position
[|= = Desired position

y position (m)
o

X position (m)

Control signals

time (s)

Fig. 4. Resultados del control PID de orden fraccionario
sintonizado mediante el algoritmo PSO. Se muestra
la trayectoria deseada y las senales de control envi-
adas a las dos ruedas.

x-position
— — xdesired

y-position
— = ydesired |7

h L L L L
0 10 20 30 40 50 60
10 T T T T T

6-position
— = 0-desired

: —y

time (s)

Fig. 5. Resultados del control PID de orden fraccionario
sintonizado mediante el algoritmo PSO. Se muestra
la trayectoria deseada contra el tiempo en las posi-
ciones espaciales y el angulo de orientacion.

Como trabajo futuro se considera llevar a cabo la im-
plementacion de estos controladores en una plataforma
experimental para validar los resultados obtenidos en sim-
ulaciones y evaluar su desempenio en condiciones reales,
en vista de que se cuenta con parte de la plataforma.
Esta validacion experimental permitird evaluar y mejorar
la eleccién de pardmetros y limitaciones fisicas de los
actuadores y sensores.
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Robot position
["|= = Desired position

y position (m)

. .
-0.6 -0.2
X position (m)

Fig. 6. Resultados del control PID de orden entero sin-
tonizado mediante el algoritmo PSO para una trayec-
toria circular.

y position (m)

x position (m)

Control signals
TR

Fig. 7. Resultados del control PID de orden fraccionario
sintonizado mediante el algoritmo PSO para una
trayectoria circular.
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