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Abstract: This paper presents a model quasi-linear parameter varying (qLPV) and an integral
Linear Quadratic Regulator (LQR) controller for an unmanned aerial vehicle type hexarotor.
The qLPV model is derived using the nonlinear sector approach, which can accurately represent
the hexarotor nonlinear model under bounded nonlinear terms. Meanwhile, the goal of the
controller is to achieve trajectory tracking despite disturbances caused by residual rotor
speeds and wind disturbances. Trajectory tracking is accomplished by using an integrator
comparator block which is divided into three subsystems governed by rotational, altitude
and position dynamics. To guarantee robustness against disturbances and tracking error,
a H., performance criterion is considered. The stability condition and robust performance
are formulated using the Lyapunov quadratic function, with sufficient conditions provided by
linear matrix inequalities (LMIs). Finally, numerical simulations of the proposed method are

illustrated using the hexarotor model.
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1. INTRODUCCION

Los vehiculos aéreos no tripulados (VANTSs) han en-
contrado amplias aplicaciones en diversos campos, por
ejemplo; la entrega de paquetes, el monitoreo de incen-
dios, inspeccién de construcciones (Sanchez-Cuevas et al.,
2020). Ademds, los VANTS se clasifican de acuerdo al
ntumero de rotores, tal como se presenta en Mohsan et al.
(2022) y cada una de estas clasificaciones tiene beneficios
e inconvenientes en ciertas aplicaciones. Sin embargo, los
hexarrotores tienen mejor desempeno de vuelo en com-
paraciéon de los cuadricépteros, trirrotores, birrotores y
los VANTSs de ala fija. Las ventajas de los hexarrotores
son reflejados en algunas aplicaciones como el transporte
de carga util (Hachem et al., 2023), la tolerancia a las
fallas y son agiles para compensar perturbaciones como
las rafagas de viento o para realizar maniobras agresivas
(Stamate et al., 2023).

Recientemente se han presentado trabajos sobre el control
de los hexarrotores, por ejemplo; en Al-Mahasneh et al.
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cémputo aplicados”soportado por el TecNM y financiado por el
Tecnolégico Nacional de México a través del programa Proyectos
de Investigacién Cientifica, Desarrollo Tecnolégico e Innovacién, con
clave de proyecto 19268.24-P.
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(2019) presentan un controlador adaptativo de Redes
Neuronales para estabilizar el hexarrotor en una posi-
cién de altitud y de actitud con dindmicas inciertas. No
obstante, en la literatura se ha senalado que las pertur-
baciones en los hexarrotores son un problema inevitable
(Orozco Soto et al., 2022) y se han abordado utilizando
esquemas robustos para el rechazo de perturbaciones,
como en Yazid et al. (2021) disefian un control de linea-
lizacién por retroalimentacién y por modos deslizantes
para estabilizar el hexarrotor en una posiciéon de actitud
y a su vez realizan un seguimiento de trayectoria sobre
la dinamica de altitud sujeto a perturbaciones. Note que
efectuar un seguimiento de trayectoria en un hexarrotor
se convierte en un desafio mas complejo, como en Zhang
et al. (2019) propone un control no lineal adaptativo
por retroceso para resolver el problema de seguimiento
de trayectoria y de las perturbaciones de un hexarrotor;
adicionalmente se considera el modelo no lineal para el
disenio del controlador y obtener un control mas confiable
en una region mas amplia.

Actualmente existen métodos no lineales que tienen una
representacién lineal debido a su estructura y son conoci-
dos como modelos qLPV (Lépez-Estrada et al., 2019).
Los modelos qLPV se construyen mediante una colec-
cion de modelos lineales interpolados por funciones de
ponderacién (Ohtake et al., 2003) donde las funciones de
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ponderacion dependen de las no linealidades que contie-
ne el modelo no lineal. Algunos trabajos recientes sobre
controladores qLPV aplicados a VANTSs son encontrados
en Rodriguez-Guevara et al. (2023), Kazemi and Tarighi
(2024), entre otros més. Debido a la poca atencién de
métodos basados en modelos qLPV aplicados a VANTSs de
tipo hexarrotor, el presente trabajo propone un esquema
de control robusto LQR integral basado en un modelo
qLPV para hacer seguimiento de trayectoria, el cual in-
cluye un criterio de desempeno H,, para minimizar el
efecto de las perturbaciones.

El documento estda organizado de la siguiente manera:
En la Seccién 2 se describe el modelo no lineal del
hexarrotor. En la Seccién 3, se deduce el modelado qLPV.
En la Seccién 4, se disena el controlador robusto LQR
integral. Los resultados a nivel simulacién se discuten en
la Seccién 5. Finalmente, en la Seccion 6 se presentan las
conclusiones.

2. MODELO NO LINEAL DEL HEXARROTOR

En la Figura 1 se muestra el diagrama de cuerpo libre del
hexarrotor. El hexarrotor cuenta con seis actuadores los
cuales proporcionan las fuerzas de empuje y los torques.

Figura 1. Diagrama de cuerpo libre del hexarrotor

Para desarrollar el modelo no lineal se emplean dos sis-
temas de referencia; el marco O, ubicado en el centro
de masa, y el marco E, que estd fijo en la tierra. Las
ecuaciones diferenciales no lineales que describen el com-
portamiento traslacional y rotacional del hexarrotor son
(Adir and Stoica, 2012):

Fa(t) :ugc(t)%ue(t) +d,(0),

i(0) =uy (0)~-e0) + dy 1)

5(1) = — g+ cos () cosB(1) —ue(r) + d (1),

3(t) =0(0)i (1) (Iy;mIZ) — YO + 7ol o
()=o) () (T) n ﬁwm n }ymt),

B(t) =08 (Im - Iy) o)

Uz (t) = cos @(t) sin O(t) cos 1 (t) + sin ¢(t) sin (),
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Uy (t) = cos @(t) sin O(t) sin(t) — sin ¢(t) cos ¥ (¢),
donde zp(t), ys(t), 2p(t) son las posiciones de traslaciones,
o(t) es el dngulo de balanceo (roll), 6(¢t) dngulo de
inclinacién (pitch), 1 (t) es el dngulo de guifiada (yaw).
Los valores de los pardmetros del modelo no lineal son
definidos en la Tabla 1. u.(t) es el empuje total, 74(t) es
el momento en alabeo, 75(t) es el momento en cabeceo,
Ty(t) es el momento en guifiada, los cuales dependen
directamente de las velocidades rotacionales de los rotores
w1(t), wa(t), ..., we(t) y estdn definidos de la siguiente

forma:
us(t) =DrT(0), (2)
donde:
up(t) =[ue(t) T4(t) To(t) T4 (1) ",
1 1 1 1 1 1
L
2 2 2 2
pr=| VA, VB VR

2= 0 = 0
2 2 2
kD /ﬂD %D kD kD kD

k‘T k‘T kT E _E kT
T(t) =[Ta(t) Ta(t) Ts(t) Tu(t) Ts(t) Te(1)] ",
donde kp es el factor de arrastre, kr es el factor de
empuje, uy(t) es el vector de entradas, Dr es una matriz

de distribucién y T'(t) el vector de empuje vertical de cada
rotor, y estan definidos como:

T;(t) = krw?(t), parai=1,...,6. (3)

La perturbacién en el sistema Q(t) es causada por los

residuos de las velocidades de los rotores y se define como:
Q1) =ws (1) + wa(t) +we(t) — wi(t) — ws(t) — ws (1),

donde €Q(t) se considera desconocida. Las perturbaciones

producidas por el viento son denotadas como d(t), dy(t)

y d.(t) las cuales actiian sobre la dindmica traslacional
del hexarrotor, similar al trabajo en Zhang et al. (2019).

3. MODELO QLPV DEL HEXARROTOR
En la Figura 2 se muestra el esquema de control de segui-

miento que se conforma por un subsistema de altitud, el
subsistema de posicién x — y y el subsistema de rotacién.

Figura 2. Esquema de control

Note que el modelo no lineal (1) se puede dividir en tres
subsistemas desacoplados: altitud, traslacion y rotacion.
Por tanto, en las siguientes subsecciones se presentan el
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modelo qLPV de cada subsistema y ademaés se considera
un comparador integrador para hacer seguimiento de
trayectoria.

3.1 Subsistema de altitud

El subsistema de altitud es representado por:
i, (t) =A'z.(t) + Blu.(t) + D'd.(t),

€, (t) =Wz (t) — (s (t)a (4)
C.(t) =Clz.(t),
donde z.(t) = [2(t) 2(t) ]T, €.(t) es el error de segui-

miento vertical, w,(t) es la referencia deseada vertical,
C.(t) es la salida controlada sobre la coordenada Z, y la
entrada virtual es:

uy(t) = —g + cos ¢(t) cos O(t)
las matrices lineales son:
1_ |01 1_ 1|0 1_ 1|0 1_
PO P P )

Por tanto, la ley de control:

ws(t) = [ F7] [f((;ﬂ = K'z.(t), (6)

donde K'! es una matriz de ganancia que debe de ser
calculada.

%ue(t)v (5)

Cuando u,(t) sea calculado por la Ecuacién (6), se tiene
que sustituir en:

m(uz(t) +g)
l) = ——7~—"~

ue(t) cos ¢(t) cos H(¢) @

cuyo objetivo es obtener el empuje total wu,(t).

3.2 Subsistema de posicion x —y

El subsistema que describe el comportamiento dinamico
en el plano X — Y es representado por:

iy (t) =A%2,(t) + B (p(t))ue(t) + D2dy(t),
ér(t) =wi(t) — Gi(t), (8)
Gi(t) =C2x4(1),
donde x;(t) = [zu(t) u(t) yu(t) Uu(t) ]T, €¢(t) es el error
de seguimiento traslacional, w;(t) es la referencia deseada

traslacional, (;(t) es la salida controlada sobre el plano
X =Y, las matrices y los vectores se definen como:

o~ [338) i~ [i] - 14

001
0100 0 0 00
2 0000 2 o pl(t) 0 2 10
AT= 1001 B ®)=1"0" o [:D°= oo
0000 0 pu(t) 01

Utilizando el método del sector no lineal (Ohtake et al.,
2003), se define la variable de programacién como p; (t) =

gtu(t) c
cos(¢(t)) cos(6(t))
nes de ponderacién, como:

mip(e) = o210

[10,80] y se construye un par de funcio-

s ha(p(t)) =1 = ha(p(1)),
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de modo que, el modelo no lineal (8) se puede reescribir
como un modelo qLPV, dado por:

£ = hilp(t)(4°

Las funciones de ponderacién h;(p(t)) deben de satisfacer
la siguiente propiedad:

Z hi (p(t))

donde h;(p(t)) =1,2,..,27 y p;(t) =1,2,...,p, con p = 1.
La ley de control para (9) se formula de la forma:

Zh

donde Z4(t) = [a:t(t)—r et(t)T]T y K? = [K! F}] son
ganancias a calcular. Con las entradas virtuales u,(f) y
uy(t) las cuales son denotadas en (1) se pueden calcular
los dngulos deseados ¢4(t) y 64(t) en el plano X —Y, dado

por:
o0)

x4 (t) + Buy(t) + D%d,(t)).  (9)

=1, 0<hi(pt) <1, (10)

NKZz(t), (11)

(1) = aresin(4h(£))us (£) — cos(b(8))uy (1),
(o) us(t) +sin(w()u
balt) = < cos(Ga(?)

3.8 Subsistema de rotacion

El subsistema de rotacién es representado por:
(1) =A% (p(t))x, (1) + Bu, () + D*(p(t)) (1),
& (t) =wr(t) — ¢ (1),
Go(t) =CPx,(t),

. . . T
donde z,(t) = [@(t) &(t) O(t) 6(t) ¥(t) ¥(t)]  er(t) es
el error de seguimiento sobre las posiciones rotacionales,
w,-(t) son los dngulos deseados, (.(t) es la salida contro-
lada para las posiciones rotacionales y las matrices son:

(12)

0 1 000 0
0 0 000 Ps(t)(l —1I.)
A3(o(0)) 0 0 010 0
p = (t)(Iz_Iw) ?
0 0 000200
0 0 000 1
B Ue~1y,)
0 200"l) g0 0
r 0 0 0 0 10 T
el 7 00 00
5 G0 o0 01
D3(p(t)) = | Jpp2(t) 533 =10 % 0 703 = 00 )
I, v
0 0 00 00
1
L o 0 0 T 00
con u,(t) = [14(t) To(t) T4(t)]". Aplicando el método del

sector no lineal se identifican dos variables de programa-
cién pa(t) = ¢(t) € [=3,3] y ps(t) = 6(t) € [-3,3]. Se
definen dos pares de funciones de pesos:

Copyright® AMCA, ISSN: 2594-2492
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50 = 55 wh0 =1~ udo)
~pslt)

y realizando una combinacién binaria, se construyen las
funciones de ponderaciones:

hi(p(t)) = wy()wg(t), ha(p(t)) = wy(H)w;(t),
hs(p(t)) = wy ()wg(t), ha(p(t)) = wy(H)w;(t),
donde p(t) = [p2(t) p3(t)]T es el vector de variables de

programacién. Por tanto, el modelo no lineal (12) se puede
reescribir como un modelo qLPV de la forma:

Zh N(A3z,(t) + B3u,.(t) + D}Q(1)). (13)
La ley de control para (13) se formula de la forma:
Z hi(p(t) K37, (1), (14)

donde Z,(t) = [mr(t)T Gr() I

ganancias a calcular.

y K} = [K! F]'] son

K2

4. DISENO DEL CONTROL ROBUSTO LQR
INTEGRAL

Considere el modelo qLPV de la forma:

Zh

z(t) + Biu(t) + Did(t))

(15)
é(t) = w(t) —¢(),
C(t) = Co(t),
donde z(t) € R", u(t) € R™, d(t) € R™, ¢(t) € R™,

w(t) € R™, ((t) € R™ son el vector de estado, vector de
entrada, vector de perturbacién, vector de error de segui-
miento, vector de referencia, vector de salida controlada.
A;, B;, D; y C,, son matrices conocidas de dimensiones
apropiadas. h;(p(t)) son las funciones de ponderacién y
p es el nimero de variables de programacién p;(t) con
j = 1,2,...,p. Aumentado el vector de estado como
z(t) = [x(t)—r €(t)T]" es posible obtener:

Zh

) (A;z(t) + Byu(t) + D;d(t) + Ew(t)),
(16)
donde Z(t) € R™, n, = n, + n, y las matrices son:

. A4 00 o [B] 5 _[D] ~_T0
- & e[ o8] 2- ]

La ley de control para (16) se propone como un controla-
dor por retroalimentacién'

Zh

donde K; = [K; Fj] son ganancias a calcular. Sustitu-
yendo la ley de control (17) en (16), se obtiene el sistema
en lazo cerrado:

) K;z(t), (17)
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2P 2P

= >3 halp)hi (o) ((Ai + BiE;)(0)
i=1j=1
+Gio(h))), (18)
G;=[D; E], v(t)=[dt)T wt)T]".

Asumiendo que el par (A;, B;) es controlable; entonces, se
adopta una formulaciéon LQR para sintetizar la senal de
control (17) con el fin de minimizar la funcién de costo:

0
Ti(t) = / 507

oo

2(t) dt, (19)

| 2(t) = Qua(t) + Ryu(t),

donde @1 € R(Patnu)xXna y R € RMa+nu)Xne gon
matrices simétricas y definidas positivas.

Note que el sistema en lazo cerrado (18) es afectado por
el término v(t) y para minimizar su efecto se plantea el
siguiente problema de optimizacién:

1Z@)les

sup <7,
[lv(t)[]270 ||U( e,
donde 7 es el nivel de atenuacién. El siguiente teorema
proporciona condiciones suficientes para garantizar robus-
tez en presencia de perturbaciones y estabilidad del error
de seguimiento.

(20)

Teorema 1. El sistema en lazo cerrado (18) garantizard
que el error de seguimiento sea asintoticamente estable
con desempeno robusto H., si y solo si, existe un nivel
de atenuacién v > 0, una matriz P = P > 0 y matrices

@1 >0, Ry >0, Wj Vj e {1,2, “7217}7 tal que:
H(A,M + B,W;) Gi (QiM+ RW,;)T
5 —~2I 0 <0, (21)
QM +RW;) 0 —In,+n,

donde las ganancias del controlador son calculadas por
K; =w;M~L.

Prueba: Considere la funcién candidata de Lyapunov

V(z(t)) = 2(t) T Pz(t) > 0, cuya derivada es:

V(z(t)) = z(t) " PZ(t) + Z(t) T Pz(t) <0, (22)
con P = PT > 0 tal que, el siguiente criterio de
desempertio sea:

V(Z(t) + 2(t) TZ(t) — v*u(t) To(t) < 0. (23)
Sustituyendo (18), (19) y (22) en (23), se obtiene:
27 2" T
(Zzhxp(t))hj(p(t»((& + B )a(0) + Gl )))
xPi(t) + 5(t) TP ( 33 halp(e) s (o) (A
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desarrollando y realizando manipulaciones algebraicas:
2m o7

3™ halp(t)hy (p(1)) <x<t>T (ATP+ KB P

i=1 j=1

+PA; + PBK; + Q{ Q1 + Q] RiK; + KJ—'FRIC&
+K;—RIR1KJ-)E(15) +o(t) TG Pz(t) + :E(t)TPGiv(t)>

—?(t) To(t) <0,

aplicando la propiedad en (10), factorizando el vector
X(t)=[z@#)" v(t)T]T y su transpuesta X (¢)T, se tiene:

. iy PGi] .

X" [GJP ey X(t) <o, (24)

donde:
®,; =A] P+ K] B[ P+ PA, + PB,K;
+QI Q1+ Q RK; + K] R{ Q1 + K] R| R, K;.

Pre y post-multiplicando la matriz []\04 ﬂ en (24), con
M = P!, se obtiene:

H(/LM + BzWJ) +A; Gy

GiT _721 (25)

| <o

donde:
Aj = (Q1M+R1Wj)T(Q1M+R1Wj)7

y el término cuadrdtico en (25) puede ser eliminado con
W; = K;M. Finalmente, aplicando el complemento de
Schur se obtienen las LMIs en (21) por el Teorema 1.
Esto completa la prueba.

5. RESULTADOS

En esta Seccién se presentan los resultados a nivel simu-
lacién del controlador para seguimiento de trayectoria,
estos pardmetros fueron caracterizados en el laborato-
rio de sistemas mecatronicos del instituto tecnoldgico de
Tuxtla Gutiérrez, los cuales se usaron para efectuar el
experimento y se encuentran en la Tabla 1.

Tabla 1. Pardmetros del hexarrotor

Descripcién Parametro Valor Unidad
Masa del hexarrotor m 1.839 kg
Longitud del hexarrotor l 0.275 m
Factor de empuje kr 7.9x1076 —
Factor de arrastre kp 4.4x107 —
Momento de inercia en X I, 0.03401 kg m?2
Momento de inercia en Y 1 0.03668 kg m?
Momento de inercia en Z I, 0.04918 kg m?2
Inercia de los motores Jp 55%x107% kg m?
Constante de gravedad g 9.81 m/s?

Resolviendo el Teorema 1 a través de la herramienta
YALMIP y del solucionador SEDUMI se obtuvieron los
siguientes valores de ganancias para cada subsistema:

https://doi.org/10.58571/CNCA.AMCA.2024.090

K' = [-0.8707 —1.3735 0.2951],

2 [-110 —0.623 0 0 065 0

=1 o 0 —1.1053 —0.623 0 0.6590]°

g2 [-113 —0.077 0 0 00821 0

2= o 0 —013-0.077 0 0.0821]
'811.57 —0.064 811.5  0.064

Fr=|0.052 895.030|,Fr = |—0.052 895.03 |,
| 5.362 —29.002 —5.362 —29.002
'811.5753  0.0645 811.5753 —0.0645

FI = | —0.0525 895.0302| ,Fy = | 0.0526 895.0302] ,
| 5.3629 29.0024 —5.3629 29.0024
—101.3 —3.466 0.0081 0.0003 0.159 —0.03

KT = |—0.006 —0.0002 —111.8 —3.823 —0.729 —0.001 | ,
|—0.669 —0.0318 3.625 0.122 —25.18 —1.81
—101.3 —3.466 —0.0081 —0.0003 —0.159 0.03

K5 =|0.006 0.0002 —111.8 —3.823 —0.729 —0.001],
| 0.669 0.0318 3.625 0.122 —25.18 —1.81
—101.3 —3.466 —0.0081 —0.0003 0.159 —0.03

K5 =|0006 00002 —111.8 —3.823 0.729 0.001 |,
|—0.669 —0.0318 —3.625 —0.122 —25.18 —1.81
—101.3 —3.466 0.0081 0.0003 —0.159 0.03

K} = [—0.006 —0.0002 —111.8 —3.823 0.729 0.001] ,
| 0.669 —0.0318 —3.625 —0.122 —25.18 —1.81

las cuales corresponden a las ecuaciones (6), (11) y (14).
Para evaluar la solidez del controlador, se tienen en
cuenta tres perturbaciones provocadas por viento y son
denotadas como d,(t) = 1.5sin(2¢), en 30s < ¢ < 40s,
dy(t) = 1.8sin(3t), en 140s < t < 1455 y d.(t) =
0.5sin(1.5t), en 85s < ¢ < 90s.

En la Figura 3 se muestra el seguimiento de trayectoria en
el espacio 3-D del hexarrotor; el comportamiento dindmi-
co del hexarrotor en los ejes X, Y, Z demuestra desempeno
robusto a pesar de las perturbaciones provocadas por los
residuos de las velocidades €(t) y las perturbaciones por
viento, donde el efecto de d(t), dy(t) y d.(t) son senalados
mediante una flecha. Como se observa en la Figura 3, el
hexarrotor realiza un desplazamiento circular con radio
de 5 m sobre los ejes X, y Y., mientras que en el eje
Z, alcanza una altura de 10 m con respecto al marco F.
En la Figura 4 se muestran los momentos y las fuerzas
de empuje los cuales son afectados por las perturbaciones
del viento.

6. CONCLUSION

El articulo presenta un control robusto LQR integral
para un seguimiento de trayectoria basado en un modelo
qLPV. Para simplificar la sintesis del control y ampliar
la aplicabilidad del método se disené un controlador
para cada subsistema, el cual incluye un comparador
integrador para garantizar el seguimiento. La metodologia
demostré un desempeinio robusto durante el seguimiento
de trayectoria a pesar de las perturbaciones. Como un
trabajo futuro es realizar un escenario experimental para
validar la solidez del controlador.
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Figura 3. Seguimiento de trayectoria en el espacio 3-D
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