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Abstract: This paper presents the design of a robust controller for joint position regulation of
the inertial wheel pendulum. The proposed controller for this underactuated mechanical system
affected by an unknown constant disturbance was designed using an interesting energy shaping
approach. The unknown disturbance is estimated via a nonlinear observer, and the stability
analysis is based on Lyapunov’s theory. Numerical simulations on the inertia wheel pendulum
model illustrate the performance of the proposed controller.
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1. INTRODUCCION

El control de sistemas mecanicos subactuados —aquellos
con mas grados de libertad que entradas de control-
se ha convertido en una intensa area de investigacion
desde hace tres décadas. Esto debido principalmente al
desafio de no contar con el ntimero total de actuadores
en las articulaciones del sistema a controlar con el fin
de dar cumplimiento a diferentes objetivos de control.
Numerosos ejemplos del control de esta clase de sistemas
han sido publicados en la literatura utilizando diferentes
metodologias de diseno. Algunos de ellos son los siguientes
trabajos Ortega et al. (2002), Spong (2005), Aneke (2003),
Aminsafaee and Shafiei (2020), Perrusquia and Yu (2020),
y Moreno-Valenzuela and Aguilar-Avelar (2018).

Se han utilizado diferentes métodos que permiten mini-
mizar los efectos negativos de las perturbaciones en los
sistemas subactuados. Para el caso particular del péndulo
con rueda inercial diversos trabajos emplean diferentes
enfoques para garantizar la robustez del controlador ante
perturbaciones. Algunos métodos utilizan conceptos de
energia, como en Donaire et al. (2017) o Hfaiedh et al.
(2020), y también otros trabajos utilizan algoritmos de
control hibridos como en Alqudsi et al. (2022), donde
combinan el control por modo deslizante variable en el
tiempo (TVSMC), ley de alcance exponencial (ERL) y
el control por realimentacién no lineal (NFC). Este con-
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trolador logra amortiguar la presencia de perturbaciones
inciertas. También hay una variedad de trabajos que uti-
lizan otros métodos de disenio, por ejemplo, Afkhami et al.
(2003) permite realizar estudios comparativos y validar el
desempeno de su controlador propuesto.

En el presente trabajo se aborda el desarrollo de un con-
trolador robusto por moldeo de energia con perturbaciones
constantes desconocidas de el péndulo con rueda inercial.
Este sistema subactuado es uno de los mas simples y
ha sido ampliamente estudiado (Block et al., 2007). La
principal contribucién de este trabajo es el robustecer una
ley de control disenada con una metodologia por moldeo de
energia presentada en Sandoval et al. (2022) mediante un
observador no lineal propuesto en Sandoval et al. (2024) y
aplicarlo al péndulo con rueda inercial. Se presenta ademés
las condiciones necesarias para garantizar la estabilidad
del sistema en malla cerrada que garantiza el rechazo a
perturbaciones de par constante.

El resto del trabajo estd organizado de la siguiente manera.
La Seccion 2 presenta el método de diseno de controladores
para sistemas mecéanicos con perturbaciones constantes
basado en el paradigma de control por moldeo de energia.
En esta misma seccién, la formulacion del problema de
control, el observador no lineal y la ley de control por
moldeo de energia son mostrados en detalle. La Seccién 3
muestra el modelo dindmico en formulacién Hamiltoniana
del péndulo con rueda inercial afectado por una pertur-
baciéon constante. En esta seccién se describe el diseno
del controlador robusto y el andlisis de estabilidad que
verifica el objetivo de control de regulacién de posicién.
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Los resultados de simulaciones numéricas que ilustran el
desempeno del controlador son mostrados en la Seccion 4.
Finalmente, en la Seccién 5 se dan las conclusiones.

2. CONTROL POR MOLDEO DE ENERGIA DE
SISTEMAS MECANICOS SUBACTUADOS CON
PERTURBACIONES CONSTANTES

Basado en Sandoval et al. (2024), se presenta una ex-
tension de un método de diseno de controladores para
sistemas mecénicos subactuados con perturbaciones cons-
tantes basado en el paradigma de moldeo de energia. La
formulacién inicia con una descripcién hamiltoniana del
sistema mecanico a ser controlado, donde el hamiltoniano
es la suma de la energia cinética mas la energia potencial
de n articulaciones del sistema mecanico

H(q,p) = %pTM(q)’lp +U(q) (1)
donde q € IR" y p € IR" son los vectores de posiciones
generalizadas y momentos, respectivamente, M(q) =
M(q)T > 0 es la llamada matriz de inercia. Una propiedad
de la funcién de energia potencial U(q) es que se asume
como una funcién al menos una vez diferenciable con
respecto a q. El modelo dindmico de la clase de sistemas
mecanicos subactuados considerados en este trabajo esta
dado por

im—&ﬁ&ﬂﬁﬂﬁﬁ+bhﬂu
2

donde G € IR™™™ es la matriz de distribucién de las en-
tradas de control y cuyos elementos se asumen constantes,
conm < nyrango{G} = m, u € R™ es el vector de pares
de entradas de control y § € IR™ es una perturbacién
constante desconocida. El momentum p se define como

p=M(q)q 3)
donde q es el vector de velocidades generalizadas.

La novedad de este método consiste en proponer una
malla cerrada con una estructura deseada. Para este fin,
la descripcién se basa en la siguiente funcién escalar

1 _
Ha(qcmpa) = Enga(qa) 1pa +ua(qa) (4)

la cual se denomina hamiltoniano deseado, donde M,(q,) €
R™ ™ es una funcién matricial simétrica, definida positiva
y diferenciable para todo q, € IR". Ademds, se supone
que U, (q,) es una funcién definida localmente positiva y
continuamente diferenciable con un punto minimo aislado

en q, = 0,. Se introduce a continuacién el siguiente
cambio de coordenadas:
q, =a(q) — é(t), (5)
P, = Ma(q,)4,, (6)

siendo q, € R" y p, € IR" los vectores de posiciones
‘generalizados’ y momentos deseados. Ademads, los vectores
a(q) y ¢(t) tienen la estructura

T
a<q) = [al(q)a 042((]), an(q)] ) (7>

T
o(t) = [#1(t), Pa(t), -+ du(D)] (8)
respectivamente. Las funciones «;(q) son continuamente
diferenciables con respecto a q, parai=1,...,n, elegidas

para asegurar que el rango{W(q)} = n, para cualquier
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q € R", tal que W(q)~! exista, donde W(q) es la matriz
jacobiana del vector «(q), es decir,

wWia) - 20, )

Ademsds, las funciones ¢;(t) se asumen que son dos veces
diferenciables. De (5), se deduce que

a4, = W(a)a— o). (10)

Al sustituir ¢, de (10) en (6), y ¢ = M(q) " !p de (3),
produce
(11)

To(qy, q) = Ma(a,)W(a)M(q) ™" (12)

con rango{T,(q,,q)} = n. Con el fin de tratar con la
entrada de perturbacién de par § se introduce la siguiente
definicién inspirada en Sandoval et al. (2024),

6=05-29, (13)
donde & € R™ es el valor estimado de la perturbacion,
que se compensard mediante el controlador propuesto

mostrado més adelante. Ademés, se define conveniente-
mente la siguiente funcién escalar

Salt,) = 3€7E,

siendo &€, € IR"™ un vector dado por

eyl ] .

La matriz de inyeccién de amortiguaciéon D,(q,,p,) €
IR™*™ es una matriz simétrica semidefinida positiva se-
leccionada convenientemente. Para simplificar, la pre-
sentacion de resultados, se define la siguiente notacion:

Po = Tu(dy, )P — Ma(q,) (1),
donde

(14)

M:M(q)v Ma:Ma(qa)v H:H(qap)v
U= U(q), Ho = Ha(qaapa)v U, = Ua(qa)a
T, = Ta(ngQ)v D, = Da(qavpa)7 So = Sa(éa)a
W =W(q).

2.1 Formulacion del problema de control

El problema de control consiste en disenar una entrada
de control u, tal que al sustituirse en el sistema de malla
abierta (2) se obtenga la siguiente malla cerrada:

d q, Onxn Inxn Onxn anHa
@ P.| = _Inxn _Q;a _-A Vpa"Ha (16)
£a Onxn A -B vﬁaSa

donde H, es una funcién cuya estructura fue definida en
(4), v €, es una constante estrictamente positiva apropi-
ada. Las matrices A y B tienen dimensién n X n, ambas
definidas de la siguiente manera

A= [TaG Onx(n—m)] )
B= [GoGTWM_lG Onx(nfm)] .

Al tener en cuenta (17)-(18) en (16) y simplificar (16), se
obtiene

qa, Vpa Ha

— pa = _vana — DavpaHa - TaGS (19)

0 GTTIV,, Hy — eGTWM ™G
Copyright© AMCA, ISSN: 2594-2492
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Se puede verificar en (19) que el origen del espacio de

_ 1T
ql p? 6T} = 02+, €s un punto de equilibrio

aislado del sistema de lazo cerrado deseado.

estados [

2.2 Observador no lineal

A continuacién, introducimos la definicién de & de (13)

6 =G"lv+B(p,) (20)

es decir, § € R™ depende de funciones vectoriales v, 3 €
IR™. De la derivada temporal de (13) se obtiene

5=4. (21)

Sustituyendo la derivada temporal de (20) en (21) se
obtiene:

6 =GT [+ [Vp.B] p.] . (22)

y reemplazando p, de la segunda fila de (16) resulta en:
5=G7 [7 + [V, 0 [—vqaua DV, Ha — TaGSH .
(23)
A continuacién, para obtener la tercera fila de (19) de

(22), la derivada temporal de la funcién vectorial v debe
satisfacer

Y = [Vp.B] Vg, Ha + DaVp, Ha] + Mﬁlea- (24)
Sustituyendo (24) en (22), obtenemos:
6=GT [M-lwpa —[V,.0] Taas} (25)

Finalmente, la funcién vectorial B(p,) se define convenien-
temente como:

B(pa) = €0Vp, Ha = coM; ', (26)
La seleccion de 4 y B(p,) son cruciales para el andlisis de
estabilidad del sistema de lazo cerrado.
Sustituyendo (26) en (25) y reorganizando, se obtiene
6 =GTM"Wp, —eeGTWM™'Gé
Por lo que (27) corresponde a la tercera fila de (19).

(27)

2.3 Ley de control

La ley de control que resuelve el problema de control
formulado se presenta a continuacién:

Proposicion 2.1. Considere el modelo dindmico (2) con (1)
y (3). Donde M,, U, v ¢(t) sean soluciones del siguiente
sistema de ecuaciones diferenciales parciales (EDP)

G [VqH + T, ' [-Vq, Ha — DaVp, Ha
~Tup + Ma(t) + Mu(t)] = 0,

donde GL € R™")*" tal que GLG = 0(n—m)xm- Luego,
el sistema en malla cerrada (19) se obtiene mediante la ley
de control

(28)

U= +ug — 9, (29)
donde
ey = [GTG) ' GT [VgH = T, [V, Ha + Tup — Map(2)
_Maezs(t)ﬂ (30)
ug = — [GTGI'GT [T, ' DoV, Ha » (31)
6 =G"[y + B(pa)), (32)
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siendo u.s y ug; las acciones de control llamadas moldeo
de energia e inyeccion de amortiguacion, respectivamente,

y 0 es el vector de perturbacién estimado, donde v € IR™
se calcula a partir de (24) y B(p,) se ha definido en (26).

Prueba: La derivada temporal de p, en (11) produce

Do = Tup + Tub — Madh(t) — Mo(1). (33)
Sustituyendo p de (3) en (33) resulta
Do =Tup + T, [-VH + Glu+ 6] — Mog(t) — Mo(1),
(34)
Igualando p, de (33) con (19) obtenemos
Ty [-VeH +Gu+6] = -V Ho — Do Vp, Ha
~ToGo — Tup + Madp(t) + Ma(t)  (35)
la cual puede ser escrita como
Glu+ 6] =T, "' [~V Ha —DuVp, Ha
—TaGé — Tup+ Mag(t) + Maijs(t)] + VH.
(36)

Multiplicando ambos lados por la ecuacién (36) por la

GL
matriz invertible { ] € R™", resulta

GT
Gt G e
[GT} Glu+9d] = [GT} (T, [-Vg.Ha — DaVip, Ha
~T,G6 — Top + Ma(t) + M, (¢ } +V H}
(37)
y algunos célculos conducen a la EDP definida en (28):
G [VeH + T, [~V Ha — DoV, Ha
TG~ Tup + Mad(t) + Mad(t)] | = 0nm, (38)
y la ley de control (29), eso es,
u =[GTGI G [V + Tt [V Ha + ~ DV, Ha
~T,G8 — Tup + Map(t) + Ma(t)| - (39)
Asi, la ley de control (39) estd compuesta por M,, U,
y ¢(t) soluciones de (38). Sin embargo, a primera vista,
no es obvio obtener directamente la segunda fila en (19)
simplemente sustituyendo (39) en (48). La razén se basa
en la matriz G, porque no es invertible. Por lo tanto, es

necesario desarrollar (37) y encontrar soluciones en (38)
tales que (39) sea vélida, para lo cual se requiere que (ver

(33) y (35)):
Po=—Vq,Ho — DuVp H, — T,Gé. (40)
A continuacién, de (4), se puede obtener
Vp,Ha =V, < T My 'py + Uy >
=M, ' pa. (41)

De la definiciéon p, =
sustituirlo en (41) resulta
Vo Ha = qa- (42)
Finalmente, concluimos que (40) y (42) corresponden a
las dos primeras filas de (19), y la tercera fila de (19) fue

demostrada previamente en (27). Esto completa la prueba
de la Proposicion 2.1.

«qda en (6), entonces p, al

Copyright® AMCA, ISSN: 2594-2492
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2.4 Objetivo de control y criterio de disenio

Para regulacion de posicién articular, el objetivo de con-
trol es cumplir que las posiciones articulares del sis-
tema mecanico subactuado q tiendan asintéticamente a
la posicién constante deseada admisible q,, es decir,

Jim [q(t) — qg] = On,

para cualquier configuracién inicial (q(0), p(0)) del sis-
tema mecénico subactuado “cercana” al equilibrio de-
seado. Por otra parte, como criterio de diseno en este
trabajo se tiene interés en lograr lo siguiente:

tliglo[d(t) — 0] = 0,,.

(43)

(44)

3. PENDULO CON RUEDA INERCIAL

El péndulo de rueda de inercial accionado por par es un
sistema mecanico subactuado que consiste en una varilla
de péndulo rigida sin friccién fisica con un disco simétrico
(rueda) unido al extremo final, que es libre de girar (gracias
a un accionador de par ideal) alrededor de un eje paralelo
al eje de rotacién de la varilla del péndulo (Fig. 1).

Fig. 1. Diagrama del péndulo con rueda inercial.

8.1 Modelo dinamico

El hamiltoniano es la suma de la funcién de energia
cinética mas la funcién de energia potencial del sistema y
para el péndulo con rueda inercial estd dado por (Ortega
et al. (2002))

lasp? — 2a2p1p2 + a1p3]
2 [det [M]]
donde q = [¢1 ¢2)T y p = [p1 p2]T son los vectores de

posiciones generalizados y momentos, respectivamente. La
matriz de inercia M viene dada por

H= +mgcos(q1) — 1],  (45)

]T

v, (16)
as as
y la funcién de energia potencial esta dada por
U(q1,q2) = m3 [cos(q1) — 1] (47)

siendo ay = I1 +1s, ao = I, a3 = Iz, m3 2 g(mal., +mol),
donde se considera que (I + Iy) >> (mql% + mal?) tal
como se hizo en Ortega et al. (2002). De la Fig. 1, ¢1 y
g2 son las posiciones articulares del péndulo y la rueda,
respectivamente, y u es la entrada de par de control que
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actda en la rueda. Se asume ambas articulaciones sin
friccién. La Tabla 1 muestra el significado del resto de
pardmetros.

Tabla 1. Parametros del péndulo de rueda de

inercial
Descripcion Notacién Unidad
Longitud del péndulo I m
Distancia del centro de masa del le1 m
péndulo
Masa del péndulo m1 kg
Masa del disco mo kg
Momento de inercia del péndulo I kg-m?
Momento de inercia del disco I kg-m?
Aceleracién de la gravedad g m/s?

El modelo dindmico del péndulo de rueda de inercial
accionado por par sin friccién viscosa, es expresando de
manera compacta como:

laspy — azps]

0 det[M]
d g [—azp1 + aips] (48)
dt |p1 det[M]
2 ms sin(qy)
u+0

donde u es el par de entrada de control y § es una
perturbacién constante desconocida.

3.2 Diseno de un control robusto

Considere el modelo (48) con G = [0 l]T. Sean a(q) =
K [q1 qg]T y ¢(t) = K [qq, qdz]T las variables selecciona-
das, donde K = diag{k1,k2} y a4 = [qa, qdz]T =10 O]T
es el vector de posiciones deseadas. Nétese que el término
VqH visto en (38) puede expresarse como Vqlif dado que
‘H cuenta con la estructura vista en (45) donde la energia
potencial U es el Unico elemento que depende de q. Por
tanto, si definimos D, como

D, = T,Gk,G'TT, (49)
donde k, > 0, entonces podemos reescribir (38) de la
siguiente manera

GJ' [un - TJIanZ/{a] = 0pn—m, (50)
siendo G+ = [1 0], tal que al desarrollar (50) se obtiene
[ds — d2] Vq, Ua + [di — da] Vq, Us = —mzsen(qu).
(51)
Para simplificar la ecuacién diferencial parcial se seleccioné
k1 = a1 y ko = as. La energia potencial deseada U, es
obtenida a partir del trabajo de Sandoval et al. (2020),

donde la U, que satisface la EDP mostrada en (51) fue la
siguiente:

a;msdet[M,] ( Qa; )
Uy = ———"=cos| —= +qq, | + P(2(q)), (52
e o (22440 ) + 000, (52
donde
Z(Qa) = da> — 729a4 > (53)
con vy = EZ;:Z;; y siendo ®(z(g,)) una funcién selec-

cionada convenientemente para que U, sea definida pos-
itiva, por lo tanto la energia potencial deseada U, se
reescribe como:

Copyright© AMCA, ISSN: 2594-2492



Congreso Nacional de Control Automatico 2024,
8-11 de Octubre, 2024. Ciudad de México, México.

k 2
+ =2 [qa2 - ’72%11] )

2
(54)
los elementos d; son seleccionados a partir a las siguientes
desigualdades

U, — aymzdet[M,] cos (qa1 )

- + .
[ds — da] ap 1

dy > ds, doy > ds, (55)

dyds — d3 > 0. (56)

Por tanto, la entrada de control u vista en (39) para este
caso particular, queda

u =kp [qay — V24a,] —

ke [_pal + ptm]

— assen <q“1 + qdl) — 9, (57)
ay
5 =7+ €04as, (58)
Y =¢€p [82+w2}+0'2. (59)
con
2 = [rssen(am) + ko1 (g0, — 72, ]) 72
2= |73 Gaq pY2 |das Y24a, det[Ma]
+ kyp [qa, — ] _4 (60)
p |Qas — V249a, det[Ma}’
wa =ky |Pa ki 2 - [k1koaraz] |, (61)
? | det[M,] det[M,]
1
o9 = — det[M] [Pa, a2k1 — payaiks], (62)
donde las ganancias de (57) estdn definidas como
=k as as az as
R  det[M,] H a1d3+ agdz} + [a1d3 612d2”7
(63)
~ kva1a2
k, = , 4
det[M,] (64)
ms ag as
=——— |——d3+ —do| . 65
o3 [dg—dg][ ar 3+a2 2] (65)

3.8 Andlisis de estabilidad

Sustituyendo (57)-(58) en (48) y tomando en cuenta el
cambio de coordenadas visto en (5) y (6), el sistema en
lazo cerrado es el siguiente

[da, ] [ —[d- —d ]
deti[Ma] [ 3pa1 2pa2]
das —[—d d
p det ] 2P+ dipas]
|\ pa, | = det|M "
a | msdet[Ma] a]Sen (ql +qd1> +X (66)
[ds - d2] ai
Das _kp [Qaz - '72%11] — &
< ——— [—aski1p, kopa,] — X-
L5 _det[Ma}[ a2k1Da, + a1k2pa,] 3_
donde
ky[di — d
Xl :ry2k10 [qa2 - ’72(1!11] - d[etl[l\/[f] [_pal +pa2}
—dikias + kadoaq 5
det[M] ’
ky [d1 — do] —dskiag + dskeay | =
Xy =—F—F [ a as| — 57
2= T qer L] P el det[M]
alkg =
X3 =eg—————0.
3 7 et [M,]
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Se puede comprobar que el origen es un equilibrio aislado
de (66). Enseguida, es conveniente definir B € IR como

da 5 am
B= pﬂ eR”: |qa1| < 77 |qa2| < Yea1T (67)
)

Entonces, el tinico equilibrio en B es el origen del espacio de
estado. Inspirado en el andlisis de estabilidad presentado
en Sandoval et al. (2020) podemos asegurar estabilidad
asint6tica del origen. A continuacién se propone la sigu-
iente funcién candidata de Lyapunov:
1~

Vi =Has+ 5(52, (68)
donde H, se encuentra definida en (4). Al aplicar la
derivada temporal a lo largo de (68), nos queda

@102 [~pa, +Pas]]” o 01Kz

det [M] O det [M,]
la cual es una funcién semidefinida negativa dado que
ky,a1,ko, M, v €9 > 0 son constantes estrictamente posi-
tivas, tal que se concluye que el origen es un equilibrio es-
table. Siguiendo el procedimiento mostrado en Gandarilla
et al. (2021) se puede concluir que el origen es un punto de
equilibrio localmente asintéticamente estable y, por tanto,
demostrar el cumplimiento del objetivo de control (43).
Los detalles de esta parte del andlisis se han omitido por
razones de espacio.

Vi = —k, 5% (69)

4. RESULTADOS DE SIMULACION

Los pardmetros utilizados en estas simulaciones fueron
recabados del trabajo de Ortega et al. (2002), los cuales
son: Il = 01, 12 = 02, a; = Il +IQ, a2 = IQ, as = 13
y mg = 10. La configuracién inicial de la planta fue:
[41(0) g2(0) p1(0) pg(O)]T =[27°00 O]T. Las ganancias
utilizadas para el controlador fueron: &k, = 1, k, = 1.6,
kl = 037 kz = 02, d1 = 5, d2 =2 y d3 = 1. Las ultimas
tres ganancias cumplen con las desigualdades (55)-(56). La
ganancia utilizada para el observador fue ¢y = 0.55. Para
validar el desempeno del controlador propuesto (57), se
aplicé una perturbacién § = 45 [Nm] durante la respuesta
transitoria del péndulo con rueda inercial a los 5 [s]. La
sintonfa de las ganancias se hizo mediante prueba y error
hasta obtener el mejor desempeno posible. El método de
integracién utilizado para esta serie de simulacién fue
ODE23, con un error de tolerancia de 1 x 1073.

150 [Grados] A
a1 (t)(Rojo)
100 2(t)(Azul)
50
0 t[s]
—50
—100
—150
—200 L L ]
0 15 20 25

Fig. 2. Evolucién temporal de las posiciones ¢1(t) y g2(t)
ante una perturbacién constante § = 45 [Nm].
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Fig. 3. Entrada de control u(t) mostrada en (57) ante una
perturbacién constante § = 45 [Nm).

50 [Nm]

40 - d(Rojo)

35 5(t)(Azul)
30 -
25 -
20 +
15+
10 F

Fig. 4. Comparacién entre las respuestas del observador
no lineal § y la perturbacién §.

Note en la Fig. 2 que se cumple el objetivo de control (43)
y el criterio de disefio (44), ain cuando la perturbacién
es aplicada durante la respuesta transitoria. En la Fig. 3,
se presenta el desempeno de la ley de control (57), tal
que despuies de 5 segundos su magnitud corresponde a la
magnitud de la perturbacién de 45 [Nm]. Finalmente, la
Fig. 4 muestra la perturbacién ¢ y su correcta estimacion

J.
5. CONCLUSIONES

Se ha presentado un control por moldeo de energia robusto
para el péndulo con rueda inercial afectado por pertur-
baciones de par constante. El desempeno del controlador
propuesto se ha ilustrado con simulaciones numéricas del
modelo de un péndulo con rueda inercial. Las simulaciones
fueron obtenidas usando MATLAB y Simulink. La adicién
de un observador no lineal es la parte novedosa del con-
trolador y su diseno permitié compensar las perturba-
ciones constantes actuando sobre la rueda. Como trabajo
futuro se pretende aplicar el controlador a otros sistemas
mecanicos subactuados, asi como mejorar el controlador
para compensar perturbaciones variantes en el tiempo.
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