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1. INTRODUCCIÓN

Actualmente las diversas aplicaciones de los convertidores
DC-DC se encuentran gobernadas por las topoloǵıas
PMW, clasificados aśı por el control de sus interruptores
a través de una señal modulada por ancho de pulso a
frecuencias del orden de los kHz. Sin embargo, al aumen-
tar la frecuencia de conmutación para reducir el peso,
el tamaño de los componentes magnéticos, de conden-
sadores e incrementar la densidad de potencia, se presen-
tan pérdidas de potencia significativamente altas en estos
convertidores Tarzamni et al. (2023). Como alternativa
surgen las topoloǵıas Cuasi-resonantes y Resonantes Liu
et al. (1987), que se caracterizan por su uso en altas
frecuencias (MHz), en las que mediante el uso de técnicas
de conmutación a corriente o voltaje cero, incrementan su
potencia sin sacrificar su eficiencia Akhlaghi and Farzane-
hfard (2020).

Esta caracteŕıstica se logra agregando un tanque res-
onante a los convertidores PWM, modificando aśı las
topoloǵıas usuales. Desde la perspectiva del control, de-
bido a que se incrementa la complejidad de la dinámica del
sistema, el modelado y análisis del sistema no se pueden
realizar utilizando técnicas estándar como el SSA (prome-
dio de espacio de estado, por sus siglas en inglés). Esto
limita las técnicas de control basadas en modelo, como lo
son las técnicas asociadas a sistemas Hamiltonianos, las
cuales representan un escenario atractivo para el control
de los convertidores resonantes ya que aprovechan las no-
ciones de enerǵıa inherentes en el sistema y proporcionan
herramientas formales para el análisis de estabilidad.

Actualmente existen técnicas generalizadas GSSA (prome-
dio de espacio de estados generalizado, por sus siglas en
inglés) Ayubirad and Yazdanpanah (2021), que tratan
de abordar este escenario, por lo que en este documento
se analizarán las diferentes técnicas de promediación, su
complejidad y la viabilidad para aplicarlos en el control
de los Convertidores Resonantes (CR).

En este trabajo se considera como caso de estudio un
convertidor resonante alimentado en corriente (CRAC),
propuesto para aplicaciones en sistemas fotovoltaicos
(Ponce-Silva et al. (2010) y Rodriguez Benitez et al.
(2021)).

El CRAC (Fig. 1) está conformado por una fuente de
voltaje continua a la entrada (Vdc), dos inductores de en-
trada L1 y L2 como fuentes de corriente, dos interruptores
unidireccional (S1 y S2 ) y un tanque resonante (Lr, Cr

y Req), donde la carga (Req), representa la resistencia
equivalente asociada a la parte de rectificación del con-
vertidor.

Las principales contribuciones de este documento son:

• Modelar el CRAC, como un sistema Hamiltoniano
con entradas discretas.

• Proponer un modelo Hamiltoniano continuo aprox-
imando las señales de entrada a través de su ex-
pansión en serie de Fourier compleja.

Para ello, se caracterizan los modos de operación del
sistema, se obtiene el modelo conmutado; y se analizan
las diferentes técnicas de modelado por promediación
de estados, para determinar su viabilidad. Finalmente
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se propone un nuevo modelo Hamiltoniano continuo, y
se compara numéricamente con el modelo GSSA y las
señales del CRAC generados por su circuito electrónico.

2. OPERACIÓN DEL SISTEMA

El funcionamiento básico del CRAC consiste en generar
una señal de entrada cuadrada de corriente, a través de
los inductores (L1, L2) y los interruptores (S1,S2), la
frecuencia de esta señal debe coincidir con la frecuencia
natural del tanque resonante, de tal forma que a la
salida del tanque resonante se filtre solo la componente
fundamental de la señal de entrada.

Fig. 1. Caso de estudio Convertidor Resonante Alimen-
tado en Corriente CRAC.

El análisis de la dinámica del sistema, se puede carac-
terizar a través de tres modos de operación del con-
vertidor, definidos por los estados de los interruptores
(S1 = 0, S2 = 1), (S1 = 1, S2 = 0) y (S1 = 1, S2 = 1).

Modo 1. S1 = 0, S2 = 1.

El inductor L1 se desacopla del tanque resonante quedando
en paralelo a la fuente de DC por lo que se carga de
manera lineal. Por otra parte el inductor L2 se acopla al
tanque resonante, el circuito equivalente se muestra en la
siguiente Figura 2.

Fig. 2. Modo de operación 1 de CRAC

El analisis a través de la Ley de mallas o voltajes de Kir-
choff, y la Ley de nodos o corrientes, permite establecer
las ecuaciones dinámicas del sistema, como se muestra a
continuación:

L1

d

dt
i1 + vr = Vdc

L2

d

dt
i2 = Vdc

C
d

dt
vr +

1

Req
vr + ir − i1 = 0

Lr
d

dt
ir − vr = 0

(1)

donde vr es el voltaje en las terminales del capacitor Cr,
i1, i2 son las corrientes en L1 y L2 y ir es la corriente del
inductor Lr.

Modo 2. S1 = 1, S2 = 0.

Análogamente al caso anterior, se alternan los estados de
los interruptores (ver Figura 3 ).

Fig. 3. Modo de operación 2 de CRAC

Sin embargo, en este caso la corriente de entrada al tanque
resonante iL2

toma el sentido contrario respecto a la
corriente iL1

del Modo 1, lo que implica que se obtiene
una señal simétrica negativa respecto al Modo 1. Las
ecuaciones de estado de este Modo son:

L1

d

dt
i1 = Vdc

L2

d

dt
i2 + vr = Vdc

C
d

dt
vr +

1

Req
vr + ir − i2 = 0

Lr
d

dt
ir − vr = 0

(2)

Modo 3. Traslape S1 = 1, S2 = 1.

Este modo de operación se caracteriza por que ambos
interruptores se mantienen encendidos, de tal manera
que ambos inductores de entrada L1 y L2 quedan en
paralelo respecto a la fuente Vdc, es decir, en carga
lineal, desacoplando totalmente las fuentes de corriente
del tanque resonante. Este modo de operación garantiza
que la corriente de entrada al convertidor sea continua.
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Fig. 4. Modo de operación 3 de CRAC

Las ecuaciones de estado quedan definidas como:

L1

d

dt
i1 = Vdc

L2

d

dt
i2 = Vdc

C
d

dt
vr +

1

Req
vr + ir = 0

Lr
d

dt
ir − vr = 0

(3)

3. MODELO HAMILTONIANO CONMUTADO

Conjuntando las ecuaciones correspondiente a los tres
modos de operación se obtiene:

L1

d

dt
i1 + α2vr = Vdc

L2

d

dt
i2 + α1vr = Vdc

C
d

dt
vr +

1

Req
vr + ir − α1i2 − α2i1 = 0

Lr
d

dt
ir − vr = 0

(4)

donde α1 y α2 son funciones discretas con valores {0, 1}
que describen los estados de los interruptores S1 y S2.
Luego, transformando a variables Hamiltonianas de flujo
y esfuerzos con las relaciones constitutivas q = Cvr y
λm = Lmim, m = 1, 2, r, la expresión anterior toma la
forma:

λ̇1 = −α2

q

C
+ Vdc

λ̇2 = −α1

q

C
+ Vdc

q̇ = −
1

Req

q

C
+ α1

λ2

L2

+ α2

λ1

L1

−
λr

Lr

λ̇r =
q

C

(5)

donde q es la carga en el capacitor y λm son los flujos en
los inductores.

Al definir x = [λ1 λ2 q λr]
⊤
, se obtiene la estructura

Hamiltoniana:

ẋ = (J (α2, α1)−R)∇H +GVdc (6)

donde:

J =

[

0 0 −α1 0

0 0 α2 0

α1 −α2 0 −1

0 0 1 0

]

;R =





0 0 0 0

0 0 0 0

0 0
1

Req

0

0 0 0 0



 , (7)

J (α2, α1) matriz antisimétrica de interconexión, R ≥ 0

matriz de disipación, ∇H =
[

λ1

L1

λ1

L2

q
C

λr

L

]⊤

y G =

[1 1 0 0]
⊤
. A demás, la matriz J (α2, α1) se puede separar

de tal forma que las señales de entrada queden de manera
af́ın:

ẋ = (J0 −R)∇H + J1∇Hα1 + J2∇Hα2 +GVdc (8)

J0 =

[

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 −1

0 0 1 0

]

; J1 =

[

0 0 −1 0

0 0 0 0

1 0 0 0

0 0 0 0

]

; J2 =

[

0 0 0 0

0 0 1 0

0 −1 0 0

0 0 0 0

]

(9)

4. MODELO GSSA HAMILTONIANO

El método de Promediación de Estados (SSA) aplicado
en convertidores se basa en obtener un modelo continuo
(promediado ⟨·⟩) de la dinámica del sistema, basado en la
ecuación:

⟨x⟩(t) =
1

T

∫ t

t−T

x(τ)dτ (10)

donde T es el peŕıodo de conmutación, que se asume
constante, y la frecuencia de conmutación mucho mayor
que la frecuencia natural de los convertidores, es decir, la
dinámica de las variables de estado se consideran lentas
respecto a la conmutación del sistema. Este esquema
es adecuado por sus caracteŕısticas para las topoloǵıas
PWM.

Para casos donde T no es pequeño respecto a la escala
temporal de las variables de estado, topoloǵıas Resonantes
y Cuasiresonantes, el enfoque se extiende a las técnicas
de aproximación conocidas como Promediación General-
izada del Espacio de Estados (GSSA, por sus siglas en
inglés), las cuales pueden ser:

a) GSSA de orden reducido Xu and Lee (1998), re-
duce los estados del convertidor promediando la dinámica
del tanque resonante, sin embargo no recupera todas las
formas de las señales del sistema perdiendo información
relevante de los grados de libertad para el control.

b) Expansión de armónicos GSSA Sanders et al.
(1991), Mahdavi et al. (1997), Green (1993). Recupera las
formas de las señales de los estados, se basa en el hecho
de expresar una señal, en el intervalo de conmutación a
través de su expansión en serie de Fourier:

x(τ) =

∞
∑

n=−∞

⟨x⟩n(t)e
jnωoτ (11)

donde ω0 = 2 π
T , el número de armónicos n se trunca

a un valor que permita obtener las formas de ondas de
las señales del sistema original, cada uno de los coefi-
cientes ⟨x⟩n(t) consideran también a su complejo conju-
gado ⟨x⟩−n(t) y se desarrollan a través de los operadores
de la derivada temporal y el producto bilineal, dadas por:
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d⟨x⟩k(t)

dt
=

〈

dx

dt

〉

k

(t)− jkωo⟨x⟩k(t)

⟨qx⟩k =

∞
∑

i=−∞

⟨q⟩k−i⟨x⟩i

(12)

donde K ≤ m es el armónico deseado y m el trun-
camiento.

Este esquema es atractivo para modelar el CRAC, por
lo que se desarrolla para poder evaluar y comparar la
complejidad de los grados de libertad.

Para el modelo GSSA del CRAC, se consideran que las
formas de las señales de L1 y L2, se aproximan bien con
las componentes de orden cero y primer armónico. Esto
resulta de considerar que la corriente de entrada debe ser
una señal continua pero con un rizo de corriente debido a
que en los modos de operación los inductores se acoplan
al tanque resonante:

i1(t) = ⟨i1⟩0 + ⟨i1⟩−1
e−jωt + ⟨i1⟩1 e

jωt

i2(t) = ⟨i2⟩0 + ⟨i2⟩−1
e−jωt + ⟨i2⟩1 e

jωt
(13)

En variables Hamiltonianas estos coeficientes se asocian
a los flujos z1 = ⟨λ1⟩0, z2 = ⟨λ1⟩

R
1

y z3 = ⟨λ1⟩
I
1
de L1

y z4 = ⟨λ2⟩0, z5 = ⟨λ2⟩
R
1

y z6 = ⟨λ2⟩
I
1
de L2, donde los

supeŕındices R y I, denotan la componente asociada a la
fase compleja y a su compleja conjugada respectivamente.
Para las variables del tanque, se consideran solo las
componentes del primer armónico ya que en el tanque se
obtendrán señales sinusoidales puras según se describió
en la operación del sistema, por tanto:

vr(t) = ⟨vr⟩−1e
−jωt + ⟨vr⟩1e

jωt

i(t) = ⟨i⟩−1e
−jωt + ⟨i⟩1e

jωt
(14)

donde z7 = ⟨q⟩
R
1
, z8 = ⟨q⟩

I
1
, z9 = ⟨λr⟩

R
1

y z10 = ⟨λr⟩
I
1
.

Para las señales de entrada α1 y α2, se considera el
armónico de orden cero, que corresponde al ciclo de
trabajo y el primer armónico para expresar el compor-
tamiento oscilatoria de la componente fundamental

α1(t) = ⟨α1⟩0 + ⟨α1⟩−1
e−jωt + ⟨α1⟩1 e

jωt

α2(t) = ⟨α2⟩0 + ⟨α2⟩−1
e−jωt + ⟨α2⟩1 e

jωt
(15)

Posteriormente se aplican las ecuaciones (12), para calcu-
lar la dinámica de cada uno de los coeficientes en variables
de estado Hamiltonianas, para λ1 se tiene:

d

dt
⟨λ1⟩

R
0

= −
1

C

[

⟨q⟩
R
1

⟨α1⟩
R
1

− ⟨q⟩
I
1
⟨α1⟩

I
1

]

+ ⟨Vdc⟩
R
0

d

dt
⟨λ1⟩

R
2

= −
1

C
⟨q⟩

R
1

⟨α1⟩
R
0

+ w ⟨λ1⟩
I
1

d

dt
⟨λ1⟩

I
2

= −
1

C

[

⟨q⟩
I
1
⟨α1⟩

R
0

]

− w ⟨λ1⟩
R
1

(16)

análogamente para el flujo λ2 se tiene:
d

dt
⟨λ2⟩

R
0

=
1

C

[

⟨q⟩
R
1

⟨α2⟩
R
1

− ⟨q⟩
I
1
⟨α2⟩

I
1

]

+ ⟨Vdc⟩
R
0

d

dt
⟨λ2⟩

R
1

=
1

C
⟨q⟩

R
1

⟨α2⟩
R
0

+ w ⟨λ2⟩
I
1

d

dt
⟨λ2⟩

I
1

=
1

C

[

⟨q⟩
I
1
⟨α2⟩

R
0

]

− w ⟨λ2⟩
R
1

(17)

para el flujo magnetico del tanque resonante λ:

d

dt
⟨λ⟩

R
1

=

〈

q

c

〉R

1

+ w⟨λ⟩
I
1

d

dt
⟨λ⟩

I
1

=

〈

q

c

〉I

1

− w⟨λ⟩
R
1

(18)

y para la carga en el tanque resonte se tiene que la
expansión GSSA de sus coeficiente a primer orden son:

d

dt
⟨q⟩

R
1

=
1

L1

[

⟨λ1⟩
R
1

⟨α1⟩
R
0

+ ⟨λ1⟩
R
0

⟨α1⟩
R
1

− ⟨λ1⟩
I
0
⟨α1⟩

I
1

]

−
1

L2

[

⟨λ2⟩
R
1

⟨α2⟩
R
0

+ ⟨λ2⟩
R
0

⟨α2⟩
R
1

− ⟨λ2⟩
I
0
⟨α2⟩

I
1

]

−
1

Lr

⟨λ⟩
R
1

−
1

RC
⟨q⟩

R
1

+ w⟨q⟩
I
1

(19)

d

dt
⟨q⟩

I
1

=
1

L1

[

⟨λ1⟩
I
1
⟨α1⟩

R
0

+ ⟨λ1⟩
I
0
⟨α1⟩

R
1

− ⟨λ1⟩
R
0

⟨α1⟩
I
1

]

−
1

L2

[

⟨λ2⟩
I
1
⟨α2⟩

R
0

+ ⟨λ2⟩
I
0
⟨α1⟩

R
1

− ⟨λ2⟩
R
0

⟨α2⟩
I
1

]

−
1

Lr

⟨λ⟩
I
1
−

1

RC
⟨q⟩

I
1
− ω⟨q⟩

R
1

(20)

Considerando ahora el estado como z = [z1 z2 ...z10]
⊤ se

obtiene la estructura Hamiltoniana de la forma:

ż = [J(z)−R(z)]∇H(z) + g (21)

donde J(z) =




















0 0 0 0 0 0 −⟨α1⟩R
1

⟨α1⟩I
1

0 0

0 0 ωL1 0 0 0 −⟨α1⟩R
0

0 0 0

0 −ωL1 0 0 0 0 0 −⟨α1⟩R
0

0 0

0 0 0 0 0 0 ⟨α2⟩R
1

−⟨α2⟩I
1

0 0

0 0 0 0 0 −ωL2 0 0 0 0

0 0 0 0 ωL2 0 0 ⟨α2⟩R
0

0 0

⟨α1⟩R
1

⟨α1⟩R
0

0 −⟨α2⟩R
1

−⟨α2⟩R
0

0 0 ωC −1 0

−⟨α1⟩I
1

0 ⟨α1⟩R
0

⟨α2⟩I
1

0 −⟨α2⟩R
0

−ωC 0 0 −1

0 0 0 0 0 0 1 0 0 ωLr
0 0 0 0 0 0 0 1 −ωLr 0





















(22)

D=





















1/L1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1/L1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1/L1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1/L2 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1/L2 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1/L2 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1/C 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1/C 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1/Lr 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1/Lr





















(23)

R = Diag[0 0 0 0 0 0 1/R 1/R 0 0], ∇H(z) = Dz,
g = [Vdc 0 0 Vdc 0 0 0 0 0 0]⊤ y H(z) = 1

2
z⊤Dz.

Este modelo aumenta el orden y la complejidad del
sistema por lo que buscar alternativas que permitan
trabajar con el orden original es mas versátil.

5. MODELO HAMILTONIANO, ENTRADA
CONTINUA

La principal contribución de este trabajo es proponer un
modelo Hamiltoniano continuo de orden no aumentado
que recupere las formas de las señales del CRAC y ofrezca
un esquema práctico para el control basado en modelo.
Para ello se retoma el modelo (8) donde se busca que las
señales α1 y α2 sean continuas. Para esto, se parte por
modelar a αi, como (Ver Fig. 5):
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Fig. 5. Señal discreta de entrada.

αi(t) =

{

A si δ ≤ t ≤ δ + TsD
0 si δ + TsD < t < δ + Ts

(24)

donde A es la amplitud, δ ≥ 0 es un retraso temporal de
la señal y Ts = 1/fsw es el peŕıodo de conmutación.

Mediante la serie de Fourier compleja, αi se puede repre-
sentar como:

αi(t) =
∞
∑

n=−∞

Cne
jnωst (25)

con coeficientes

Cn =
1

Ts

∫

Ts

αi(t)e
−jnωstdt (26)

Evaluando (24) en (26), con A = 1, ωs =
2π
Ts

y δ = 0:

Cn =
1

2jπn

(

1− e−2jπnD
)

(27)

Al sustituir los coeficientes (27) en la Ec. (25), se puede
llegar a la siguiente expansión:

αi(t) = D + 2

∞
∑

n=1

Re
[

Cne
jnωst

]

(28)

donde D es el término de orden cero, el cual corresponde
al ciclo de trabajo.

Los términos de orden n en (28), representan los
armónicos de la aproximación de las señales de entrada,
donde se realiza un truncamiento, es decir se elige un or-
denK al cual fijar la expansión, de tal manera que la señal
obtenida capture de manera adecuada las caracteŕısticas
de las señales de entrada (Ver Fig. 6).

Fig. 6. Simulación en Matlab de la aproximación continua
de αi usando (28), A = 1, Ts = 0.4e− 4s y D=0.65.

Considerando el modelo Hamiltoniano conmutado (8), se
acopla el bloque (28) a sus entradas de tal forma que se
recuperan los grados de libertad naturales con los que

se controlan los convertidores en la práctica, el ciclo de
trabajo D y la frecuencia de conmutación fsw, los cuales
definen la forma de la señal de entrada a través de un
circuito integrado de disparo que active el interruptor
(MOSFET o IGBT). Además esta conexión no altera del
orden del sistema original.

Fig. 7. Modelo Hamiltoniano propuesto.

6. COMPARACIÓN NUMÉRICA

El desarrollo de esta comparativa se realizó comparando
en Simulink de Matlab el modelo Hamiltoniano GSSA, el
modelo Hamiltoniano continuo propuesto en la seccción
5 y el circuito eléctrico del convertidor CRAC controlado
con 2 señales PWM. Las simulaciones presentan las sigu-
ientes consideraciones:

• Los parámetros de diseño del CRAC son L1 =
L2 = 114.8µH, Lr = 3.605µH, Cr = 175.6nF ,
R = 21.3116Ω y Vdc = 30V .

• Tanto inductores como capacitores son ideales.
• D0, es implementado utilizando el modelo ideal con-
siderando Vf = 0.8V , Ron = .001 Ω, Lon = 0 H,
Rs = 500 Ω y Cs = 250 pF .

• La aproximación de αaprox fue determinada con un
valor de armónicos n = 2.

• El paso de integración fue de 5e− 11

Fig. 8. Señales de corrientes en L1 y L2: En verde:
Circuito Eléctrico, en naranja modelo Hamiltoniano
propuesto y en azul modelo GSSA
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Fig. 9. Señales en el tanque resonante, en verde Circuito
Eléctrico, en naranja modelo Hamiltoniano prop-
uesto y en azul modelo GSSA

De acuerdo a las comparaciones numéricas mostradas,
la señales del CRAC se recuperaran de forma adecuada
mediante el uso de la técnica GSSA y con la aproximación
de la entrada mediante su serie de Fourier (Sección 5.),
ambos modelos se basan en aprovechar las propiedades
periódicas del CRAC y describir su dinámica mediante el
uso de expansión de armónicos, sin embargo:

• La técnica GSSA presenta un error en estado esta-
cionario del 25% en amplitud para las señales de los
edos. de L1 y L2, y del 5% en los estados del tanque
resonante. Además de un error de desfase del 2.
Mientras el error del modelo de la sección 5 no supera
más del 2% en amplitud y no tiene desfase por lo que
recupera de forma adecuada el comportamiento del
CRAC. Para corregir los errores del modelo GSSA se
deben modificar directamente los estados del modelo
incrementado su orden lo cual incrementa la carga
numérica.

• La técnica GSSA, al expandir los estados extiende
el orden del sistema a 10 variables de estados, incre-
mentando la complejidad para diseñar algoritmos de
control.

• Por otra parte el modelo de la Sección 5 al dejar
la expansión sobre las señales de entrada, no altera
el orden original del sistema Hamiltoniano y dada
la estructura del bloque (28) se dejan como grados
de libertad la variación del ciclo de trabajo D, que
además es lineal a la entrada, y la frecuencia de con-
mutación f sobre los armónicos. Esta representación
obtiene la forma natural en que se controlan los
convertidores de potencia en la práctica.

• El modelo de la sección 5 presenta una forma versátil
de obtener la dinámica admisible del sistema al no
aumentar los estados y dejar los grados de libertad en
el bloque de entrada, por lo que presenta una ventaja
anaĺıtica sobre la complejidad al proponer futuros
algoritmos de control basado en modelo, respecto al
modelo GSSA.

7. CONCLUSIONES

El modelo Hamiltoniano continuo propuesto resultó más
versátil y acertado respecto al GSSA, al no incrementar el
orden del sistema original y la complejidad de las variables
de estado representa un modelado atractivo para realizar
algoritmos de control desde la perspectiva de sistemas
Hamiltonianos, para el convertidor CRAC.
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