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Abstract: In this paper, a parameter identification algorithm is proposed for linear regression
systems with constant unknown parameters. Such an algorithm is composed of an accelerated
version of the heavy–ball method and a modified extension of Kreisselmeier’s filters and can
identify constant parameters in a finite time under a persistent excitation condition. The
workability of the proposed algorithm is depicted by simulation results.
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1. INTRODUCTION

En la teoŕıa de control, el problema de diseño de control,
en presencia de incertidumbre paramétrica y entradas de-
sconocidas, sigue siendo un problema desafiante. Las her-
ramientas que se han desarrollado por la teoŕıa de iden-
tificación de parámetros nos permiten lidiar con la falta
de conocimiento relacionada con las incertidumbres y per-
turbaciones. Durante las últimas décadas la identificación
de parámetros en ĺınea ha llamado mucho la atención.
Existen muchas técnicas que tratan con el problema de
identificación, e.g., algoritmos por mı́nimos cuadrados
(LS), algoritmos basados en el gradiente descendiente, al-
goritmos de estimación adaptable, por mencionar algunas
técnicas populares (ver, e.g., Annaswammy and Fradkov
(2021), Isermann and Münchhof (2011), y Narendra and
Annaswamy (2005)).

La mayoŕıa de los esquemas propuestos en identifi-
cación de parámetros han tratado con la identificación
de parámetros constantes. A continuación mencionamos
algunos trabajos recientes. En Jin et al. (2018), se
diseña un método recursivo basado en LS para identificar
parámetros constantes en articulaciones flexibles. Bajo
ciertas condiciones de excitación persistente, se muestra
que el error de identificación converge a una región alrede-
dor del origen. En Yang et al. (2018), se propone un algo-
ritmo de identificación de parámetros adaptable y conmu-
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tado para robots manipuladores que garantiza la conver-
gencia a cero del error de identificación en tiempo finito.
En Ballesteros et al. (2021), se propone un algoritmo de
identificación de parámetros para sistemas homogéneos
que se basa en una clase de redes neuronales artificiales.
El error de identificación converge a una región alrededor
del origen. En Wang et al. (2019), se usa un modelo de
regresión lineal para asegurar el acotamiento del error de
identificación sin la condición de excitación persistente.
En Na et al. (2015), se propone un método de identifi-
cación adaptable para estimar parámetros constantes en
señales sinusoidales, e.g., offset, amplitud, frecuencia y
fase, garantizando convergencia exponencial a una región
del origen del error de identificación. De manera simi-
lar, en Kapetina et al. (2019), se presenta un algoritmo
adaptable basado en el método del gradiente descendiente
que resuelve el problema de identificación de parámetros
constantes. Sin embargo, la mayoŕıa de los algoritmos
arriba mencionados pueden asegurar solo velocidades de
convergencia exponencial.

Un método que se ha propuesto para mejorar la velocidad
de convergencia de los algoritmos basados en el gradiente
descendiente es el método de la “bola pesada”, que es
el primer enfoque de optimización que usó “momentos”
(momemtums) (Polyak, 1964). Actualmente, este método
es uno de los más populares para lidiar con problemas
de optimización y diseño de algoritmos de aprendizaje
que proporcionan velocidades de convergencia rápidas
cuando las funciones objetivo son suaves y fuertemente
convexas. Por ejemplo, en Xiong et al. (2020), los autores
proporcionan una caracterización anaĺıtica de las regiones
de convergencia de algoritmos por gradiente descendi-
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ente acelerados usando el dominio de la frecuencia. El
método de la “bola pesada” también se ha usado para
problemas de optimización distribuidos. Por ejemplo, en
Xin and Khan (2020), se propone un método distribuido
de la “bola pesada”, que combina métodos de primer
orden distribuido, conocidos como algoritmos AB, con
seguimiento por gradiente y momento, para minimizar
la suma de funciones suaves y fuertemente convexas. Un
problema similar se estudia en Ren et al. (2022), donde los
autores desarrollan un método por gradiente distribuido
acelerado para redes fijas, el cual depende de técnicas
de seguimiento por gradiente y memoria local para acel-
erar la velocidad de convergencia. En Ugrinovskii et al.
(2022), se introduce un método generalizado de la “bola
pesada” para tratar con la convergencia global en algunos
problemas de optimización no–convexos. Una familia de
métodos por momentos distribuidos se propone en Gao
et al. (2023) para problemas de optimización distribuidos
sobre grafos directos. Los autores desarrollan un análisis
de convergencia global R–lineal para funciones suaves y
fuertemente convexas. Desde el punto de vista de teoŕıa
de control, en Vaquero et al. (2023), se introduce una
ecuación diferencial de segundo orden que representa la
dinámica del algoritmo “bola pesada” con gradiente y
que posee las mismas propiedades de convergencia que
la dinámica del algoritmo “bola pesada” original. Los
autores emplean un enfoque de Función de Lyapunov para
caracterizar las propiedades de convergencia asintótica
de los algoritmos en tiempo discreto. En Hustig-Schultz
and Sanfelice (2024), se propone un esquema de control
h́ıbrido para asegurar la convergencia asintótica y global
para un problema de mı́nimo único para una función
convexa. El esquema propuesto se basa en un mecanismo
de histéresis que conmuta entre el algoritmo gradiente
descendente acelerado de Nesterov y el algoritmo “bola
pesada”, para asegurar la convergencia asintótica emple-
ando un enfoque de función de Lyapunov. Sin embargo,
ninguno de los trabajos mencionados anteriormente ofrece
convergencia en tiempo finito. Además, solo 2 trabajos
proporcionan una caracterización a través de funciones
de Lyapunov de las velocidades de convergencia.

En esta trabajo se propone un nuevo algoritmo de iden-
tificación de parámetros para sistemas en forma de re-
gresión lineal con parámetros desconocidos constantes.
El algoritmo propuesto se basa en un método acelerado
de “bola pesada” que usa una versión no–lineal de la
extensión de regresor de Kreisselmeier. Este algoritmo
acelerado de “bola pesada” puede identificar parámetros
constantes en tiempo finito bajo la condición de excitación
persistente. Se asegura la estabilidad local en tiempo
finito de la dinámica del error de identificación a través
de un enfoque por función de Lyapunov. Hasta donde los
autores conocen, esta es la primera vez, a pesar de las
numerosas modificaciones del algoritmo “bola pesada”,
que se propone esta versión acelerada del método “bola
pesada” asegurando convergencia en tiempo finito.

El resto de este trabajo está organizado de la siguiente
manera. Los preliminares se presentan en la Sección 2. El

planteamiento del problema se formula en la Sección 3.
El algoritmo de identificación se introduce en la Sección
4. El análisis de convergencia del error de identificación
se presenta en la Sección 5, mientras que las simulaciones
se muestran en la Sección 6. Finalmente, algunos comen-
tarios finales se dan en la Sección 7.

Notación: Denote dscα := |s|αsign(s), para s ∈ R y α ≥
0. Para un vector s ∈ R

n, dscα se entiende en el sentido
elemento–a–elemento. Para p ≥ 1, la norma Lp de s ∈ R

n

se define como |s|p = (
∑n

i=1 |si|
p)

1
p . De esta manera, se

tiene que |s|α+1
α+1 = s>dscα, para cualquier α > 0. La

norma Euclidiana de s ∈ R
n se denota como |s| := |s|2,

y para una matriz A ∈ R
m×n, la norma inducida es la

norma espectral, i.e., |A| =
√

λmax(A>A), donde λmax

(respectivamente, λmin) es el máximo (respectivamente,
el mı́nimo) valor caracteŕıstico. El conjunto de todas las
entradas u : R≥0 → R

p tal que su norma L∞ en [0,∞] es
finita, i.e., |u|∞ := ess supt≥0|u(t)| < ∞, se denota como
L∞. Una función α : R≥0 → R≥0 pertenece a la clase K
si es estrictamente creciente y α(0) = 0.

2. PRELIMINARES

Considere el sistema

ẋ(t) = f(t, x(t)), t ∈ R≥0, x(0) = x0, (1)

donde x(t) ∈ R
n es el vector de estado. La función

f : R≥0 × R
n → R

n se asume local y uniformemente
acotada, uniformemente t, localmente Lipschitz o Hölder
continua en x, y f(t, 0) = 0. Para cualquier condición
inicial x0 ∈ R

n, la solución del sistema (1) se denota como
x(t, x0), y se asume que está definida para cualquier t ≥ 0.

Definición 1. (Orlov, 2004), (Zimenko et al., 2018).
En estado estable x = 0, el sistema (1) es estable en
tiempo finito (FTS) si existe una función α ∈ K tal que
|x(t, x0)| ≤ α (|x0|), para todo t ≥ 0 y x0 ∈ R

n, y existe
0 ≤ Ts < +∞ tal que x(t, x0) = 0, para todo t ≥ Ts. La
función T0 : x0 7→ inf{Ts ≥ 0 : x(t, x0) = 0, ∀t ≥ Ts} es
conocida como la función de tiempo de asentamiento del
sistema (1).

Los siguiente lemas son usados en el análisis de estabili-
dad.

Lema 1. (Efimov and Aleksandrov, 2021). Sea x1, x2 ∈
R

n, y W (x1, x2) = |x1|
α+ |x2|

β−c|x1|
γ |x2|

δ, con algunas
constantes positivas c, α, β, γ, δ > 0. Entonces, las sigu-
ientes afirmaciones son ciertas:

1) Para cualquier valor de c, W es positiva definida si

γ

α
+

δ

β
> 1 y max

{

|x1|
α, |x2|

β
}

≤ c

1

1−( γ
α

+ δ
β ) .

2) Para cualquier valor de c, W es positiva si

γ

α
+

δ

β
< 1 y max

{

|x1|
α, |x2|

β
}

≥ c

1

1−( γ
α

+ δ
β ) .

3) Para valores suficientemente pequeños de c y x1, x2 ∈
R

n, W es positiva definida si
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γ

α
+

δ

β
= 1.

Lema 2. (Aleksandrov, 2020). Sea x1, x2 ∈ R
n, y

W (x1, x2) = |x1|
α + |x2|

β + c1|x1|
η|x2|

ζ − c2|x1|
γ |x2|

δ,
con constantes c1, c2, α, β, γ, δ, η, ζ > 0. Entonces,
para η

α
+ ζ

β
< 1, W es positiva definida para cualquier

valor de c1 y c2, si y solo si

γ + δ
(α− η)

ζ
> α, δ + γ

(β − ζ)

η
> β.

Finalmente, se introduce la siguiente definición de ex-
citación persistente.

Definición 3. Ioannou and Sun (1996). La señal φ :
R≥0 → R

n está Persistentemente Excitada (PE) si sat-
isface

α1I ≥

∫ t+T

t

φ(σ)φ>(σ)dσ ≥ α0I, ∀t ≥ 0,

con un nivel de excitación α0 > 0, algún tiempo de
excitación T > 0 y una constante positiva α1 > 0, donde
I es la matriz identidad.

3. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Considere el siguiente sistema en forma de regresión
lineal:

y(t) = φ>(t)θ, t ≥ 0, (2)

donde θ ∈ R
n y y(t) ∈ R son los vectores de parámetros

desconocidos y de salida, respectivamente, y φ : R≥0 →
R

n es una función del tiempo continuamente diferencia-
ble, mejor conocida como regresor, el cual es conocido,
acotado y persistentemente excitado (PE). El objetivo
de este trabajo es identificar el vector de parámetros
constantes θ bajo la siguiente suposición:

Suposición 1. El regresor φ:

• es PE;
• es acotado, i.e., |φφ>|∞ ≤ φ̄, para alguna constante

conocida y positiva φ̄ > 0;

• su derivada temporal satisface
∣

∣

∣

d(φφ>)
dt

∣

∣

∣

∞
≤ φ̄d, para

alguna constante conocida y positiva φ̄d > 0.

4. ALGORITMO DE IDENTIFICACIÓN

El algoritmo de identificación basado en el método acel-
erado de “bola pesada” está dado de la siguiente manera:

˙̂
θ1 = θ̂2, (3a)

˙̂
θ2 = τk1z

>
2 dz1 − z2θ̂1c

α − k2dθ̂2c
β , (3b)

ż1 = τ−1ρ(z, θ̂) [φy − z1] , z1(0) = 0, (3c)

ż2 = τ−1ρ(z, θ̂)
[

φφ> − z2

]

, z2(0) = 0, (3d)

ρ(z, θ̂) =

{

1, ∀t ∈ [0, T ),

|z1 − z2θ̂1|
γ+1
γ+1 + |θ̂2|

µ+1
µ+1, ∀t ≥ T,

(3e)

donde θ̂1 ∈ R
n es el valor identificado del vector de

parámetros θ, θ̂2 ∈ R
n es un vector de velocidad auxiliar,

z1 ∈ R
n representa una versión filtrada del término φ y,

z2 = z>2 ∈ R
n×n es una versión filtrada de la matriz

φφ>, la constante de tiempo del filtro está dada por
τ > 0, la función positiva ρ representa la ganancia no–
lineal del filtro, con algún tiempo de excitación T > 0,
los parámetros del algoritmo son α, β ∈ (0, 1), y γ, µ, k1,
k2 > 0.

Note que la dinámica en (3b) describe la dinámica del
algoritmo acelerado de “bola pesada”, donde el término

no–lineal dθ̂2c
β representa el término de “velocidad”

o “momento” añadido. Además, la dinámica (3c)–(3e)
proporciona una versión no–lineal de la extensión de
regresor de Kreisselmeier.

4.1 Dinámica del Error de Identificación

Vamos a definir el error de identificación como

e1 = θ − θ̂1, e2 = −θ̂2. (4)

Con base en (2) y (3), la dinámica del error se puede
escribir como

ė1 = e2, (5a)

ė2 = −τk1z
>
2 dz1 − z2θ̂1c

α + k2dθ̂2c
β . (5b)

De (3c) y (3d), se tiene que z1(t) = z2(t)θ, para todo t ≥ 0
(las condiciones iniciales del filtro se seleccionan igual a
cero). Por lo tanto, la dinámica del error (5) se reescribe
de la siguiente manera

ė1 = e2, e1(0) := e10, (6a)

ė2 = −τk1z
>
2 dz2e1c

α − k2de2c
β , e2(0) := e20. (6b)

La dinámica del error de identificación (6) se puede ver
como una dinámica que caracteriza la versión acelerada,
dependiente del tiempo, del método de “bola pesada”. Es
claro que e1 = e2 = 0 es un punto de equilibrio del sistema
(6), uniforme en z2. La caracterización de la estabilidad
en tiempo finito del origen de esta dinámica del error,
en términos de funciones de Lyapunov, no es una tarea
sencilla.

4.2 Propiedades de z2 y ρ(z, θ̂)

El siguiente resultado nos ayudará a lidiar con el análisis
de estabilidad de la dinámica del error de identificación.

Lema 3. Considere que la Suposición 1 se satisface.
Entonces, las trayectorias del sistema (3d) satisfacen

φ := e−
1
τ
T α0

τ
≤ inf

t≥T
(λmin(z2(t))), |z2|∞ ≤ φ̄. (7)

Además, el error de aproximación para φ(t)φ>(t), i.e.,

ε(t) = z2(t)− φ(t)φ>(t), satisface

|ε|∞ ≤ φ̄+ τ φ̄d := ε+. (8)
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Note que si mostramos que la dinámica del error (6) es

FTS, entonces la función ρ(z, θ̂) va satisfacer

lim
t→Ts

ρ(z(t), θ̂(t)) = 0,

donde Ts es el tiempo de convergencia de la dinámica del
error (6), que es dependiente de las condiciones iniciales

del sistema. La estructura conmutada de la función ρ(z, θ̂)
nos permite evitar alcanzar el valor cero antes del tiempo

de excitación T , y para el sistema (3), ρ(z, θ̂) = 0
es el subespacio invariante que contiene los equilibrios.
Además, si z2 es no–singular, entonces este conjunto de
equilibrios es uno solo y corresponde a la convergencia de

θ̂ al valor real de θ.

Adicionalmente, cuando ρ(z(Ts), θ̂(Ts)) = 0, se tiene que
ż2(Ts) = 0, y por lo tanto z2(t) permaneceŕıa constante en
z2(Ts), para todo t ≥ Ts. En este tiempo Ts, ya se tiene
que z2(Ts) � 0, y entonces tendremos que e1(t, e10) =
e2(t, e20) = 0, para todo t ≥ Ts ≥ T .

5. ANÁLISIS DE ESTABILIDAD

Vamos a definir las siguientes funciones que nos ayudarán
en el análisis de estabilidad:

G : t 7→
τk1

α+ 1
|z2(t)e1(t)|

α+1
α+1, (9a)

E : t 7→ G(t) +
1

2
e2(t)

>e2(t), (9b)

F : t 7→ |z2(t)e1(t)|
q−1
q−1e1(t)

>e2(t), q > 1. (9c)

Note que las funciones G y E son continuamente diferen-
ciables y positivas definidas. Con base en (6), se tiene que

Ġ = τk1 (dz2e1c
α)

>
[

z2e2 − τ−1ρ(z, θ̂)εe1

]

, (10a)

Ė = −k1ρ(z, θ̂)ε e
>
1 dz2e1c

α − k2e
>
2 de2c

β , (10b)

Ḟ = −τk1|z2e1|
q−1
q−1|z2e1|

α+1
α+1 − k2|z2e1|

q−1
q−1e

>
1 de2c

β

+|z2e1|
q−1
q−1|e2|

2 + (q − 1)
(

dz2e1c
q−2

)>
×

×

[

z2e2 − τ−1ρ(z, θ̂)εe1

]

e>1 e2. (10c)

De acuerdo con Aleksandrov et al. (2023), se propone la
siguiente función candidata de Lyapunov

V = Er+1 + `F, (11)

para algunas constantes positivas r, ` > 0. Por la desigual-
dad de Hölder, tenemos que |e|ς1 ≤ ē(ς1, ς2)|e|ς2 , para
cualquier e ∈ R

n y cualquier ς1, ς2
> 0, con ē(ς1, ς2) :=

max
(

1, n
ς2−ς1
ς1ς2

)

.

El análisis de estabilidad, con base en (11), se desarrolla
en dos pasos. En el primero, se demuestra la estabilidad
en tiempo finito para todo t ≥ T , i.e., se muestra que
V̇ ≤ −η̄V u, con alguna constante η̄ > 0 y u ∈ (0, 1), para
todo t ≥ T . Después, se muestra que es imposible tener
un escape a infinito, en tiempo finito, durante el intervalo

de tiempo t ∈ [0, T ). Por razones de espacio, el análisis se
omite.

El resultado principal de este trabajo se presenta en el
siguiente teorema.

Teorema 1. Considere el sistema (2) bajo la Suposición
1. Si los exponentes del algoritmo basado en el método
acelerado de “bola pesada” (3) son diseñados tal que el
conjunto de condiciones

γ ≥ q − 2− (α+ 1)r, (12)

α+ γ + 2

q + α
+

2r

2r + β + 1
> 1, (13)

(α+ 1)(r + 1)

q + α
+

µ+ 1

2r + β + 1
> 1, (14)

α+ 1

q + α
+

2r + µ+ 1

2r + β + 1
> 1, (15)

γ + q + 1

q + α
+

1

2r + β + 1
> 1, (16)

q

q + α
+

µ+ 2

2r + β + 1
> 1, (17)

q > (α+ 1)r

+max

(

α+ 1

2
,
α

β
,
β(α+ 1) + (1− α)

2

)

, (18)

1 > α >
q − r − 1

r
> 0, α < β, (19)

se satisface para algunos valores de α, β ∈ (0, 1), y las
ganancias k1 y k2 se diseñan suficientemente grandes;
entonces, el origen de la dinámica del error de identifi-
cación (6) es localmente FTS, con una función de tiempo
de asentamiento satisfaciendo

Ts ≤ T +
V 1−u(e1(T ), e2(T ))

η̄(1− u)
.

Observación 1. El conjunto de condiciones (12)–(19)
siempre se cumple para valores suficientemente grandes
de q, γ y µ. Además, la estabilidad en tiempo finito
siempre se puede asegurar para valores suficientemente
grandes de k1 y k2.

6. RESULTADOS DE SIMULACIÓN

Las simulaciones fueron realizadas en MATLAB usando
el método de discretización expĺıcito de Euler y un tiempo
de muestreo igual a 0.01[s].

Considere un ejemplo académico para el sistema (2) con:

φ(t) =

(

2 cos(6t) + 3 sin(10t) + 2 sin(5t) cos(10t)
−6 sin(t) + cos(20t) + 3 sin(10t) cos(5t)

)

,

θ =

(

θ11
θ12

)

=

(

2
−4

)

.

Seleccionando α = 0.8, β = 0.96, γ = 0.5, µ = 1 y r = 1.5,
se puede probar que el conjunto de condiciones (12), (13),
(18) y (19), se cumple para q = 3.674. Entonces, tomando
τ = 0.01, k1 = 0.08, k2 = 8 y T = 5, que satisfacen los
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requerimientos del Teorema 1, aplicamos el algoritmo (3),

considerando θ̂1(0) = θ̂2(0) = (3,−5)>.

Con propósitos de comparación, también implementamos
el algoritmo (3), cuando se considera el método clásico de

“bola pesada”, i.e., cuando α = β = 1 y ρ(z, θ̂) = 1,
con el mismo valor para el resto de los parámetros.
La nomenclatura para las leyendas en las figuras es
la siguiente: aHB corresponde al algoritmo acelerado
propuesto, mientras que HB corresponde al algoritmo
clásico. Los resultados se muestran en las Figs. 1, 2 y
3.

0 5 10 15 20 25 30
2

2.5

3

3.5

4

4.5

Fig. 1. Identificación del Parámetro θ11

0 5 10 15 20 25 30
-5

-4

-3

-2

-1

Fig. 2. Identificación del Parámetro θ12

Las Figs. 1 y 2 muestran la identificación que propor-
ciona cada uno de los algoritmos. Podemos apreciar que
ambos algoritmos ofrecen una identificación rápida de
los parámetros desconocidos. Sin embargo, en la Fig. 3,
que muestra la norma del error de identificación e, pode-
mos ver que el algoritmo acelerado propuesto posee una
velocidad de convergencia en tiempo finito, y entonces,
una convergencia más rápida, y también una precisión
considerablemente más alta que el algoritmo clásico.
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Fig. 3. Error de Identificación

7. CONCLUSIONES

En este trabajo, presentamos un nuevo algoritmos de
identificación de parámetros para sistemas en forma de
regresión lineal con parámetros constantes desconocidos.
Nuestro algoritmo se basa en una versión acelerada del
método de “bola pesada”, que usa una versión no–lineal
de la extensión de regresor de Kreisselmeier. Esta versión
acelerada del método de “bola pesada” puede identificar
parámetros constantes en tiempo finito, bajo la condición
de excitación persistente. La estabilidad local en tiempo
finito de la dinámica del error de identificación se prueba a
través del enfoque de función de Lyapunov. La efectividad
del algoritmo propuesto se ilustra por medio de resultados
de simulación.
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