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Resumen In this paper we design a reduced order interval observer for the unmeasured
variables of a particular class of discrete-time linear system. By ensuring the cooperativity and
convergence properties applied to the estimation error, the observer provides an upper and a
lower estimate, despite the presence of unknown, bounded inputs and perturbations. The class
of systems is composed of systems with 2n states and n linearly independent measurements.
A numerical simulation shows applicability of the results.
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1. INTRODUCCION

Los observadores por intervalos son aquellos que se ca-
racterizan por otorgar una estimaciéon superior, y otra
inferior, de la trayectoria del estado a partir de un ordena-
miento parcial adecuado en las entradas y en las condicio-
nes iniciales (Gouze et al., 2000; Mazenc et al., 2013; Efi-
mov et al., 2013c; Avilés and Moreno, 2014). En general,
si existe presencia de perturbaciones/incertidumbres, las
estimaciones del observador por intervalo entregan valores
alrededor del estado en el régimen permanente, y ademas
acotan por encima y por debajo a la trayectoria del mismo
estado; cuando es bien conocido el modelo del sistema, y
no existe presencia de variaciones de parametros y per-
turbaciones, entonces las estimaciones superior e inferior
alcanzan valores reales del estado, y estos valores estan
contenidos en el intervalo generado entre las estimaciones
superior e inferior. Tales caracteristicas de estos observa-
dores estan sustentadas en la propiedad de los sistemas
cooperativos, los cuales son una subclase de los sistemas
mondétonos (Angeli and Sontag, 2003; Avilés and Moreno,
2014). De esta manera, los observadores por intervalos
proporcionan un esquema robusto para tratar sistemas
con perturbaciones e incertidumbre de parametros.

En la literatura, los observadores por intervalo se han
aplicado con éxito a diversas clases de sistemas en tiempo
continuo, como ejemplo los métodos propuestos en Gouze
et al. (2000); Alcaraz-Gonzalez et al. (2002); Mazenc and
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Bernard (2011); Bernard and Gouze (2004); Moisan et al.
(2009); Khan et al. (2021); Avilés and Moreno (2014).

Impulsados por el uso de algoritmos computacionales,
se han disenado observadores por intervalo para algunas
clases de sistemas en tiempo discreto, asi como en los
sistemas muestreados, donde la propiedad de cooperati-
vidad persiste al aplicar métodos de discretizaciéon (Hirsch
et al., 2005). Por ejemplo, Efimov et al. (2013b) establece
el diseno de observadores por intervalo para sistemas
discretos con invariancia en el tiempo, utilizando un cam-
bio de coordenadas para garantizar simultdneamente la
propiedad de convergencia y cooperatividad. Esta idea es
extendida a sistemas con variancia en el tiempo discreto
(Efimov et al., 2013a). Mazenc et al. (2014) también
presenta un diseno para sistemas no-negativos discretos
con una transformacién variante en el tiempo. Adicio-
nalmente, fue presentada una metodologia de disefio de
observadores intervalo en Avilés and Moreno (2020) para
una clase de sistemas no lineales discretos con pertur-
baciones/incertidumbres, satisfaciendo las condiciones de
disipatividad y cooperatividad.

Motivados por el desarrollo de observadores intervalo en
tiempo discreto, este trabajo extiende el diseno origi-
nal de Loépez-Caamal and Avilés (2023) a la clase de
sistemas lineales de tiempo discreto de dimensiéon 2n,
considerando n mediciones del estado. Basado en un
observador de estados tipo Luenberger que integra las
cotas superior e inferior de las variaciones de pertur-
baciones/incertidumbres, se diseia un observador por
intervalos tal que los errores de estimacion resultantes
satisfacen las propiedades sistémicas de cooperatividad y
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estabilidad (entrada-estado) practica. Las condiciones de
diseno son sintetizadas en una matriz Schur para el caso
de estabilidad préctica y una matriz no-negativa para la
condicién de cooperatividad. El método presentado utiliza
una ganancia matricial del observador para asegurar que
ambas condiciones se cumplan simultdneamente. Por tan-
to, se tiene un ordenamiento parcial entre las estimaciones
(superior e inferior) y la trayectoria real del estado, y las
estimaciones alcancen valores cercanos a sus valores reales
del estado cuando existen presencia de términos inciertos.

La organizacién del trabajo estd dada como sigue. En la
Seccién 2 se presentan los antecedentes tedricos, mientras
que el diseno del observador intervalo toma lugar en
la Seccién 3. Simulaciones numeéricas se muestran en la
Seccién 4. Finalmente, se otorgan las conclusiones de este
trabajo en la Seccién 5.

2. ANTECEDENTE TEORICOS
2.1 Notacion

El simbolo > representa el ordenamiento parcial para
un par de vectores x,z € R™; es decir si x; > 2z,
Vi =1,...,n entonces x = z. Asimismo, es valido para el
caso matricial, A, B € R", si A;; > B;; entonces A = B.

En particular, si las componentes de un vector son com-
pletamente mayores o iguales que cero, ie. z; > 0,
Vi = 1,...,n, el vector x es dicho ser no-negativo, y
se denota como x > 0. Esta denotacién es equivalente
cuando el vector x pertenece al espacio dimensional RZ,,.

Una matriz nonegativa A € R"*™ es expresada como
A >0,si Aj; > 0conl < {ij} < n. Cabe mencionar
que el simbolo anterior (=) no debe ser confundido con
el utilizado para denotar una matriz definida positiva
P (resp. semi-definida positiva), el cual estd dado por
P=P" >0 (resp. P =P" > 0). Una matriz cuadrada
A € R™*"™ ge denomina como una matriz Schur, si todos
sus eigenvalores se encuentran dentro del circulo unirario;
es decir max |A; (A)| < 1.

A lo lago del documento, utilizaremos un paso de mues-
treo constante, 7. Para denotar la dependencia del tiempo
de la senal x(t) definimos x[k] := x(k7), Vk =1,...,n.

2.2 Sistemas cooperativos en tiempo discreto

Los sistemas cooperativos aseguran el ordenamiento par-
cial entre las trayectorias del estado y de la salida para
cualquier instante de tiempo, si existe un ordenamiento
parcial en entradas y en las condiciones iniciales. Esta
idea se establece en la siguiente definicién.

Definicion 1. Considere el sistema lineal en tiempo dis-
creto

[x[k +1] = Ax[k] + Bulk] ,
Tw: { y[k] = Cx[k] + Dulk] @
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donde (x[k],ulk],y[k]) € R™ x R™ X RP? es el estado, la
entrada y la salida de I'y,, respectivamente, para cada
instante de tiempo k € N.

I'y, es dicho ser un sistema cooperativo, si un ordenamiento
parcial en las condiciones iniciales y entradas
Xio = Xa0, ul[k] = u?[k], VE.

es satisfecho, entonces persiste el ordenamiento parcial en
las trayectorias del estado y de salida:

X (k‘,ko,xé,ul [k]) > x (k,k:o,xg,uQ [k;]) ,Vk > ko,

y (k,k‘o,xé,ul [k’]) =y (k, ko, 23, u? [k]) k> ko,
donde ky € N, 3, € R".

Es importante mencionar que la propiedad de cooperati-
vidad persiste en los sistemas en tiempo discreto. Aun-
que, su caracterizacion presenta diferencias con respecto
a los resultados en tiempo continuo. La caracterizacién
de un sistema discreto lineal cooperativo estd dado en el
siguiente parrafo.

Proposicion 2. (Hirsch et al., 2005) El sistema I't, es un
sistema cooperativo si 'y solo si,

(i). A=0, (ii).B=0, (iii). C=0 (iv).D=0.

En el siguiente parrafo se establecen las condiciones de
estabilidad del sistema I'g,.

Definicion 1. (Farina and Rinaldi, 2000) El Sistema I'L,
en (1) es asintGticamente estable si max|A;| < 1, donde
|Ai| es el médulo del i-ésimo eigenvalor de A.

2.8 Observador por intervalos

Definicion 3. (Avilés and Moreno, 2020) Sea el sistema
no-lineal,

_ {x[k + 1] = (k,x[K], ulk], vIK]), x(ko) = Xo,
U Ik =H (x[k], ulk]), o

donde x[k‘l} € R™ es el estado, ulk] € R™ es la entrada,
v[k] € R’ representa la perturbacién en el sistema, y
y[k] € RP representa las mediciones. F y ‘H son funciones
continuas. Asumimos que la perturbacién v[k| satisface la
siguiente desigualdad por intervalos,

vi[k] = v[k] = vT[k], VkeN (3)
donde v*[k] y v~ [k] son las cotas de la perturbacién, y el
estado inicial ky € R, x¢ € R"™ satisface la desigualdad
subsecuente

XZO = Xk0 = X};() ) (4)
donde X;:O ¥ X;, son las cotas del estado inicial. El sistema
dindmico descrito por la forma,

Q- Elk + 1) =G (k, &[k], ulk], v [k], vT[k]), €(k0) = &,
' xX[k] =€ (k. &[k], ulk], v~ [k], v [k])

(5)

donde &[k] € R"™ es el estado estimado y &, =

g(0, x4, xzo) es la condicién inicial, es un Observador

que Preserva el Orden Parcial Superior (Inferior) para el
sistema (2) si
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(i). para alguna solucién (x[k], €) de (2-5) con v =v =
v, Vk € N se tiene que lim;_, [|X[k] — x[k]|| = 0.

(ii). para los vectores xg, X, , Xg € R", y alguna per-
turbacién v, las soluciones satisfacen la desigualdad
k> ko

X[k] = x[k] (x[k] = X[K]).
Ademss, si el observador (5) es ejecutado por un par de
veces simultdneamente, y sus ecuaciones de salida son
expresadas como

§+[k] = 8+ (kvgauav_7v+) ) (6)
X[k = € (k.&u v, v"),
y satisfacen que

1. Alguna solucién (x, &) de (2-5) con v = v = v,
V k € N tal que limy_, ||X[k] — x[E]|| = 0.

2. Para los vectores xp, Xg, xar € R" y alguna
perturbacién v, las soluciones satisfacen para todo
k > ko con la siguiente desigualdad

X[k = x[k] = x7[K], (7)
entonces, son llamados un Observador Intervalo para
el sistema (2).

Nota 4. Es claro que podemos construir un observador
intervalo para sistemas con incertidumbre/perturbaciones
(vt[k] # v|k] # v~|k] # 0), usando dos observadores:
un observador que preserva el orden parcial superior e
inferior, que satisface la desigualdad (7), y ademds sus
estimaciones convergen de forma préctica a sus valores
verdaderos, es decir
lim ||x*[k] — X" [k]|| < ¢, para alguna c € R,.

t—o00

3. OBSERVADOR INTERVALO PARA SISTEMAS
LINEALES DE DIMENSION 2N

En esta seccién, se proporciona el diseno de un observador
intervalo para la clase de sistemas lineales de dimensién
2n en tiempo discreto, tomando las primeras n medicio-
nes.

3.1 Clase de sistemas lineales considerados

Considere el siguiente sistema dinamico

x1[k + 1] = x2[k],
ES : X9 [k + 1] = A2X1 [k] + A4X2 U{}] + Bu[k] + DV[]C],
Y[k] =X1 [k]a

8
donde x;[-] : N— R"™, i = 1,2 son los estados del sister(n;
Ys en (8), u[] : N — RY es la entrada de control
y v[] : N — R%, representa entradas desconocidas.
Ademés, x; [k] representa las variables medidas. Las ma-
trices Az, A4, B, D > 0, son de dimensiones apropiadas.

Consideramos las siguientes suposiciones para el sistema
Ys en (8).
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Suposicion 1. Las condiciones iniciales x;, i = 1, 2 estdn
acotadas:

x;[0] = %[0 = x;[0], (9)
donde x;[0] y x; [0] son las conocidas.
Suposicion 2. La entrada de control ulk], también estd
acotada por intervalos; es decir

utlk] = ulk] = u k], (10)

donde u™[k] y u~[k] son funciones conocidas. Ademsés,
el término de incertidumbre/perturbacién, dado por v[k]
estd acotada por la siguiente desigualdad,

Vil = vIk] = vkl

donde v [k] y v~ [k] son conocidas.

(11)
En la siguiente seccién, disefiaremos un observador de los
estados x[k] tinicamente.

3.2 Diseno del observador intervalo

Para el disenio del observador intervalo para x3[k| en (8),
consideremos

W;[k‘ +1]=(A4—H) w;[k}—l—
(A2 —|— (A4 — H) H) X1 [k]+
Zot Bu' k] + Dv* k] (12)
x5 [k] =wj [k] + Hx, [k]
w, [k +1] =(Ay — H) wy [k]+
(A2 + (Ay —H)H) x [k]+
Yo~ Bu~[k] + Dv_[k] (13)
x, [k] =wy [k] + Hxy [K]

donde w3, son los estados de observador (Sg+, Xo-). y
X3 representa la estimacién de x,[k] de Xg en (8). La
matriz H € R"*" es la ganancia matricial que se debe
disenar para asegurar la convergencia y ordenamiento
parcial de las estimaciones del observador intervalo con

respecto a la trayectoria del estado del sistema.

En el siguiente Teorema se presentan las condiciones de
diseno de un observador intervalo para el sistema Xg.

Teorema 1. Los sistemas (Xg+, Xo-) componen un Ob-
servador Intervalo para x3lk] de Xg en (8), cuando la
matriz Ay — H es Schur y tiene todos sus elementos
positivos.

Demostracion 1. En esta prueba, consideraremos el esti-
mado para x4 [k]. La prueba para el estimador inferior, es
similar. Considere la siguiente ecuacién en diferencias

%5 [k + 1] = AuxT [k] + Aoxq [k] — H (%] [k] — x2[k])

+ Bu'[k] + Dv*k]. (14)
El error de estimacion e [k] := %3 [k] — x2[k] satisface
e[k + 1] = (Ay — H) e3[k] + Bu+ Dv
= (A4 - H) 92[0],

donde © = ut —u, v = vt —v. La dindmica del error
es un sistema cooperativo, si la matriz (A4 — H) es Schur
y con elementos positivos.
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Para mostrar estabilidad, consideramos la funcién candi-
data de Lyapunov,
V[k] = e[k] ' Pey[k],
donde P =P > 0.
Al definir Q = P — (A4 — H)"P(A4 — H), la diferencia
de la funcién candidata de Lyapunov AV[k] £ V[k+1] —
V k] estd dada por:
AV[k] = —e, Qe; + 2 (Bu+ Dv)' P(Ay — H)e,
+ (Bu+Dv)' P (Bu + Dv)
< —Amin (Q) ||62||3 + ||P||2 HBﬁJ" DVH;

+2||Aq — HI|, [[P[], [[Bu + DV, [lea|[, ,
que es negativa para ||es[k]||, suficientemente grande.
Para evitar el uso del estado desconocido x3[k] en (14), se

puede observar que x3[k] = x1[k+1] de la (8). De manera

que al definir wj [k] x2[k]T — Hx[k], la Ecuacién
(14) puede ser escrita como la Ecuacién (12), que es

independiente de xz[k].

Por favor, note que simpre es posible elegir una matriz H
tal que A4 — H sea Schur, dado que se supone conocida
la matriz Ay.

4. SIMULACIONES NUMERICAS

En esta seccion, consideramos el siguiente modelo

22 UC + 1} _ 0 0 O 1 Zg[ki] (15)
Zg[k + 1} ~1-0102 0 —0.7 Zg[k’]
Z4U€ + 1} —0.1 0.6 0.3 0.5 Z4[k]
0 0
0 0
+1 1 ulk] + 9 v[k],
0.2 2

T
y = (21 22)

La entrada y la perturbacion que consideramos se muestra

en la Figura 1. Para los observadores (Xg+, Xo-) en (12)-

(13) seleccionamos las siguientes ganancias:

0 —0.7 0.05 0.01
H<0.3 0.5)( )

0.01 0.1

La Figura 2 muestra los estados estimados y reales. En
color amarillo, se encuentra la estimacién superior de los
estados, mientras que en color rojo, la inferior. Como se
puede observar de las Figuras 2 y 3 el error de estimacién
no cambia de signo.

5. CONCLUSIONES

En este trabajo se proporcioné un método de diseno de
un observador por intervalos para la clase de sistemas
lineales de dimension 2n. A partir del sistema de error
de estimacién, una ganancia puede ser seleccionada de
forma arbitraria tal que se garantice que sea cooperativo

y estable de forma practica. Simulaciones numéricas son
desarrolladas para mostrar la efectividad del método

propuesto.
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Figura 1. Entrada u[k] y perturbacién v[k] consideradas para la simualcién.
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Figura 2. Comparacién de los estados reales con los estimados superiores e inferiores.
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Figura 3. Errores de observacion.
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