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Mixteca, Av. Doctor Modesto Seara Vázquez No.1, Acatlima,

Huajuapan de León, Oaxaca 69004, México
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Abstract:
This article presents a fractional-order control strategy based on an uncertainty estimator
applied to thermoelectric modules. It is known that thermoelectric modules are nonlinear
systems characterized by a polynomial-type nonlinear control input. The proposed control law
does not require the linearization of the nonlinear control input, this is achieved through the use
of a state observer that estimates certain components of the nonlinear system’s state, enabling
the control law to counteract these elements and drive the system toward a desired state. To
validate the theoretical results, experiments are conducted by implementing the control law
on a platform comprising a buck-type DC/DC converter that powers a Peltier cell.

Keywords: State observer, Observer-based control, Fractional-order systems, Disturbance
estimation, Thermoelectric Module

1. INTRODUCCIÓN

El cálculo fraccionario ha generado interés debido a las
numerosas aplicaciones potenciales en disciplinas como
finanzas (Laskin (2000)), f́ısica (Hilfer (2000)), medicina
(Zhou et al. (2010)), bioloǵıa (Freeborn (2013)), y con-
trol (Liu et al. (2018)). Al aplicar derivadas fraccionar-
ias a modelos y leyes de control conocidos, el modelo
puede ajustarse mejor a la dinámica del sistema en el
mundo real, mientras que el controlador de orden frac-
cionario puede dar beneficios adicionales. Por ejemplo,
el controlador Proporcional Integral Derivativo de Orden
Fraccionario (FOPID), posee dos valores adicionales que
pueden ser ajustados para una mejor respuesta del sis-
tema, siendo estos el orden de la derivada y la integral
(Podlubny et al. (1999)).

Recientemente se han logrado avances en el control de
sistemas no lineales de orden fraccionario con entradas de
control no lineales. En Dang et al. (2023), se presenta un
esquema de control de modo deslizante con una superficie
de deslizamiento de orden fraccionario; en (Zouari et al.
(2021)) y (Hu et al. (2020)), se proponen controladores
con una entrada de control no lineal.

El control de orden fraccionario aplicado a la regu-
lación de temperatura mediante módulos termoeléctricos
(TEM), sigue siendo un área con exploración limitada.
En (Macias and Sierociuk (2012)), se modela un proceso
de calentamiento mediante una función de transferen-
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cia de orden fraccionario y posteriormente se controla
empleando un PID de orden fraccionario (FOPID). En
(Maamir et al. (2015)) se introduce un algoritmo de
ajuste automático para controladores FOPID, basado en
técnicas de optimización por enjambre de part́ıculas, su
rendimiento se demuestra mediante pruebas en un módulo
termoeléctrico. En una ĺınea similar, en (Kungwalrut
et al. (2017)) se prueba un controlador FOPID en un
módulo termoeléctrico, teniendo en cuenta el retardo de
tiempo del proceso. En (Viola et al. (2020b)) se caracter-
iza un conjunto de celdas de Peltier como un grupo de
funciones de transferencia de orden fraccionario, donde el
control se logra utilizando una red de controladores de
tipo PI. En (Viola et al. (2020a)) se ofrece un enfoque
similar, presentando un módulo termoeléctrico modelado
con una función de transferencia de primer orden con
un retardo en el tiempo, y aplicando una aproximación
discreta del FOPID.

Los módulos termoeléctricos tienen la capacidad de calen-
tar o enfriar, dependiendo de la polaridad del voltaje de
alimentación. Esta caracteŕıstica se presta a varias aplica-
ciones industriales, incluyendo ciclos térmicos en entornos
biomédicos. En telecomunicaciones basadas en óptica, se
emplean módulos termoeléctricos para la refrigeración de
láseres y otros elementos ópticos. Además, en espectro-
scoṕıa, los módulos termoeléctricos cumplen un papel
crucial en la regulación de temperatura de cámaras CCD.
La generación termoeléctrica se presenta como otra apli-
cación importante de estos módulos. Ciertos dispositivos
electrónicos de consumo usan los módulos termoeléctricos
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para refrigeración; por ejemplo, existe una amplia gama
de soluciones basadas en estos módulos para refrigerar
procesadores y tarjetas gráficas de computadoras.

A pesar de la amplia gama de aplicaciones, hay una falta
de literatura que proporcione leyes de control más allá del
FOPID para modelos de orden fraccionario de módulos
termoeléctricos. Este art́ıculo introduce una estrategia de
control basada en observadores para sistemas no lineales
de orden fraccionario con entradas de control polinomiales
no lineales. La ley de control propuesta utiliza un obser-
vador de estado para mitigar la influencia de las entradas
de control no lineales, produciendo aśı una respuesta
deseada en la cara fŕıa del TEM.

El resto del art́ıculo está organizado de la siguiente
manera: En la Sección 2, se presentan los fundamentos del
cálculo fraccionario; la Sección 3 presenta la ley de control
basada en observadores; la Sección 4 contiene resultados
experimentales y simulaciones numéricas y la Sección 5
ofrece algunas conclusiones.

2. PRELIMINARES

Para facilitar la lectura de este art́ıculo, es necesario
proporcionar algunas definiciones clave sobre cálculo frac-
cionario.

Definición 1:

La derivada fraccional de Caputo de orden α de la función
f (t) es:

Dα
∗
f (t) =

1

Γ (n− α)

∫ t

0

f (n) (τ) (t− τ)
n−α−1

dτ (1)

donde f (n) (τ) es la n-ésima derivada y n es un entero
positivo. Γ (·) es la función gamma de Euler dada por:

Γ (α) =

∫

∞

0

tα−1e−tdt. (2)

Lema 1: (Li et al. (2010)) si un sistema tiene el punto
de equilibrio x = 0, contenido en el dominio D ¢ R

n,
y hay una función continuamente diferenciable tal que
V [t,x (t)] : [0,∞)× D → R, si se cumplen que:

α1 ∥x∥
a
f V [t,x (t)] f α2 ∥x∥

ab
(3)

Dβ
∗
V [t,x (t)] f −α3 ∥x∥

ab

con números reales α1, α2, α3, β, a, b > 0, t g 0, x ∈ D y
el orden de la derivada fraccionaria 0 f β f 1, el punto
de equilibrio x = 0 se dice estable en el sentido de Mittag-
Leffler, y entonces, se dice que es asintóticamente estable.
Lema 2:( Duarte-Mermoud et al. (2015)) el vector de
funciones diferenciables x (t) ∈ R

n para un tiempo dado
t g 0 cumple

Dα
∗

(

xT (t)Px (t)
)

f 2xT (t)PDα
∗
x (t) (4)

con la matriz constante, simétrica y definida positiva
P ∈ R

n×n.

3. LEY DE CONTROL BASADA EN
OBSERVADORES DE PERTURBACIÓN

La ley de control propuesta emplea un observador de
incertidumbre de modos deslizantes para estimar la parte

deseada de la dinámica del sistema. Esta estimación es
utilizada por un controlador de modos deslizantes para
contrarrestar los efectos de la entrada de control no
lineal y proporcionar robustez al sistema en lazo cerrado.
Considérese el sistema no lineal de orden fraccionario con
entradas de control no afines de tipo polinomial:

Dα
∗
x=F (x) +

I
∑

i=2

g (x)ui +Bu (5)

donde x,u ∈ R
n, F(x) describe la dinámica del sistema,

g(x) representa los coeficientes de la entrada de control
no lineal polinomial y B es una matriz de dimensión
apropiada. Considerando que el sistema es un TEM
alimentado por un convertidor DC/DC de tipo Buck,
este puede separarse en su etapa de potencia dada por
xl ∈ R

m, m < n:

Dα
∗
xl =Alxl +Blu+El (x) (6)

con xl ∈ R
m, m < n, y el proceso con estados que

contienen las entradas de control no lineales polinomiales:

Dα
∗
xnl = fnl (x) +

I
∑

i=2

g (x)xi
ul +Bnlxul (7)

donde xnl ∈ R
o, o < n y xul ∈ xl, notando que la entrada

de la función no lineal es uno de los estados de la etapa
de potencia. El sistema puede entonces escribirse como:

Dα
∗
xl =Alxl +Blu+El (x)

Dα
∗
xnl = fnl (x) +

N
∑

n=2

gn (x)x
n
ul +Bnlxul (8)

y =Cnlxnl

Al, Bl, Cnl, El y Bnl son matrices de la dimensión
apropiada, x = [xl,xnl]

T , fnl da la dinámica no lineal del
sistema, y gn son los coeficientes de la entrada de control
no lineal polinómica. La salida es el estado a controlar
y = Cnlxnl = xd con la derivada de orden fraccionario

Dα
∗
xd = fd (x) +

N
∑

n=2

gdn (x)x
n
ul +Bnldxul (9)

donde fd (x) , gdn (x) , Bnld son las partes correspondi-
entes a la salida de la dinámica del sistema. La derivada
de orden fraccionario de xd puede expresarse como un
sistema de dos estados haciendo el cambio de variable
xd = χ1

Dα
∗
χ1 = χ2 (10)

Dα
∗
χ2 =Dα

∗
Dα

∗
χ1

=Dα
∗

(

fd (χ) +

N
∑

n=2

gdn (χ)χ
n
ul +Bnldχul

)

yχ = χ1

por simplicidad

f(χ) =Dα
∗

(

fd(χ) +
N
∑

n=2

gdn(χ)χ
n
ul +Bnldχul

)

(11)

entonces,

Congreso Nacional de Control Automático 2024,

8-11 de Octubre, 2024. Ciudad de México, México.

333 Copyright© AMCA, ISSN: 2594-2492https://doi.org/10.58571/CNCA.AMCA.2024.057



Dα
∗
χ=Aχ+ f (χ)W (12)

yχ =C

con A =

[

0 1
0 0

]

, W =

[

0
1

]

,C = [ 1 0 ] y χ =

[ χ1 χ2 ]
T
. El siguiente observador de estado de modo

deslizante produce una estimación de la derivada de orden
fraccionario del estado xd:

Dα
∗
χ̂1 = χ̂2 + kl1 (χ1 − χ̂1) + k1sign (χ1 − χ̂1) (13)

Dα
∗
χ̂2 = kl2 (χ1 − χ̂1) + k2sign (χ1 − χ̂1)

ŷ = χ̂1

El error de sincronización y su derivada de orden α son
entonces:

e=

[

χ1 − χ̂1

χ2 − χ̂2

]

=

[

e1
e2

]

(14)

Dα
∗
e=

[

e2 − kl1 (e1)− k1sign (e1)
f (χ)− kl2 (e1)− k2sign (e1)

]

La prueba de estabilidad del observador y el controlador
necesita las siguientes suposiciones:

Suposición 1: Existe una solución P = PT > 0 para un
Q = QT > 0 en la desigualdad matricial lineal

(A−KLC)
T
P+P (A−KLC) +Qf 0 (15)

Suposición 2: La segunda derivada del estado xd está
acotada con L1 > 0, L1 ∈ R

∥f (x)∥ fL1 (16)

Suposición 3: Para un número Λ > 0, Λ ∈ R, la norma
de la solución de la ecuación de Lyapunov cumple con la
desigualdad

∥P∥ ∥W∥L1 fΛ (17)

Suposición 4: Existe una solución Pl = PT
l > 0 con

Ql = QT
l > 0 a la ecuación de Lyapunov

AT
l Pl +PT

l Al =−Ql (18)

Suposición 5: Los estados del sistema lineal cumplen la
desigualdad con un número real no negativo δ > 0

∥

∥xT
l PlW

∥

∥f δ ∥xl∥ (19)

La ecuación del observador se reescribe para coincidir con
(12)

Dα
∗
χ̂=Aχ̂+KLCe+Ksign (Ce) (20)

ŷχ =Cχ̂

donde KL = [ kl1 kl2 ]T y K = [ k1 k2 ]T . La dinámica del
error es

Dα
∗
e=Aχ+ f (χ)−Aχ̂−KLCe−Ksign (Ce) (21)

=A (χ− χ̂) + f (χ)W −KLCe−Ksign (Ce)

=Ae+ f (χ)W −KLCe−Ksign (Ce)

Considere la función candidata de Lyapunov

V1 = eTPe (22)

De acuerdo con el Lema 2 y basado en la derivada de
Caputo, la derivada de orden α de la función candidata
de Lyapunov tiene el ĺımite superior

Dα
∗
V1 f 2eTPDα

∗
e (23)

Al sustituir la dinámica del error en la derivada de orden
fraccionario de la función candidata de Lyapunov se tiene:

Dα
∗
V1 f 2 [Ae+ f (χ)W −KLCe−Ksign (Ce)]

T
Pe(24)

+2eTP [Ae+ f (χ)W −KLCe−Ksign (Ce)]

Se reorganizan los términos de la derivada (24).

Dα
∗
V1 f 2eT

[(

AT −KLC
)

P+P (A−KLC)
]

e(25)

+2eTP [f (χ)W −Ksign (Ce)]

De acuerdo con la suposición 1

Dα
∗
V1 f 2eTP [f (χ)W −Ksign (Ce)]− eTQe (26)

Usando la desigualdad de Rayleigh-Ritz se llega a

Dα
∗
V1 f 2eTP [f (χ)W −Ksign (Ce)] (27)

La suposición 2 conduce a

Dα
∗
V1 f 2

∥

∥eT
∥

∥ ∥P∥ ∥W∥L1 − 2eTPKsign (Ce) (28)

De la suposición 3

Dα
∗
V1 f 2Λ ∥e∥ − 2eTPKsign (Ce)

f 2 [Λ− λmax (PKC)] ∥e∥ (29)

Para cumplir con el Lema 1, K debe satisfacer la de-
sigualdad λmax (PKC) > Λ, de modo que Dα

∗
V1 f 0 y,

en consecuencia, el error del observador es Mittag-Leffler
estable. Para estimar la parte deseada de la dinámica
del sistema, el estado del observador se extiende con la
ecuación

Dα
∗
χ̂3 = k3sign (r − χ̂3) (30)

Con r siendo una trayectoria con la derivada de Caputo
de orden α acotada ∥Dα

∗
r∥ f φ, φ > 0. El error de

seguimiento y su derivada de orden α son

et = r − χ̂3 (31)

Dα
∗
et =Dα

∗
(r − χ̂3) (32)

La función candidata de Lyapunov para el error es

V2 = eTt et g 0 (33)

del Lema 2

Dα
∗
V2 f 2etD

α
∗
r − 2etk3sign (et) (34)

Dado que la derivada de la referencia está acotada

Dα
∗
V2 f 2Φet − 2etk3sign (et)

f 2 (Φ− k3) ∥et∥

siendo k3 > Φ hace que la derivada de la función
candidata de Lyapunov sea Dα

∗
V2 f 0; por lo tanto,
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el observador adicional cumple con el Lema 1, y aśı, el
estado adicional converge a la referencia deseada r. Al
elegir r = Dα

∗
χ̂1 −Bnlxul se obtiene

lim
t→∞

Dα
∗
x̂1 −Bnldxul − χ̂3 = 0 (35)

lim
t→∞

Dα
∗
x̂1 = fd (x) +

N
∑

n=2

gdn (x)x
n
ul +Bnldxul

(36)

lim
t→∞

[(

fd (x) +

N
∑

n=2

gdn (x)x
n
ul

)

− χ̂3

]

= 0 (37)

El valor χ̂3 converge a la parte incierta de la dinámica
que contiene el estado y la parte no lineal de la entrada

fd (x)+
∑N

n=2 gdn (x)x
n
ul; aśı, la dinámica extendida para

el observador es Dα
∗
χ̂3 = k3sign (Dα

∗
x̂1 −Bnldxul − χ̂3).

Se propone una estrategia similar al rechazo activo de
perturbaciones mediante el uso de χ̂3 para mitigar los
efectos de la entrada de control no lineal, cuya entrada
para el sistema no lineal es xul = −χ̂3 + ud, donde ud

denota la dinámica de salida del sistema deseada. Para
contrarrestar los efectos de posibles errores de estimación
se introduce una ley de control robusta. La parte lineal
del sistema se expresa como

Dα
∗
xl =Alxl +Dl +Blu (38)

yl =Clxl

Sea una señal de referencia deseada diferenciable para el
sistema lineal rl con la derivada acotada ∥xlPlD

α
∗
rl∥ f

R ∥xl∥ , R g 0 y su error de seguimiento el, con la
derivada de orden fraccional, sea

el = rl − xl (39)

Dα
∗
el =Dα

∗
rl − (Alxl +Dl +Blu)

Al elegir u = Kssign (Clel), sea la función candidata de
Lyapunov para el sistema lineal

V3 = e T
l Plel (40)

de acuerdo con el Lema 1

Dα
∗
V3 f 2eTl PlD

α
∗
el (41)

sigue

Dα
∗
V3 f 2eTl PlD

α
∗
rl − eTl

(

AT
l Pl +PT

l Al

)

el

−2eTl PlDl (x)− 2eTl PlBlu

De acuerdo con la suposición 4

Dα
∗
V3 f 2eTl PlD

α
∗
rl − 2eTl PlDl (x) (42)

−2eTl PlBlu

Por la suposición 5

Dα
∗
V3 f 2e T

l Pl [D
α
∗
rl + δ −Kssign (Clel)]

f 2 [R+ δ − λmax (PlKsCl)] ∥el∥ (43)

haciendo que Ks sea tal que δ +R < λmax (PlKsCl) se
obtiene Dα

∗
V3 f 0; por lo tanto, el estado que cumple

la función de entrada de control para los estados no
lineales converge a la ley de control deseada −χ̂3 + ud,
haciendo que error sea Mittag-Leffler estable con u =
Kssign (−χ̂3 + ud −Clxl).

4. RESULTADOS EXPERIMENTALES Y
NÚMERICOS

La plataforma experimental, mostrada en la Figura 1, está
constituida de los siguientes elementos: un módulo ter-
moeléctrico construido con base a una celda peltier TEC1-
12710 de Hebei I.T.; un convertidor CD/CD tipo reductor
diseñado con base a una frecuencia de 50 kHz, una po-
tencia máxima de 60 W, una corriente máxima de 5 A y
un voltaje de salida de 12 V para una resistencia de carga
promedio de 3.17 Ω; dos sensores de temperatura digitales
DS18B20, uno para la cara fŕıa del TEM y otro para la
cara caliente; un sensor de corriente ACS712, para medir
la corriente del inductor del convertidor reductor; un cir-
cuito para medir el voltaje de salida del convertidor reduc-
tor, construido con base a un amplificador de aislamiento
ISO124P; una computadora equipada con la herramienta
de software MATLAB/Simulink para implementar el al-
goritmo de control ADRC; una tarjeta de adquisición de
datos basada en el microcontrolador STM32F429, que
funciona como un enlace entre la planta y la computadora,
empleando para ello el Waijung Blockset de Simulink y
la fuente de alimentación de la plataforma. En la Figura
2 se muestra un diagrama descriptivo de la plataforma
experimental con más detalle. Un modelo matemático de
orden fraccional para el TEM con su etapa de potencia
puede ser encontrado en (Lineykin and Ben-Yaakov (2005,
2007); Barahona-Avalos et al. (2021)), este modelo es
simplificado:

Fig. 1. Plataforma Experimental.
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Fig. 2. Diagrama Descriptivo.

Dα
∗
x1 =A1u−A2x2

Dα
∗
x2 =B1x1 −B2x2 +B3 (x3 − x4)−B4x2

Dα
∗
x3 =C1 + C2 (x4 − x3)− C3x3 + C4x

2
2

+C5x2x3 − C6x2x4 + C7

(

x2
4 − x2

3

)

(44)

Dα
∗
x4 =D1 +D2 (x3 − x4)−D3x4 +D4x

2
2

+D5x2x3 −D6x2x4 +D7

(

x2
3 − x2

4

)

y = x3 = xd

Los parámetros del modelo pueden consultarse en (Barahona-
Avalos et al. (2021)). Se implementa el controlador prop-
uesto basado en observadores utilizando la aproximación
CRONE de la integral de orden fraccional:

Dα
∗
ẑ1 = ẑ1 + kl1 (xd − ẑ1) + k1sign (xd − ẑ1)

Dα
∗
ẑ2 = kl2 (xd − ẑ1) + k2sign (xd − ẑ1)

Dα
∗
ẑ3 = k3sign (r − ẑ3) (45)

r=Dα
∗
ẑ1 −Bnlxul

u=Kssign (−ẑ3 + ud − Clx)

los valores obtenidos para las ganancias para el con-
trolador son kl1 = 2.7583, kl2 = 5.1234, k1 = 300,
k2 = 400, k3 = 19.9568, Ks = 0.0011, y ud =
−10.9582sign (273.15 + Tdes − x3), donde Tdes es la tem-
peratura deseada en ◦C. Para evaluar la eficacia de la
ley de control propuesta, se realizaron tres experimentos
con el objetivo de llevar la temperatura de la cara fŕıa
del TEM a valores deseados de 20 ◦C, 18 ◦C y 16 ◦C.
Los resultados de estos experimentos se contrastaron con
simulaciones, cuyos resultados se presentan en la 3, la
cual muestra la evolución temporal de la temperatura en
el lado fŕıo del TEM junto con los resultados obtenidos

en simulación. La 4 presenta las señales de error que
comparan las temperaturas deseadas con las medidas,
mientras que la 5 ilustra la dinámica de la perturbación
estimada por el observador, tanto en los experimentos
como en la simulación numérica.

Fig. 3. Temperatura de la cara fŕıa

Como se muestra en las figuras, el rendimiento del con-
trolador propuesto fue satisfactorio, ya que la ley de
control logró llevar la temperatura de la cara fŕıa al valor
deseado, reduciendo el error a cero y mostrando una
considerable similitud con los resultados numéricos. Es
importante destacar que el observador es compatible con
otras técnicas de control, como FOPID y sus variantes.

Fig. 4. Error en temperatura
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5. CONCLUSIONES

La ley de control se valida a través de pruebas en un
Módulo Termoeléctrico alimentado por un convertidor
Buck, un sistema conocido por sus entradas de control no
lineales. Los resultados de la simulación validan que la ley
de control puede guiar al sistema hacia un valor deseado.
El observador de incertidumbre cumple su propósito al
hacer una estimación de la parte deseada del estado
y, consecuentemente, esta estimación puede utilizarse
para mitigar los efectos de la entrada de control no
lineal y dar al sistema de salida la dinámica deseada. El
desempeño de la ley de control propuesta fue corroborado
mediante simulaciones y experimentos. En ambos casos,
se obtuvieron resultados muy similares, como se detalla
en la sección de resultados experimentales mostrando.

Fig. 5. Perturbación estimada
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