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Abstract: The stability analysis of linear systems with time delay is difficult because the
delay term appears in the characteristic equation when closing the loop inducing an infinite
order system. In this work a strategy based on a multi-predictor for linear delayed systems
with two unstable poles is proposed. This strategy allows to estimate the system signal before
been delayed in order to use it in the control stage. The great advantage of the multi-predictor
is that it can be used for this type of systems with any delay size. Also, the necessary and
sufficient stability conditions for the multi-predictor scheme are obtained and the minimum
number of sub-predictors necessary to have an adequate estimation of the signal is determined.
Finally, to show the effectiveness of the proposed strategy, a simulation example is presented.
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1. INTRODUCCION.

En teoria de control, el objetivo primordial, generalmente,
es lograr la estabilidad de los sistemas dinamicos para
poder implementar estrategias de control efectivas y man-
tener el sistema dentro de los pardmetros deseados. Un
caso especial de los sistemas dinamicos son los sistemas
con retardo. En control de procesos, retardo se refiere al
tiempo que transcurre desde que se realiza un cambio en
la senal de entrada hasta que su efecto es percibido en la
variable de salida (Camacho et al., 2019).

Los sistemas con retardo se encuentran en muchas aplica-
ciones de ingenieria, como el control en red, la transmisién
de video y las comunicaciones inaldmbricas (Zhang et al.,
2019). Otros casos en los que se encuentra el retardo de
tiempo son en los procesos industriales, como el reactor
quimico, la cAmara de combustion y la columna de desti-
lacién (Karan and Dey, 2019) .

Cuando el retardo del sistema es lo suficientemente
pequeno puede ser despreciado al momento de disenar
una estrategia de control. Por otro lado, cuando el retardo
de tiempo es considerablemente grande en comparacién
con la dindmica del sistema, el andlisis de estabilidad
se complica. Esto se debe a que, al cerrar el lazo del
sistema, la ecuacion caracteristica presenta un nimero
infinito de raices. Por lo tanto, es necesario desarrollar
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estrategias que consideren los efectos del retardo en la
ecuacién caracteristica para analizar adecuadamente la
estabilidad del sistema.

En las udltimas décadas se han desarrollado numerosas
estrategias para resolver los desafios del control para
los sistemas con retardo. Por ejemplo, en Rosas et al.
(2019) se realiza un andlisis en el dominio de la fre-
cuencia y se establecen las condiciones suficientes para
garantizar la existencia de un controlador béasico estabi-
lizador del tipo Proporcional (P), Proporcional-Integral
(PI), Proporcional-Derivativo (PD) y Proporcional Inte-
gral Derivativo (PID) para sistemas retardados con un
polo inestable y m ceros de fase minima.

Una de las estrategias mas populares para tratar sistemas
con retardo, es el Predictor de Smith (SP) (Smith, 1957)
el cual consiste en estimar la senal de interés antes de ser
retardada. No obstante, un problema que presenta el SP,
es que solo funciona para sistemas estables. Por lo que
algunos autores han propuesto diversas modificaciones a
este esquema para poder utilizarlo en sistemas inestables.
Por ejemplo, en Barragan-Bonilla et al. (2022) se propone
el disefio de un observador/predictor para sistemas retar-
dados de alto orden con un polo en el origen y un polo
inestable mediante una estrategia de estimacion que tiene
tres pardmetros de ajuste y un controlador PID de dos
grados de libertad para la etapa de control. Otro resultado
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se presenta en Najafi et al. (2013), en el cual se propone un
esquema multi-predictor para sistemas inestables con un
retardo de tiempo grande. Este esquema consiste en una
secuencia de sub-predictores acoplados en serie, cada uno
de los cuales se encarga de la prediccion de una pequena
parte del retardo, de modo que, en conjunto predicen los
estados para un retardo de tiempo grande. Con la senal
estimada es posible disenar un controlador que estabilice
al sistema libre de retardo. En los trabajos de Fragoso-
Rubio et al. (2019) y Hernéndez-Pérez et al. (2020), se
proponen algunas modificaciones sobre el esquema multi-
predictor de Najafi et al. (2013) para tratar sistemas de
alto orden con retardo. Sin embargo, en dichos trabajos
no se establece el niimero minimo de sub-predictores
necesarios para lograr una estimaciéon adecuada sobre la
senal de interés antes de ser retardada.

En este trabajo se aborda el problema de la estabilidad
y control de sistemas lineales con dos polos inestables y
retardo de tiempo, utilizando un esquema multi-predictor
basado en el de Najafi et al. (2013) y un controlador PID.
Ademis, se presentan las condiciones de estabilidad nece-
sarias y suficientes para un esquema de inyeccion utilizado
en el multi-predictor, asi como la sintonizacién de los
parametros de diseno correspondientes. Como principal
aportacién, en este estudio se establece el niimero minimo
de sub-predictores necesarios para lograr una estimacién
adecuada de los estados en sistemas retardados con dos
polos inestables.

El trabajo presenta el siguiente orden: en la Seccién 2 se
describen la clase de sistemas a tratar. En la Seccién 3
se presentan los resultados preliminares donde se analiza
la estabilidad de un esquema de inyeccién, el cual se
usa en el multi-predictor. En la Seccion 4 se presenta el
esquema multi-predictor asi como la prueba de conver-
gencia y el resultado principal sobre el numero minimo de
sub-predictores necesarios para una adecuada estimacién
sobre los estados del sistema. En la Seccién 5 se presenta
el diseno del control PID el cual utiliza la senal libre de
retardo del multi-predictor. En la Seccién 6 se muestra
un ejemplo con los resultados en simulacién. Finalmente,
en la Seccién 7 se exponen las conclusiones del trabajo.

2. CLASE DE SISTEMAS.

Consideremos el siguiente sistema inestable con retardo
de tiempo,

Y(S) —TS8 b —TS8

o T T e —ay W
donde U(s) y Y (s) son las senales de entrada y salida
respectivamente, b es la ganancia del sistema, 7 > 0 es el
retardo de tiempo que se supone conocido y es constante,
a1, ae > 0 son las posiciones de los polos inestables y G(s)
es la funcion de transferencia libre de retardo.

Una estrategia de control cldsico basada en una retroali-
mentacién de salida, aplicada a (1) de la forma,

U(s) = [R(s) = Y (s)]C(s), (2)
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donde R(s) es la nueva entrada de referencia y C(s) es
el controlador, produce un sistema en lazo cerrado dado
por,
Y(s)  C(s)G(s)e™ ™ 3)
R(s) 1+ C(s)G(s)e s’
Es importante observar que el término e~ " localizado
en el denominador de la funcién de transferencia de (3),
implica un sistema con un numero infinito de polos, lo
cual dificulta el analisis de estabilidad.

3. RESULTADOS PRELIMINARES.

En el siguiente resultado se presenta la condicién de
estabilidad para sistemas de segundo orden con dos polos
inestables utilizando un controlador PD.

Lema 1. Nowella-Rodriguez et al. (2019), considere el
sistema (1) y una ley de control dada por (2), donde C(s)
es un controlador PD de la forma, C(s) = k,(kqs — 1).
Existen ky, y kq que estabilizan al sistema en lazo cerrado

Y (s) . I .
TGy sty solo s,

1 1 1 1
T<—+—— |5+ (4)
a1 as ai as

La ecuacion caracteristica de la funcion de transferencia
en lazo cerrado asociado al Lema 1 esta dada por,

(s —a1)(s —ag) + (kpkas — kp)be™ ™ =0 (5)
Los pardmetros estabilizantes del controlador PD aso-

ciados al Lema 1 se obtienen mediante las siguientes
expresiones.

e La ganancia kg se encuentra establecida por,

1 1
kg>—+—— T, (6)
aq a9
e La ganancia k, queda establecida por,
f(wCl) < kp < f(wc'i)’ (7)
b b
donde:
oy 2 Vet v va)
Wei ) = )
(1 + kgwcﬂ)
con:

- i =1 para M(we1) > 1
- i =2 para M(we2) > M(weo)
-1 =0 para M(weo) > M(wez)

La prueba del Lema 1 puede obtenerse considerando un
enfoque en el dominio de la frecuencia, ver Nowella-
Rodriguez et al. (2019).

3.1 FEsquema de inyeccion.

En esta subseccién se muestra un resultado clave que
establece las condiciones de estabilidad para un esquema
de inyecciéon como el que se muestra en la Fig. 1. Este
esquema serd utilizado posteriormente en el diseno del
multi-predictor.
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o Y,(s)

s—a,

Fig. 1. Esquema de inyeccién de salida.

Lema 2. Considere el sistema (1) con una inyeccion
de salida descrita en el esquema de la Fig. 1. Entonces,
existen g1 Yy gz, de modo que el sistema en lazo cerrado

[}2%3 es estable si y solo si,

1 1 1
T —+ — = 72“!‘7
al an ay Q.

(9)

NI B

Demostracion 1. Considere la funcién de transferencia
Ull (Z) de lazo cerrado del esquema de la Fig. 1, dada por,

Yi(s) _ e
Us  (s—a1)(s —az) + (915 — (a191 — g2))e %’

(10)
donde su ecuacién caracteristica es,

(s —a1)(s —a2) + (915 — (@191 — g2))e” " = 0. (11)
Nétese que las ecuaciones caracteristicas (5) y (11) son
similares, por lo que se concluye que la condiciéon de
estabilidad para la ecuacién (5) es la misma que para la
ecuacién (11). Observe que en la ecuacién (11), g1 y g2 son
parametros libres de disefio, mientras que en la ecuacién
(5), son k, y k4. Entonces, la ecuacién caracteristica (11)

{ { 1,1 /14 1
es estable si y solo si 7 < == 4 = a2 + 22 O

Los pardametros de g1 y g estabilizantes para el sistema
de inyeccion son,

kaf(wei) < g1 < kaf(we),

1
g2 = gi(ar — kjd),

(12)
(13)

donde los términos f(we1) v f(we:) estén dadas por la
expresion (8). Observe que la ecuacién (13) depende de
(12) ya que, cada valor de g1 estd asociado a un tnico
valor de gs.

4. ESTRATEGIA DE ESTIMACION

Para el analisis, considere la planta dada por la ecuacién
(1) y una particién del retardo como,

Yy _ _
UE; = G(s)e ™ = "G s)e 7,
donde 7 es el retardo de tiempo total de la planta y 7 es

el valor de la particién de dicho retardo, definida por la
siguiente ecuacién,

(14)

T
T=—,

i (15)

donde n es el nimero de particiones del retardo y a su
vez es el nimero de sub-predictores del multi-predictor.
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ultimo
sub-predictor

Fig. 2. Esquema multi-predictor propuesto con accién de
control.

Considere una representacién en variables de estados de
la planta (14),
i‘l(t) = asT1 (t) + xg(t),
2(t) = ar1x2(t) + bu(t — (n — 1)7), (16)
y(t) = z1(t = 7),
donde n es el numero de particiones del retardo. El primer
sub—predictor para el sistema (14) se define como,
il(t) = agﬁ?l(t) —+ :fz(t) — glil(t — 7_') + glml(t — 7_'),
iz(t) = ali'g(t) + bu(t — (n — 1)?) — gzil(t — ‘7‘) + ... (17)
e+ g2z (b= 7).
Los demas sub—predictores subsecuentes para el sistema
(14) se pueden definir de la forma general como,
@i (t) = ag®i(t) + &1y (1) — 1&i(t — 7) + gr@(i_2) (1),
741

%(i+1)(t) = ali‘(iJ’,l)(t) +bu(t — (n—( )T) — g2Zi(t — 7) + ...

w9222y (D),

(18)

T(2n—1)(t) = a2d(2n—1)(t) + E(2n)(t) — 912 (2n_1)(t — T)+

ot 1% 2n-3)(t),
T (2n) () = 18 (2n) () + bu(t) — gaF(2n—1)(t — 7) + g2 (2n—3) (1),
con i € {3,5,7,9,11...}. Por lo tanto, las ecuaciones
(17) y (18) forman el conjunto de sub-predictores para
el sistema original. De esta manera, el multi-predictor
propuesto en este trabajo para el sistema dado por (14)
se muestra en la Fig. 2. A continuacién se presenta el
resultado méas importante del trabajo, el cual establece el
numero de particiones minimas en el retardo para obtener
una adecuada estimacién del multi-predictor.

Teorema 1. Considere el sistema dado por (1), la par-
ticion del retado dada por (14), la representacion en vari-
ables de estado (16) y el observador propuesto por (17)-
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(18), entonces los estados Zon(t) y Zon—1(t) convergen con
los valores futuros xo(t +7) y x1(t + 7), respectivamente,
con un numero de sub-predictores n*, donde n* es el
entero superior inmediato de n, con n = donde

* 1 1 1
T_a1+a2 a%—i_

T«

a%y0<a<1.
2

Demostracion 2. Considere el sistema dado por (1) y
el multi-predictor propuesto en (17)-(18), los errores de
estimacién se definen como,
er(t) = z1(t) — 21(t),
e2(t) = m2(t) — 22(t),
ei(t) = &(i—2)(t) — Zi(t — 7),
eir1)(t) = L(i—1) — L)t — 7),

(19)
e2n—1)(t) = T(2n-3)(t) — T(2n—1)(t — 7),
e2n)(t) = £2n—2) — T(an)(t — 7).
Los errores dindmicos se definen como,
é1(t) = a1 (t) — 21 (t),
éa(t) = a(t) — da(t),
éit) = T(j_2)(t) — s(t — 7),
é(¢+1)(t) T(i—1) — T (t — 7), (20)
€n—1)(t) = T (2n—3)(t) — 50(27171)@ -7,
€can) (t) = 50 (2n—2) — :E(2n) (t—7),
parad € {3,5,7,9,11...}. Sustituyendo (17)-(18) en (20),
da como resultado,
é1(t) = aze1(t) + ea(t) — gre1(t — 7),
é2(t) = area(t) — goe1(t — 7),
é3(t) = azes(t) +ea(t) +grei(t — 7) — gres(t — 7),
€4(t) = area(t) + goe1(t — 7) — gaes(t — 7),
€i(t) = azei(t) + e(i11)(t) + g1e—2) — grei(t — 7),
é<¢+1)(t) are(iq1)(t) + geeqi_o) — g2ei(t — 7), (21)

€an—1)(t) = azean—_1)(t) + e@2n) () + g1€(2n-3) —
e T gle(anl)(t - 77_)7
€(2n) (1) = arean) (1) + g2€(2n—3) — g2€(2n—1)(t — 7),

para i € {5,7,9,11, ..
matricial como,

.}. Esto se puede escribir en forma

A0 0 0 -0
0A O 0 -0
. 0G A 0 ---0
et)=100 G A ---0|e®+
00 0 G A
-G 0 0 0 0
G -G 0 0 0
0 0 -G 0 --- 0
“+l0o 0 0 -G ... 0 |et—=7), (22)
0 0 0 0 -G
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donde
_ a9 1 _ g1 0
we [ o] = [nd]
para e(t) = [e1(t),ea(t), -, e2n_1)(t), e(2n) (t)]". El poli-
nomio caracteristico de (22) es,

= H det(sI — A+ Ge™7%), (23)

o bien,
n

P(s) = [[(s—a1)(s—az)+(g15—(a191 —g2))e™"*, (24)
el cual coincide con la ecuacién caracteristica del sistema
en lazo cerrado del Lema 2 . Por lo tanto, usando el Lema
2, la condicién para lograr una adecuada convergencia del

1 1 1 1
ate Vet

ay az

observador es T < 7%, con 7" =

Por otro lado, de la ecuacién (15) sabemos que 7 = T,
entonces podemos escribir,

=—, (25)
donde 0 < a < 1. Observe que,

e Con a = 1, el nimero de particiones n se aproxima
al minimo necesario que garantiza la estabilidad del
sistema en lazo cerrado, ya que la condicién 7 < 7*
se cumple casi al limite.

e Con a = 0, el nimero de particiones n — oo, y la
condiciéon T < 7* se cumple lejos del limite.

En resumen, un mayor n facilita el cumplimiento de la
condiciéon 7 < 7*, aunque esto incrementa el orden del
multi-predictor. Con esto se demuestra que para cualquier
valor 0 < a < 1, las senales estimadas &, (t) y &2,—1(t)
convergen a los valores futuros xo(t + 7) y z1(t + 7),
respectivamente.

De la Fig. 2, observe que cada sub-predictor es en realidad
un esquema de inyeccion, el cual se abordé en la seccién
anterior. Por lo tanto, la convergencia del multi-predictor
puede asegurarse seleccionando los valores de g1 y g2
que estabilicen al sistema (22). Esto es posible con las
ecuaciones (12) y (13) ya establecidas.

Corolario 1. Considere el sistema dado por (1), la
particion del retado dada por (14), la representacion en
variables de estado (16) y el observador propuesto por
(17)-(18), entonces los estados del predictor-observador
Zon(t) y Tan—1(t) convergen con los valores futuros xo(t+
7) y x1(t + 7), respectivamente, con un nidmero minimo
de sub-predictores Nupin, donde N,y es el entero superior
inmediato de n, con n = —— T = a—ll + é —

,/%+%,O<a<lya—>l.

Para determinar el niimero de sub-predictores para im-
plementar el multi-predictor en la practica, se puede con-
siderar el nimero minimo establecido por el Corolario 1.
Sin embargo, no es recomendable utilizar el minimo de
sub-predictores, ya que la condicién 7 < 7* se cumple
muy cerca del limite, lo cual reduce los intervalos de los
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pardmetros estabilizantes (g1 y g2) de cada sub-predictor.
Para corregir este problema, se recomienda usar el resul-
tado del Teorema 1 con o = 0.6 .

5. DISENO DEL CONTROLADOR.

Una vez que se logra la convergencia del multi-predictor,
es posible disenar el controlador para el sistema libre de
retardo usando la senal estimada en el multi-predictor.

Con la finalidad de que la senal de salida siga referencias,
en este trabajo se utilizard un control PID dado por,

K,
C(s) =K, + Kgs + ?1 (26)
Otra forma de representar el control PID es,
K
C(s) = w (27)

Esta ultima configuraciéon del PID, nos proporciona un
polo en el origen y dos ceros libres de diseno. El objetivo
es estabilizar el sistema (1) que en este punto del andlisis
esta libre de retardo, por lo que, conviene ubicar los ceros
del controlador (27) en el semiplano izquierdo del plano
s y con ayuda del lugar geométrico de las raices obtener
el pardmetro K. La relacién del control (26) con (27) es
de la siguiente forma,

Kp = Ka(B+7), (28)
K, = K. (30)

6. RESULTADOS EN SIMULACION.

Ejemplo 1. En Sun et al. (2021), se plantea el siguiente
sistema,

Y(s) 1

Us)  (5—1)(s-05)°
Los parametros conocidos son: a; = 1, ag = 0.5, b = 1,
7 = 1. En el trabajo mencionado, se indica que el retardo
de tiempo 7 es demasiado grande para ser estabilizado por
un controlador PD, lo cual coincide al aplicar el Lema 1,
ya que no se cumple la condicién 7 < 0.76. Esto implica
que no existen valores de kg y k, que puedan estabilizar
el sistema. Por lo tanto, la efectividad del esquema multi-
predictor propuesto en este trabajo sera evaluada en el
sistema (31).

—s, (31)

Aplicando el Teorema 1, con 7* = 0.76 y a = 0.6, se
obtiene n = 2.19. Asi, el entero superior inmediato es
n* = 3. Por lo tanto, se requieren tres sub-predictores
para el diseno del multi-predictor. Con la ec.(15), se
obtiene la particién del retardo 7 = 1/3 =~ 0.333. Con
este tamano del retardo en cada sub-predictor, se cumple
la condicién del Lema (7 < 0.76 ), lo que garantiza la
existencia de valores kq y k, que estabilizan el sistema en
lazo cerrado. Con la ec.(6) se determina que kq > 2.666.
Obteniendo el diagrama de Nyquist con kg = 4.8, las
frecuencias de cruce son como se muestra en la Fig. 3.
Con estas frecuencias y la ec.(7) se obtiene el rango de k,
(0.2984 < k, < 0.5). Estos valores de kq y k, aseguran
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Nyquist Diagram

Imaginary Axis

=} o o =} o

P o ha . = o0
! !

&

-3.5 -3 2.5 -2 =15 -1 -0.5 0 0.5
Real Axis

Fig. 3. Diagrama de Nyquist con las frecuencias de cruce
weo =0 rad/s y wer = 0.629 rad/s

estabilidad ya que garantizan dos rodeos antihorario al
punto —1 + 05 en el diagrama de Nyquist.

El retardo 7 = 1/3 &~ 0.333 también cumple con la
condicién del Lema 2. Esto asegura la existencia de ¢y
y g2 que estabilizan al esquema de inyeccién en lazo
cerrado y por lo tanto, garantizan la convergencia del
multi-predictor. Con la ec.(12) se establece que el rango
de g7 es de 1.43232 < g7 < 2.4, eligiéndose g1 = 1.85 da
como resultado que go = 1.4646 usando la ec.(13).

Para el controlador C(s) dado por (26), se propone usar
las ganancias K, = 15.385, K; = 5.973, Kq = 9. En la
simulacion, se usd una entrada escalén de amplitud 1, con
condiciones iniciales de 0.1 para los estados de la planta y
condiciones nulas para los estados del multi-predictor. La
Fig. 4, muestra como las senales de los errores convergen
a cero con forme t — oo, asegurando una adecuada
estimacién de los estados del multi-predictor respecto a
los de la planta. Una vez comprobada la convergencia
de los errores, se verifica la estabilidad de la planta. En
la Fig. 5 se muestra la salida 1, que corresponde a la
respuesta del sistema al usar tres sub-predictores.

Se realizé una segunda prueba con a = 0.99, obteniendo
el nimero minimo de sub-predictores n.,;, = 2. Al usar
los mismos parametros que en el caso anterior, el rango
de g1 disminuyé a 1.4928 < g1 < 2.15. Se vuelve a
seleccionar g7 = 1.85 en consecuencia go = 1.4646.
Para la simulacién se usaron las mismas especificaciones
y ganancias del controlador PID del caso anterior. La
respuesta del sistema se muestra en la salida 2 de la Fig.
5. Observe que la salida 1 oscila menos y se estabiliza més
rapido en comparacién con la salida 2. Estos resultados
muestran claramente que se obtiene una mejor respuesta
al utilizar el niimero de sub-predictores determinado por
a = 0.6 en comparacién con el nimero minimo de sub-
predictores con a = 0.99. Con estas simulaciones se
comprueba la efectividad del esquema multi-predictor
propuesto.
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Fig. 4. Convergencia de las sefiales de error del ejemplo
1, prueba 1.
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Fig. 5. Respuestas de salidas del sistema del ejemplo 1.
7. CONCLUSION.

En este estudio se utiliz6 un esquema multi-predictor
basado en el trabajo de Najafi et al. (2013) para tratar sis-
temas retardados con dos polos inestables. La estrategia
del multi-predictor se basa en un esquema de inyeccién de
salida, para el cual existen g1 y g2 que logran estabilizar al

sistema si y solo si 7 < ai +L /L 4+ L Esto permite
1 as ai aj
asegurar la convergencia del multi-predictor. Ademaés, al
hacer una particiéon del retardo en el esquema del multi-
predictor, es posible lograr una adecuada estimacion de
las senales internas del proceso sin limites en el tamafo
de retardo. Esto se debe a que cada sub-predictor estima
la senal intermedia en presencia de un retardo pequeno,
de modo que el ultimo sub-predictor obtiene una ade-
cuada estimacién de la senal de interés ante el retardo
completo del sistema. Al tener acceso a esta senal libre
de retardo, es posible implementar estrategias de control
cldsico, como un controlador PD o un controlador PID.
Como principal aportacion, en este estudio se establecid
el niimero minimo de sub-predictores necesarios para ase-
gurar una estimacién adecuada de los estados del sistema
dado por el corolario 1. La estrategia del multi-predictor
fue efectiva porque permitié estabilizar y controlar el
sistema (31) que en el trabajo de Sun et al. (2021) no

https://doi.org/10.58571/CNCA.AMCA.2024.062

fue posible bajo sus condiciones. Como trabajo futuro,
se explorard la robustez del sistema de control PID para
observar su comportamiento ante perturbaciones exter-
nas y se realizardn pruebas comparativas con un contro-
lador PD. Ademds, seria interesante extender el andlisis
a sistemas retardados con dos polos inestables y n polos
estables.
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