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Abstract:

The present work focuses on two main aspects: the estimation of an unknown

time-varying input time-delay and the use of this estimation on the design of a state predictor
for a differential drive mobile robot. It is shown how, previously reported work for the
estimation of constant time delay, can be extended for the case of time-varying delays. Based
on the time-delay estimation, it is proposed a predictor-observer strategy to obtain the future
values of the system. The convergence of the prediction errors is shown by means of standard
stability results on time delay systems. To show the potentiality of the time delay estimation
and the state prediction results, the future state is used to solve a trajectory tracking problem.

Keywords: Time-delay estimation, time-varying delay, nonlinear state prediction, mobile

robotics, trajectory tracking.

1. INTRODUCCION

En la robdtica mévil, el control de vehiculos auténomos
enfrenta un problema debido a los posibles retardos de
tiempo involucrados en su estrategia de control, lo que
representa un importante y amplio campo de estudio.
Estos retardos pueden presentarse de manera puntual,
distribuida o variable a lo largo del tiempo, tanto en la en-
trada del sistema como en sus estados, Niculescu (2001),
Kharitonov (2013). Este tema ha sido de interés desde
el trabajo de Smith (1957), quien desarrollé un predictor
para compensar un retardo constante en la entrada de un
sistema lineal estable en lazo abierto. La idea es utilizar
una copia del sistema para predecir una salida futura y
asi corregir el control basdndose en esta predicciéon, mejo-
rando la estabilidad y la respuesta dindmica del sistema.
Sin embargo, el denominado Predictor de Smith tiene
algunas limitaciones: el sistema en lazo abierto debe ser
estable y su desempeno depende en gran medida de la
exactitud del modelo sin retardo; errores en el modelo
pueden llevar a una compensacion deficiente o incluso a
la inestabilidad.

El Predictor de Smith ha influido en muchas investiga-
ciones posteriores en el campo del control de sistemas con
retardo, sirviendo de base para mejoras y modificaciones
que han ampliado su aplicacién a sistemas més complejos
y no lineales. Uno de los investigadores destacados que
continué con este enfoque fue Horowitz (1966), quien
introdujo el concepto de diseno de control robusto en los
sistemas con retardos. Su enfoque se centr6 en garantizar
que los sistemas de control mantuvieran un desempeno
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deseado, incluso frente a incertidumbres en el modelo y
variaciones en los parametros del sistema.

Por otra parte, en Palmor (1996) se presentan diver-
sas mejoras y extensiones al trabajo original de Smith.
Palmor se enfocé en aumentar la robustez del predictor
de Smith, mejorando la respuesta del sistema frente a
incertidumbres en el modelo y variaciones del retardo.
También propuso métodos para adaptar el predictor de
Smith a sistemas cuyas caracteristicas podian cambiar
con el tiempo, permitiendo que el controlador se ajustara
dindmicamente a estas variaciones. Ademaés, extendié el
uso del predictor de Smith a sistemas de multiples en-
tradas y multiples salidas (MIMO), lo que ampli6 consid-
erablemente su aplicabilidad.

Por otro lado, las investigaciones de Thau (1973) se cen-
traron en la observacién de estados que posteriormente
fue muy importante en la prediccién de sistemas no lin-
eales. Mds tarde, en Germani et al. (2002) se desarrollaron
métodos avanzados para la observacién y control en sis-
temas con retardo, basados en las técnicas de Mazenc and
Bliman (2006) y junto con Krstic (2009), proporcionaron
aproximaciones basadas en la retroalimentacion de esta-
dos para abordar problemas no lineales en sistemas con
retardo.

En el campo de la robética mévil, se han presentado
varias soluciones. Por ejemplo, Velasco-Villa et al. (2007)
ofrecieron una solucién en el tiempo discreto, mientras
que Fragoso Rubio et al. (2018) propusieron un predictor
de estados futuros basado en el observador de tipo Lu-
enberger, (Luenberger, 1971). Adem4s, el trabajo presen-
tado por Béez-Herndndez et al. (2021) se centra en el de-
sarrollo de un predictor de estados futuros, considerando
el concepto de subpredictores que permiten relajar las
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condiciones de convergencia de la estimacién. Se presenta
una solucién al problema de seguimiento de trayectorias.

En el presente trabajo se desarrolla un estimador de
retardos variantes en el tiempo del tipo desarrollado en
Guechi et al. (2010) para el caso de retardos constantes y
su posterior utilizaciéon en el desarrollo de un predictor-
observador de estados futuros para un robot del tipo
diferencial.

El desarrollo de este trabajo se describe a continuacion:
En la Seccion 2, se desarrolla el modelo cinematico de un
robot mévil diferencial que experimenta un retardo en la
entrada. La Seccién 3 se enfoca en la estimacién de un
retardo desconocido, variante en el tiempo, basado en las
senales de entrada del robot, mientras que en la Seccién
4, se presenta el desarrollo de un predictor observador
de estados futuros. Posteriormente, en la Seccién 5 se
muestra una evaluacién numérica de la estrategia de es-
timacién—prediccion presentada. Finalmente, se exponen
las conclusiones finales de este trabajo.

2. MODELO CINEMATICO

El anélisis se desarrolla partiendo del modelo cinematico
de un robot mdévil diferencial o del tipo (2,0) como se
muestra en la Figura 1. En (Campion et al., 1996) o
(Canudas de Wit et al., 1996) se desarrolla y se muestran
las ecuaciones cinemaéticas en la siguiente forma,

Z1(t) = uq(t) cos(zs(t))

Zo(t) = uq(t) sin(zs(t)) (1)

3(t) = ua(t)
donde se asume que el robot se desplaza en una superficie
plana y que no existen efectos de patinado de las ruedas o
deslizamiento del cuerpo del robot, es decir, que existe un
contacto puntual entre la superficie del area de trabajo
y la rueda y que la velocidad entre la rueda y el piso
es nula. En la Figura 1, 21(¢), 22(t) y x3(t) representan
variables de estado del robot diferencial con respecto al
marco de referencia X — Y describiendo su posicién por
medio de x1,zo y su orientacién mediante x3. Las senales
de entrada o de control estdn dadas por medio de la
velocidad lineal uy (t) y la velocidad angular us(t).

Como es bien conocido, el robot (1) satisface la restriccién
no-holonoma,

Ty sinry — Tocosxy =0
que representa una complejidad adicional a tener en
cuenta en el robot diferencial.

Considerando el control de un robot mévil a distancia,
mediante una computadora colocada en una posicién
remota, y conectada a través de una conexion inalambrica
al robot movil, se asume la existencia de un retardo de
tiempo variable en la comunicacién. Especificamente, se
define 7 (t) como el tiempo que tarda la senal de control
emitida por la computadora en alcanzar al robot, y 72(t)
como el tiempo que tardan las senales generadas por los
sensores en el robot en llegar de vuelta a la computadora.
Este esquema se describe en la Figura 2.

A partir de los retardos descritos en la Figura 2 es posible
ver que éstos pueden ser sumados para obtener un retardo
total afectando las senales de entrada del robot movil,
esto es, 7(t) = 71 (t) + 12 (t). Este retardo total, que varia
en el tiempo, afecta la entrada de control del sistema,
introduciendo variaciones que deben ser compensadas, si
es posible, para mantener el rendimiento y la precisién del
control del robot. Por lo tanto, el retardo total 7(¢) puede
incorporarse en el sistema (1) de la siguiente manera,

https://doi.org/10.58571/CNCA.AMCA.2024.060

i (1)

Fig. 1. Diagrama del robot mévil diferencial.

~—
" A—

Fig. 2. Retardos de tiempo en la comunicacién.

Z1(t) = ur (t — 7(t)) cos(xs(t))
a(t) = ui(t — 7(t)) sin(z3(t)) (2)
z3(t) = ua(t — 7(¢)).

3. ESTIMACION DE RETARDOS VARIANTES EN
EL TIEMPO

En la presente seccién, se mostrard que es posible realizar
la estimaciéon de un retardo variante en el tiempo descono-
cido 7(t) por medio del conocimiento de la velocidad y la
aceleracién angular del vehiculo y de esta forma estar en
posibilidades de utilizarlo en la prediccién de los estados
futuros del robot diferencial.

A partir del modelo cinematico del robot mostrado en
(2) y respectivamente en la Figura 1, se consideran las
siguientes suposiciones:

Suposicion 1. El retardo variante desconocido, el cual
afecta a la senales de entrada del sistema (2), satisface
las cotas,

sup|T(t)| < T y sup|7(¥)| <1
>0 >0
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donde 7 > 0 y ademds se asume que 7 (t2) > 7 (t1) para
ty > t1.
Suposicion 2. La aceleracién angular o (t) satisface,
m < sup [dz(t)] < o
>0

para todo 77,12 > 0.

Para obtener indirectamente la estimacién del tiempo de
retardo, considérese la senal de error,

A(t) = ua(t = 7(t)) — uz(t = 7(t)) (3)
donde 7(t) corresponde al valor desconocido del retardo
y 7(t) corresponde a la estimacién del retardo buscada.

El siguiente lema constituye una generalizacion, al caso
de retardos variantes en el tiempo presentado en Guechi
et al. (2010) para el caso de retardos constantes.

Lema 1. Considere el robot mévil (2) y asuma que el
retardo 7(t) es desconocido y considere que las senales de
control uy(t) y uz(t) estan disponibles. Considerando que
se satisfacen las Suposiciones 1 y 2, el tiempo de retardo
7(t) puede ser estimado mediante el siguiente observador,

7(t) = —Guig(t — 7(t)) sign(A(t)) (4)
donde G satisface la siguiente relacion,
G>(1+a)=5 2.

i
para alguna constante positiva a < 1.

Como es usual, la funcién sign(A(t)) satisface,

1 si A>0
sign(A(t))=< 0 si A=0

-1 si A<O.

Demostracion. Definiéndose inicialmente,

ot) =t —7(t)
o(t) =t —7(t)
la funcién de error A(t) puede escribirse como,

A(t) = ug(t = 7(t)) — uz(t — 7(2))
= up(¢(t)) — u2(d(t))

Tomando la derivada con respecto al tiempo se tiene,

(5)

i) = Li2le®) 96) dus((1)) (1)
dt op(t)  O(t) aé(t) ot o
=56 PO~ g °
con lo cual, a partir de ¢(t) =(1-7) Ay b= (1-4),
A(t) = M(l — T(t)) — M(l _ A(ﬂ) (7)

99(t)

Considerando la funcién candidata de Lyapunov,
1

V(t) = §A2(t)

y, derivdndola a lo largo de las trayectorias dadas en (7),
se tiene lo siguiente,

V(t) =A(t)A(t)

—aw | TpGRae
our(B(0)
e <1—r<t>>]
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A partir de la estimacién dada en (4), es posible escribir,

o)< | 220W) (| ) Gu(d)

V(t) < 26(0) (1—=7(1)) 0 o)
 Ous(d(1) ) i (3) si
23(1) Gig(¢) sing(A(1)) | [A()].

entonces, por medio de las Suposiciones 1 y 2 se obtiene,
V(t) < (2 + m2 — G| |A(t)]
< [(1+a)me — Gii] |A(®)]
— (G} — (1 + a)p] [A®)]

De lo anterior, la convergencia al origen de A(t) se asegura
mediante la condicion,

G>(1+a) 2.
m

Esto concluye la demostracion.

4. PREDICTOR-OBSERVADOR CON RETARDO
VARIANTE

Siguiendo las ideas en el diseno de un predictor-observador
para sistemas lineales con retardo (V. Fragoso-Rubio
et al., 2019) y su extensién al caso de robots mdviles
con retardos constantes en las seflales de entrada (Béez-
Herndndez et al., 2023), en esta seccién se presentard
el diseno de un predictor de estados que contemple el
caso de tiempos de retardo variantes cuando un robot
moévil es controlado a distancia. El diseno del predictor
propuesto se desarrolla a partir del sistema en adelanto
del robot mévil y posteriormente disenando un observador
tipo Luenberger (Luenberger, 1971) para este sistema en
adelanto.

El sistema en adelanto se obtiene al efectuar un corrim-
iento en el tiempo, 7 unidades en el futuro del sistema
(2), esto es,

T+ 7)) =uw (t+7(t) —
To(t+ 7)) =uw(t+7(t) — 7
i3t +7(t) =ua(t +7(t) — 7

puede reescribirse en la forma,
Z1(t+7(t)) = ur(t — 7) cos(zs(t +
To(t+7(t)) = uy (t — 7) sin(zs(t +
Z3(t+7(t)) = ua(t — 7)

Definase ahora las nuevas variables,
wi(t) =z1(t+7(t))

wa(t) = zo(t + 7(1)) (12)
ws(t) = w3(t + (1))
cuyas derivadas con respecto al tiempo producen,
wy = up(t —7(¢) (1 + 7(¢)) cos (w3(t))
Wy =ur(t —7(t))(1 + 7(¢t)) sin (w3 (t)) (13)

ws = ug(t —7(t))(1+7(t))

Se propone entonces el observador para el sistema (13)
o equivalentemente, el predictor para el sistema (2),

Copyright® AMCA, ISSN: 2594-2492
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(V. Fragoso-Rubio et al., 2019), (Bdez-Herndndez et al.,
2023),

w1 (t) = up (t — 7(2)) (1 + 7(t)) cos (w3 (1))
+ e, (t—7(1))

o (t) = ua(t — 7(t)) (1 + 7(1)) sin (3(t)) (14)
+ Agew, (t = 7(1))
w3 (t) = ua(t — 7(t)) (1 + 7(2)) + Azew, (t — (1))
donde los errores de predicciéon toman la forma,
€w, (t) = wi(t) — wi(t) (15)

vy A; son constantes reales positivas para ¢ = 1,2, 3.

Las derivadas con respecto al tiempo de los errores de
prediccién producen,
€, (£) = ur(t — 7(¢))(1 — 7(¢)) cos ws (1)
—uy(t —7(t))(1 —7(t)) cosws(t)

— Aiew, (t—7(t))
=uy(t —7(¢))(1 — 7(¢)) [cos w3 (t) — cosws(t)]
— e, (t—7(t))

b, () =ur(t — 7())(1 — 7(2)) sinws(t)
—uy(t —7(8))(1 — 7(¢)) sinws(t)
— Aaey, (t = 7(¢))
=uy (t — 7(¢))(1 — 7(¢)) [sinws(t) — sin w3 (¢)]
— Aaey, (t—7(t))
€uws (1) = = Azews (t — 7(1))

Por lo que puede escribirse la dindmica de los errores de
prediccién en la forma,
(1))

éwl (t) = 7)\16001 (t —
= 2uy (£ = F(1)(1 = #(1)) sin psin (t)
bun (1) = —Azew, (t —7(1))
— 2t~ #(1))(1 — (1) cos usin 2!

buws (1) = —Agew, (t — 7(t))
donde

ws(t) + ws(t)
=

Para demostrar la convergencia al origen de la dindmica
del error de prediccién, témese primero la tercera ecuacién

en (16), b (t) = —Agewy (t — 7(1)).

Considerando en primera instancia el caso 7(t) = 7 con 7
igual a una constante es posible ver, a partir de Niculescu
(2001), que e, (t) convergerd al origen siempre que se
satisfaga la condicién,

M:

_ 7r
T=3 N
En el caso de 7(t) variante en el tiempo, asumiendo
que se satisface la Suposicién 1, es decir, 7(¢t) € [0,7]
y 7(t) € [0,1] es posible establecer la convergencia
de e, (t) mediante el resultado general presentado en
la Proposicién 1 de la Seccién 3 en Fridman (2014),
donde utilizando la técnica de Desigualdades Matriciales
Lineales es posible mostrar que para un retardo acotado
y una adecuada eleccién de A3 es posible obtener el
resultado deseado.

Lema 2. Asuma en los errores de prediccién (16) que la
sefial de entrada wuq(t) es acotada y que e, (f) converge
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al origen. Entonces los errores de prediccion cartesianos
también convergen al origen.

Demostraciéon. A partir de los errores de prediccién
(16) puede verse que bajo la hipotesis de convergencia
de e, (t), los términos,
ews (1)
2

2uq (t)(1 — 7(¢)) sin p sin
(17)

2uq (t)(1 — 7(¢)) cos psin ew;(t

resultan desvanecientes y por lo tanto la convergencia
de e, (t) y e, (t) dependerd de dindmicas similares a la
mostrada para la convergencia de e, (t). ®

5. RESULTADOS EN SIMULACION NUMERICA

Para mostrar el potencial de la estimacién 7(¢) de un
retardo desconocido 7(t) variante en el tiempo, junto con
la estrategia de prediccién desarrollada, en esta seccién
se abordara, el problema de seguimiento de trayectorias
basadas en estados predichos.

5.1 Seguimiento de trayectorias

Se desea llevar a cabo el seguimiento de una trayectoria
deseada tipo Lemniscata, descrita en la forma,

x1,(t) = acosp(t)
Z9,(t) = bsinp(t)
donde se toma en particular, a =4, b=32yp=2 (gr—o)

(18)

Para resolver el problema de seguimiento de trayectoria
se modificard la retroalimentacién presentada en (Samson
and Ait-Abderrahim, 1991), desarrollada para el caso li-
bre de retardos. En el presente caso, los estados en tiempo
t de la retroalimentacién (Samson and Ait-Abderrahim,
1991), son sustituidos por los respectivos valores futuros
obtenidos por medio del predictor propuesto, la retroali-
mentacion a utilizar toma entonces la forma,

U1 = Uy, COsesz — k61

sines (19)

U2 = U2, — k3€3 — U1, €2
€3

donde las constantes k y k3 son constantes reales positivas
con asignaciéon k = 2 y ks = 1.3, uy,, us, se obtienen a
partir de (18) y se define,

e cos(ws) sin(ws) 07 [ 21

€9 = —Sin((z)g) COS((I)g) 0 i‘g (20)

€3 0 0 1 i’g
con

j"‘1 :djl _x1d7j2 :LAUQ _1:2(175:3 :(‘:]3 _:C3d

donde zy,(t), x2,(t) estdn dadas en (18) y x3,(t) estd
dada por,

x3,(t) = arctan P24

T1,

Para validar el enfoque propuesto, se introduce un retardo
variante desconocido, descrito de la forma,

t
T(t) =0.2+0.1 sin(ﬁ).

Para el estimador del tiempo de retardo dado en el Lema
1 se propone G = 1.5 y en el caso del predictor (14) se
utilizan las ganancias A1 = 1.5, \g = 1.4 y A3 = 1.4.

Para evaluar empiricamente, la robustez del la estimacién
del retardo y de la prediccion de los estados futuros, en

Copyright® AMCA, ISSN: 2594-2492
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la evolucién del robot en el plano X — Y se introducen
desplazamientos en la posicién del robot en los segundos
t =26y t=46.

La evolucién del robot con retardo de tiempo a la entrada
(2) en lazo cerrado con la retroalimentacién basada en
prediccién (19) puede observarse en la Figura 3. Puede
verse claramente como se obtiene la convergencia de los
errores de seguimiento, ain a pesar de las perturbaciones
introducidas.

En la Figura 4 puede verse la convergencia al origen del
error de estimacién del retardo variante, la cual se obtiene
eficientemente.

Los errores cartesianos de prediccidn ey, (t), e, (t) se
muestran en la Figura 5, mientras que el error de
prediccién de la orientacién ey, (t) se muestra en la Figura
6. Notese como a pesar de las perturbaciones introducidas
en la posiciéon del robot, inicialmente se observa que el
estimador de retardo converge, lo que permite que, poste-
riormente, el predictor también comience a converger. Sin
embargo, al introducir perturbaciones en los segundos 26
y 46, se nota un impacto en el error de prediccién. A pesar
de estas perturbaciones, el sistema demuestra su robustez
al volver a converger después de cada perturbacion, lo que
indica la efectividad del estimador y del predictor en la
correccion y estabilizacion del error de prediccién.

Los errores generados al seguir la trayectoria deseada
e1(t), ea(t) se muestran en la Figura 7 y el error de
seguimiento en la orientacién ez(t) se describe en la
Figura 8. Se observa que la convergencia de los error de
seguimiento es mas lenta. Esto se debe a que el predictor
s6lo comienza a converger después de que el estimador
de retardo ha alcanzado su propia convergencia y, por
lo tanto, la convergencia de los errores de seguimiento,
queda supeditada a estas etapas iniciales.

Finalmente, la trayectoria del robot en el plano X — Y
cuando no existen perturbaciones se muestra en la Figura
9, donde tan solo se tiene un transitorio inicial debido a
las condiciones iniciales.

5 ~
2 '_ —

v N

rd \
i Y L g §
o Y y i
= i LA !
~ 0 | ¥ i
o i H
= t '
i i
\ /" \\\ 7

',' \
z :

~ , /

L e e
trayectoria_real

Irayectoria deseada
5 i |
-5 0 5

71 [m]

Fig. 3. Trayectoria en el plano X — Y del robot mévil.

6. CONCLUSIONES

Este trabajo se enfoca en dos puntos principales, la esti-
macién de un retardo de tiempo desconocido, variante en
el tiempo y el diseno de un predictor de estados que tome
en cuenta la variacién del retardo en el caso de un robot
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Fig. 4. Error de estimacién del retardo variante.
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Fig. 5. Errores de prediccidn cartesianos ey, (t) y ew, (t).
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Fig. 6. Error de prediccion ey, (t).

movil del tipo diferencial. Se muestra formalmente como
es posible estimar retardos variantes en el tiempo a difer-
encia de resultados previos que abordan el caso de retardo
constante y se disena un predictor de estados, basado
en los estados estimados, que es capaz de converger ain
ante el problema de las variaciones mencionadas. Los
resultados obtenidos se evaliian por medio de simulaciones
numéricas considerando un problema de seguimiento de
trayectorias, aun en el caso de que la estabilidad del
sistema completo en lazo cerrado no es presentada. Los
resultados de las simulaciones indican claramente que el
estimador y el predictor desarrollados son capaces de
manejar eficazmente el seguimiento de trayectoria y la es-
timacién del retardo. Esta investigacién proporciona una
base inicial sélida para futuras aplicaciones en robdtica
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Fig. 7. Evolucién de errores de seguimiento eq (t) y ex(t).
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Fig. 8. Error de seguimiento de orientacién e3(t).

5 ~
—
P s / \"\
: \
b LA \
" ¥ |
- R H
o 0 N !
& / . |
4 k. i
// \ /
P N\ ,
\ L
\_/ " 4
trayectoria_real
Irayectoria deseada
-5 : !
-5 0 5

71 [m]

Fig. 9. Trayectoria del robot en el plano X — Y cuando
no existen perturbaciones.

movil, donde los retardos en las senales de entrada son co-
munes y pueden afectar significativamente el rendimiento
del sistema.
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