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Abstract: Due to the anesthesia delivery-related consequences during general surgery, it is
desirable to regulate hypnosis during the surgery through an anesthesia infusion closed-loop
system. In this paper, a closed-loop scheme is based on the patient’s kinetic and dynamic
drug model, where the Bispectral index is the available output. In order to generate the
feedback and recover the necessary states, an interval observer is designed based on the
system’s positivity and cooperativity properties. Then, a Model Predictive Control (MPC)
is implemented to ensure the correct propofol delivery using the estimated states and output.
Finally, the proposed interval observer and MPC performances are validated by simulations in

three silico patients.
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1. INTRODUCCION

La anestesia es un procedimiento clinico, determina el
farmaco y dosis por suministrar. Durante la cirugia, el
anestesista monitorea signos vitales, el indice bispestral
(BIS) y otros datos para realizar ajustes manuales en la
dosis del farmaco. Una dosis administrada inadecuada-
mente al paciente puede generar un proceso de recupe-
raciéon post-operatorio largo y doloroso, estrés e incluso
vomito durante el proceso quirurgico, como se reporta en

Soltesz et al. (2013).

La comunidad cientifica ha enfocado su interés en estu-
diar la automatizacién en el suministro de farmacos, a
través de modelos matematicos que describen la respuesta
del estado hipnético profundo (DOH, por su siglas en
inglés) del paciente con respecto a la velocidad de la
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infusién del farmaco anestésico (ver Dumont (2012)). El
BIS determina el DOH del paciente en una escala de
0 a 100, donde cero indica una ausencia de actividad
cortical cerebral, mientras que 100 refiere a que el paciente
estd completamente despierto (bajo el efecto de ningin
farmaco), siendo 50 el valor objetivo del BIS convencional
durante una intervencién quirdrgica. De esta forma, el
problema de regulacién del DOH consiste en mantener el
valor del BIS cerca del valor objetivo de 50 a partir del
suministro apropiado del propofol al paciente (ver Nagcu
et al. (2015)). En la literatura, se han propuesto métodos
de optimizacién para el suministro del anestésico en los
pacientes, considerando el valor objetivo BIS que ase-
gure el estado transitorio favorable durante la ejecucion
de intervenciones quirturgicas y mejore la recuperacién
post-operatoria del paciente (ver Sandre-Hernandez et al.
(2023)).

Por otro lado, se han desarrollado los observadores por
intervalos para proporcionar estimaciones que aseguren
el acotamiento superior/inferior del estado en diversas
clases de modelos matematicos sujetos a las variaciones
de incertidumbres paramétricas y perturbaciones (ver
Gouzé et al. (2000)). En general, si existe presencia de
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perturbaciones/incertidumbres, las estimaciones del ob-
servador por intervalos entregan valores cercanos al esta-
do, ademés lo acotan por arriba y por abajo; cuando el
modelo del sistema se conoce de manera precisa, y carece
de variaciones paramétricas o perturbaciones, entonces las
estimaciones superior e inferior alcanzan los valores reales
del estado, y estos valores estan contenidos en el intervalo
generado entre las estimaciones superior e inferior. Tales
caracteristicas estan sustentadas en los sistemas mondéto-
nos (ver Angeli and Sontag (2003)). Impulsados por el uso
de algoritmos computacionales, se han disenado observa-
dores por intervalos para clases de sistemas en tiempo dis-
creto, asi como en sistemas muestreados, donde la propie-
dad de cooperatividad persiste al aplicar la discretizacién
(Hirsch et al., 2005). Por ejemplo, en Efimov et al. (2013)
se establece el disenio de observadores por intervalos para
sistemas discretos invariantes en el tiempo, utilizando un
cambio de coordenadas para garantizar simultaneamente
la propiedad de convergencia y cooperatividad.

2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Motivados por los estudios de observadores por intervalos
en tiempo discreto y del trabajo desarrollado en Sandre-
Hernandez et al. (2023), los problemas de control de este
articulo consisten en: (i) acotar dindmicamente a la tra-
yectoria del estado de un modelo discretizado, que integra
a la farmaco-cinética y farmaco-dinamica, el cual puede
ser afectado por perturbaciones o variaciones de parame-
tros, y (ii) regular el BIS que estd asociado directamente
al DOH mediante la administracién del propofol en los
pacientes. Para ello, proponemos el diseno de un MPC
para una clase de sistemas en tiempo discreto, basado
en la informacién proporcionada por las estimaciones de
un observador por intervalos para asegurar la estabilidad
practica del sistema en lazo cerrado. Primeramente, el
método de diseno combina la propiedad de cooperatividad
y estabilidad de Lyapunov para garantizar la convergencia
y ordenamiento parcial del observador por intervalos para
una clase de sistemas lineales perturbados/inciertos en
tiempo discreto. Posteriormente, se integra el observador
por intervalos propuesto en el diseno del MPC. Simu-
laciones numéricas son presentadas para demostrar la
efectividad del método propuesto.

Notacion. El simbolo > representa el ordenamiento
parcial para un par de vectores x,z € R"; es decir si
T; > z;, Yi=1,...,n entonces x > z. Asimismo, A,B €
R™, si A;; > B;; entonces A > B. En particular, si las
componentes de un vector son completamente mayores o
iguales que cero, i.e. z; > 0, Vi = 1,...,n, el vector x se
dice no-negativo, y se denota como x = 0. Una matriz no—
negativa A € R"*" es expresada como A = 0, si 4;; >0
con 1 < {4,j} < n. Una matriz definida positiva P (resp.
semi-definida positiva) est4 dada por P = PT > 0 (resp.
P = P7 > 0). Para denotar la dependencia del tiempo de
la senal x(t) definimos x[k] := x(k7), donde k € N.
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3. PRELIMINARES
3.1 Modelo matemdtico de farmaco en el paciente

El modelo matematico del sistema se divide en dos partes,
la farmacocinética (FC) y farmacodindmica (FD). El mo-
delo FC describe la absorcién, distribucién y eliminacién
del propofol en el paciente; por tanto, depende de su
metabolizacién, mientras que la FD representa el efecto
del propofol en estado de hipnosis. El modelo FC asume
dividir al paciente en tres compartimentos virtuales: cen-
tral, rapido y lento. El primero esta asociado con la sangre
intravascular donde el propofol se bombea para su dis-
tribucién. Los siguientes compartimentos presentan una
transferencia rapida o lenta, en la absorcién y distribucién
del farmaco. Estos usualmente se asocian con los muscu-
los, la grasa y el tejido dseo (Sandre-Hernandez et al.,
2023). Las constantes k;; para ¢ = 1,2,3, j =0,1,2,3 y
1 # j representan la tasa de transferencia del farmaco
entre los compartimientos, las cuales dependen de las
caracteristicas de cada paciente de acuerdo con el peso,
sexo, edad y talla de cada paciente. La entrada de control
u(t) describe la velocidad de infusién del propofol. La
constante kig la tasa del metabolismo del farmaco. Por
otro lado, el modelo FD nos indica el nivel de hipnosis,
relacionando la cantidad de fArmaco en la sangre y su con-
centracion en el llamado sitio de efecto, representado por
otro compartimento. Las siguientes ecuaciones describen
la dindmica de los modelos FC y FD:

—ki kyn ks 0O 1
oy _ | k12 —ka1 O 0 0
x(t) = ko 0 —ks O x(t) + 0 u(t)
Yrcp : key 0 0 —ke, 0
+ wi(t),

y(t) =100 0 1]x(t) ,

(1)
donde x1(t), x2(t), x3(t), xc(t) son las variables del esta-
do, dadas por la cantidad de propofol en el compartimento
central, rapido, lento y el sitio de efecto, respectivamente.
ki = k1o + k12 + k13. El término w(t) perturbaciones y/o
incertidumbres paramétricas. La salida es la concentra-
ci6n en el sitio de efecto x.(t). Cabe mencionar que X, (t)
no se puede medir directamente, pero si es monitoreada
indirectamente a través del BIS, el cual estd dado por

x2(t)
XZ(t)"‘CgO +BO ’ (2)
donde By es al estado consiente (sin farmacos) del pacien-
te, Byee denota el maximo efecto alcanzado por la infu-
sién de propofol. Generalmente, se asume que Bg = 100 y
Bax = 0. Cxp representa la cantidad de farmaco tedrica
necesaria para que el BIS indique un valor objetivo de 50.
Finalmente, v describe la sensibilidad del paciente ante los
cambios de x.(t). La funcién BIS en (2) puede bosquejar
a una curva de tipo sigmoide, donde «y indica el nivel de no
linealidad de la curva. Por tanto, el modelo del proceso se
puede describir matematicamente como un sistema Lineal
en (1) con salida no-lineal estdtica (2). Usando BIS en (2),

BIS(t) = (Bnae — Bo)
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Tabla 1. Parametros del modelo FC y FD.

Paciente k1o k1o ko1 ki3 k31 keO ECsg vy
Sensible 0.0892 0.0840 0.0412 0.0524 0.0025 0.4590 2.6501 2.5510
Nominal 0.1487 0.1120 0.0687 0.0314 0.0025 0.3490 3.7001 2.5510
Insensible  0.0893 0.0840 0.0412 0.0524 0.0025 0.2390 3.7001  3.1330

se puede obtener la concentracién del farmaco (Ramirez-
Barrios et al., 2023), dada por,

By - BIS(t) \7
BiS (t) — Bmm) ®)

y un filtro pasa bajas (ver Sandre-Hernandez et al. (2023),
donde E5q es la concentracién en el sitio de efecto nece-
saria para tener un valor de BIS = 50. En la Tabla 1 se
presentan los pardmetros constantes de los modelos FC-
FD de acuerdo a las caracteristicas de distintos pacien-
tes (Sandre-Hernandez et al., 2023). Tales pardmetros se
clasifican en tres grupos: sensible, nominal, e insensible.
Usando esta clasificacion, se puede adaptar un controla-
dor para cada tipo de paciente.

C.(t) = Es (

El sistema Yrcp en (1) puede ser llevado fécilmente a la
forma general de la representacion en el espacio de estados
en tiempo continuo, dada por las ecuaciones,

X . x(t) = Aex(t) + Beu(t) + wi(t) | )

Ly () = Cex(t)
donde (x(t),u(t),y(t),w(t)) € R™ x R™ x RP x R" es el
estado, la entrada de control, la salida, y el término de

perturbacién/incertidumbre de Y, respectivamente. Las
matrices estan dadas por

~k ko1 ks O 1 01"
_ | k12 —k21 O 0 o o
AC - kl?, 0 _k,‘jl 0 bl BC - 0 bl CC - 0
ke O 0 —ke, 0 1

3.2 Sistemas cooperativos en tiempo discreto

Definicion 1. (Hirsch et al., 2005) Considere el sistema
lineal en tiempo discreto

[x[k +1] = Ax[k] 4+ Bulk] ,
R S B i £ R

es un ststema cooperativo, si un ordenamiento parcial en
las condiciones iniciales y entradas es establecido:

Xpo = Xbg, U'[k] = u?[k], V ko, k€N,

entonces persiste el ordenamiento parcial en las trayecto-
rias del estado y de salida para cada instante de tiempo
keN:

x (k, ko, X, u' (K))
y (ka k07 Xllg()a ul (k))
donde XZO eR™, 1

x (k>k0’xi07u2 (k)) Yk > ko,
y (k’ ko,XiO,u2 (k)) aVk 2 ko,
1,2.

=
=

La caracterizacién de un sistema discreto lineal coopera-
tivo estd dado en el siguiente parrafo.
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Proposicion 1. (Hirsch et al., 2005) El sistema I'p es un
sistema cooperativo si 'y solo si,

(i). A=0, (ii).B=0, (ii).C=0, (iv). D= 0.

Es importante mencionar que la caracterizacién de la
propiedad de cooperatividad coincide con la positividad.
Aunque, un sistema positivo estd dado porque todas sus
variables de entrada, salida y estado son no-negativas.
En el siguiente parrafo se establecen las condiciones de
estabilidad del sistema I'y,p.

Proposicion 2. (Duan and Yu, 2013) El sistema I'ip
es global y asintéticamente estable si y sélo si A es
una matriz Schur, es decir, todos los valores propios de
A estdn ubicados dentro del circulo unitario del plano
complejo, i.e., [N (A)] <1,i=1,2,...,n.

4. OBSERVADORES INTERVALOS

Considere la discretizacién de Euler para el sistema Y,
que integra a la FC-FD, con afectacién de incertidumbres
de pardmetros o perturbaciones, descrita como sigue,

Lo, x[k + 1] = Ax[k] + Bu[k] + d[k, x[k]] , (©)
Pe ylk] = Cx[k] ,
donde d[k, x[k]] representa el término exdgeno de la per-
turbacién o incertidumbre paramétrica. Las matrices A =
(Inxn + TAc), B = 7B, C = Cg, d[] = 7w[] donde
7 es el periodo de muestreo, satisfacen las suposiciones
siguientes:

S1. El par (A, B) es estabilizable, y
S2. El par (A, C) es detectable.

También, son satisfechas las suposiciones para xxo y d[k, ]
S3. La desigualdad por intervalos para xj :
= Xpo (7)
donde X;:O Y X, son cotas superior e inferior de xyo.
S4. La desigualdad por intervalos para d[k, x[k]] :
d[k,y[k]] = dk, x[k] = d"[k,y[k] (8)
donde d*[-,-] y d™[-, ] son las cotas de d[k, x[k]].

+
Xpo = Xko

Note que el sistema discretizado I'pp, asociado a las
dindmicas de los modelos FC y FD, es un sistema discreto
positivo porque sus variables u[-] = 0, z[-] = 0,y[-] = 0
son todas no-negativas, y también satisface las condicio-
nes de la Proposicion 1 cuando 7 es suficiente pequena.

Para estimar el estado perturbado o incierto de I'pp, con-
sideramos el observador intervalo dado por dos sistemas
dindmicos con estructura tipo Luenberger:

Copyright® AMCA, ISSN: 2594-2492
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Xtk + 1] = AXT[k] + Bulk] + d™ [k, y[k]]

To- : +L* (3] — vk (9)
§t[k] = CR [k,
X [k+1] = AX"[k] + Bulk] + d~ [k, y[£]]
To- : +L (51K - ylH]

y~ [k = Cx"[K],

(10)
donde x*[k] y X~ [k] son los estados estimados superior
e inferior de I'g+ y I'g-, respectivamente. Lt € R"*¢
y L™ € R™*7 son las ganancias del observador a ser di-
senadas tal que satisfagan la propiedad de convergencia y
el ordenamiento parcial con respecto al estado. Los errores
de estimacién son definidos como et[k] £ x*[k] — z[k],
e~ [k] £ x[k] — X~ [k], asi como errores de incertidumbre
w k] £ d*[k] — d[k], w[k] £ d[k] —d"[k].

En el siguiente parrafo, establecemos las caracteristicas
del controlador basado en el observador intervalo.

Definicién 2. Los observadores I'g+ y I'g- forman un
observador por intervalos para el sistema I'pp si,

(i). Sus condiciones iniciales satisfacen X;, = x},
(X0 = Xpo), entonces XT[k] = x[k] = X7 [k], Vk >
0-
(ii). Las estimaciones convergen a una bola centrada en el
origen con radio 8 de los valores del estado, es decir,
|x*[k] — z[k]|| — B cuando k — oc.

La caracterizacién de los observadores propuestos estan
establecidas en el siguiente Teorema.

Teorema 1. (Io+, I'o-) constituyen un observador in-
tervalo con convergencia prdactica para un sistema I'pp, si
existen las matrices P = PT > 0, L, y la constante € > 0
tal que cumplen las dos condiciones:
1. La Convergencia Préctica expresada por
ATPAL —P +€P <0.
2. La Cooperatividad descrita por
AL =0. (12)

donde Ay, = A +LC. O

(11)

Por cuestiones de espacio, la prueba del Teorema 1 es
omitida. Considere que L = LT = L~. La desigualdad
matricial en (11) es formulada como un problema de una
desigualdad matricial no lineal en las variables (P, L, ).
Aplicando el complemento de Schur en (11) (Duan and
Yu, 2013), tenemos

-P —-PAL -

—ATP P+ —

la cual es una LMI en (PL, P, ¢) sustituyendo eP por el.
La ganancia L es determinada por L = P~1PL. Por otro

lado, la desigualdad matricial en (12) es también una LMI
en la variable L.

(13)

Note que si asumimos que las cotas superior/inferior de
las condiciones iniciales de la planta, x& (xg ), cumplan
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con X5 = x3, xg =X, = Xt(t) = x(t) = x(t).
Esto describe el comportamiento caracteristico de un
observador intervalo.

5. ALGORITMO MPC

A continuacién describimos brevemente el algoritmo de

control MPC, los detalles pueden consultarse en Sandre-

Hernandez et al. (2023) y Wang (2001). El sistema (6)
puede reescribirse como

z[k + 1] = Oz[k] + HAu[k]

(14)

k] = Gazlk]

A 0, B
donde ® = {CA I} ,H= {CB],G—[Om I]. El esta-

do aumentado estd compuesto por z[k] = [Ax[k + 1] y[k]]T
con Ax[k] = x[k] — x[k — 1] y Aulk] = u[k] — ulk — 1].
El primer paso en el algoritmo MPC es la prediccién
basada en el sistema (14), escrita por
Neoq
zlki + Nplki] = ©Nez[k;] + Y~ @V HAu[k; + ).
i=0
(15)
N, representa el nimero de pasos futuros a predecir,
llamado horizonte de prediccién finito bajo la accién de
control para N, pasos. De esta forma, la prediccion de
salida esta dada por
Nc—l
Aki + Nplki] = GOMNrz[k;] + > GON " 'HAu[k; + ]
i=0
(16)
Por tanto, la secuencia de salida
A = ks + L ki] Alks + 2| ki] - Alks + Ny k]|
se puede agrupar como
A =Kz[k;] + TAU
donde K, I' y AU estan dadas por

AU = [Aulk;] Aulk; +1] -+ Aulk; + Ne —1])7,

(17)

K =[Go Ge? Ge® ... geMr]",
CB 0 0
CeB CB - 0

r-| ce’B CeB ... 0

ceM-'B ceNr—?B ... ceV»r—NeB

Note que el algoritmo MPC proporciona una secuencia
AU para el problema de regulaciéon antes mencionado.
Sin embargo, la ecuacién (17) muestra que entre mayor
sea Np, se incrementa la dimensién de T, lo cual demanda
un alto costo computacional. De acuerdo a Wang (2001),
es posible mitigar tal costo computacional introduciendo
el uso de las funciones discretas de Laguerre para aproxi-
mar a AU, descrito por las ecuaciones

Copyright® AMCA, ISSN: 2594-2492
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ulk; + i) = L[i]"n,

ZCJ

con L; = [l]d] --- ZN[Z]]T, n = le - CN]T, donde
N es el numero de funciones de Laguerre usadas en la
aproximacion, c¢;[i] y I;[i] son los coeficientes de estas
funciones, los cuales se pueden construir recursivamente
mediante

(18)

L[k + 1) = QL[k] (19)
con
a 0 0 -0
€ a 0 -0
Q- —ae € a -0
()N 2N 2% ()N PN B o e

y la condicién inicial L = e [1 —a --- (=) "'V
donde a € [0, 1) es el polo de la funciones con ¢ = 1 —
a®. En adelante a serd un pardmetro de disefio para
la secuencia de control. Combinando (15) y (18), la
prediccién del estado aumentado estd dada por:

Np_1

Z @N —i— 1HL

=0

z[k; + N,| ki] = ©Nrz[k; (20)

Se puede establecer un problema de optimizacién con
restricciones para hallar n donde se incluya la restriccion
en el control u,, < u[k] < up. Por tanto la funcién de
costo por optimizar es:

NP
J = alki + jl ki]" Qzlki + j| ki] +
j=1
N, (21)
> Aulk; + j]" RAulk; + j]
j=0
sujeta a uy, < Wn+ ugp—1 < upr donde
P NOL (0 e 0
wo| O XLmet.. 0
07 O D Ok

Este problema se puede resolver utilizando el algoritmo
Hildreth. Este algoritmo se resuelve recursivamente de-
pendiendo de las funciones discretas de Laguerre. Los
detalles de este proceso se pueden encontrar en Wang
(2001) y Sandre-Hernandez et al. (2023).

6. SIMULACION Y RESULTADOS

A partir de la salida filtrada en (3), el observador intervalo
(9) proporciona los estados estimados superior e inferior
xT[k] y X~ [k]. Usado el promedio de x*[k] y X~ [k],

%[k = § (X7 + %K)

el controlador MPC calcula la secuencia de control en
(20), considerando las restricciones upmin < ulk] < Umaz-

(22)
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Basados en protocolos clinicos de la literatura, se tomé el
valor Uq, = 16 mg/Kg/hr. Para valorar el desempeno
de esquema propuesto se realizaron diversas simulaciones
en pacientes virtuales caracterizados por los valores de
la Tabla 1, ver Sandre-Hernandez et al. (2023). Las
ganancias del observador intervalo L = LT = LT fueron
propuestas de acuerdo al cumplimiento de las condiciones
del Teorema 1. Los parametros de diseno para el MPC
fueron sintonizados de acuerdo con Falcén et al. (2022).
En este trabajo, consideramos el comportamiento de
la respuesta de control de BIS usando tres escenarios:
paciente nominal, sensible e insensible. El tiempo de
muestreo es 7 = 0.1 min para los tres tipos de pacientes

y el término d[k] = sin(10k7) [0.01 0 0 O]T, el cual puede
representar una variacién paramétrica de los valores que
pueden tomar cada uno de los pacientes. Para el paciente
nominal, llamado asi por la respuesta que presenta al
propofol, los valores sintonizados son los siguientes: @) =
CTC, R =22, N, = 35, a = 05, N =10, N, = 6,
la condicién inicial de control u[0] = 6, LT = L~ =
[0.00001 0.000001 0.0002 —0.91]T, dt =0.05[111 1]T
yd-=-005[1111]"

En la Figura 1 se muestra la respuesta del BIS con el
algoritmo propuesto para el paciente nominal. Es facil
ver que el observador intervalo mantiene la propiedad de
cooperatividad y el control MPC regula correctamente el
valor del DOH objetivo, el cual estéd asociado a BIS = 50.
La Figura 4 muestra los estados de Yp y estados estados
estimados por I'g+ y I'o- . Por su parte la infusién de pro-
pofol satisface la restriccion de saturaciéon como se puede
apreciar en la Figura 5. De igual manera, se realizaron
simulaciones en los otros dos tipos de pacientes sensible
e insensible, los cuales presentan valores diferentes de no-
linealidad en la sigmoide descrita por 2. La sintonizacién
del paciente sensible obedece a los siguientes parametros:
Q=CTC,R=32,N,=35a=05N=11,N.=6,1a
condicién inicial de control u[0] = 3. Se consideraron las
mismas ganancias del observador, asi como las cotas de la
perturbacién, que en el primer escenario. El desempeno
en este tipo de paciente se puede observar en la Figuras 2
y 6. Finalmente, los valores usados en la sintonizaciéon de
un paciente de tipo insensible son: Q = CTC, R = 8,
N, = 50, a = 08, N = 10, N, = 6, la condicién
inicial de control u[0] = 6. Las ganancias del observador
y cotas de la perturbacion fueron las mismas que en el
primer escenario. Los resultados se pueden apreciar en
las Figuras 3 y 7.

7. CONCLUSIONES

Se demostré que el sistema en lazo cerrado para la
regulaciéon del DOH mediante la infusién de propofol
satisface las condiciones de cooperatividad y positividad.
Usando este hecho, se disendé un observador intervalo
con el objetivo de reconstruir los estados del sistema.
Con los estados estimados, el MPC garantiza el correcto
suministro de propofol para regular el DOH, cumpliendo
con la restriccién en la entrada wu,, < ulk] < up.
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