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AVargasC}@iingen.unam.mx.

ResumenThis work is proposed as a first simulation approach to controllers based on fast
extremum seeking to maximize the biomass production of the microalgae Tetradesmus obliquus
in various continuous operation scenarios. These controllers achieved an average performance
of up to 96.7% (for stable input concentrations) and 105% (for variable concentrations) with
respect to a priori optimized systems under a variety of operating conditions.
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1. INTRODUCCIÓN

Los biocombustibles de tercera generación han generado
interés por las ventajas que presentan, como: absorción
de CO2 atmosférico, alta tasa de crecimiento, bajo uso
de suelo, capacidad de absorber nutrientes provenientes
de aguas residuales y capacidad para producir materia
orgánica con distintos usos (Azarpour et al., 2022; Bagchi
et al., 2024; Bentahar, 2023; Datta et al., 2019; Goyal
et al., 2023; Oliveira et al., 2021; Peter et al., 2022;
Sundaram et al., 2023).

Para poder optimizar su cultivo se requieren estrategias
de control que puedan intervenir en el proceso en tiempo
real (Dewasme et al., 2017). Los controladores libres de
modelo son preferidos por su robustez ante incertidum-
bres y complejidades presentes en los modelos además
de que requieren mediciones pocas variables de salida
(Tebbani et al., 2016).

En este trabajo se plantean sistemas de control retro-
alimentado libre de modelo basados en búsqueda rápida
de extremos para maximizar la producción de biomasa
en el cultivo de la microalga Tetradesmus obliquus. Es-
tos sistemas fueron simulados en Matlab utilizando un
modelo dinámico previamente propuesto (Bentahar and
Deschênes, 2024) y validado (Bentahar, 2023) aśı como un
algoritmo de búsqueda de máximos, mı́nimos y mesetas
construido a partir del propuesto por Vargas and Moreno
(2015).

2. MODELO UTILIZADO

El modelo utilizado es una modificación del propuesto por
Bentahar and Deschênes (2024), diseñado para aumentar
la producción de biomasa y lutéına de la microalga
Tetradesmus obliquus, contemplando la tasa de dilución
D (d−1) y la entrada de nutrientes Gin (gglucosa L

−1), Nin

(gnitrato L
−1) y Pin (gfosfato L

−1). La tasa de dilución D
está dada por la relación entre el flujo de alimentación al
biorreactor (F en Ld−1) y el volumen del mismo (V en
L) tal como se ve en la ecuación (1) (Doran, 2013).

D =
F

V
(1)

Dicho modelo contempla siete ecuaciones diferenciales
(ecuaciones (2) a (8)) para siete variables: la concen-
tración de biomasa X (gcélulas L

−1), la concentración de
glucosa G (gglucosa L

−1), la concentración de nitrato N

(gnitrato L
−1), la concentración de fosfato P (gfosfato L

−1),
la concentración de lutéına L (glutéına L

−1), y las cuotas
internas de nitrógeno y fósforo qN (gN g−1

C ) y qP (gP g−1
C )

respectivamente.

Ẋ = µ(G, qN , qP )X −XD (2)

Ġ = −KGfcellµ(G, qN , qP )X + (Gin −G)D (3)

Ṅ = −fcellKnitratoρN (N, qN )X + (Nin −N)D (4)

Ṗ = −fcellKfosfatoρP (P, qP )X + (Pin − P )D (5)

L̇ = αµ(G, qN , qP )X + βX − LD (6)

q̇N = ρN (N, qN )− µ(G, qN , qP )qN (7)

q̇P = ρP (P, qP )− µ(G, qN , qP )qP (8)

El parámetroKG es el inverso del rendimiento de biomasa
con respecto a glucosa en condiciones de operación en lote
(gglucosa g

−1
C ). fcell representa la fracción de carbono en

las células (gC g−1
células). Los parámetros Knitrato y Kfosfato

son relaciones másicas (gnitrato g
−1
N y gfosfato g

−1
P respecti-

vamente). α (mglutéına g
−1
células) y β (mglutéına g

−1
células d

−1)
son parámetros para la productividad de lutéına.

µ es la tasa de crecimiento espećıfica y está dada por una
combinación de los modelos de Monod y Droop (9):

µ(G, qN , qP ) = max(µ̄, 0), (9)

con:

µ̄ = µmax

(

1−
QNmin

qN

)(

1−
QPmin

qP

)(

G

KsG +G

)

,

(10)

donde µmax (d−1) es la tasa de crecimiento espećıfica
máxima para la ruta mixotrófica y KsG (gglucosa L

−1) es
la constante de media saturación para el consumo de glu-
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cosa. QNmin y QPmin son las cuotas mı́nimas de nitrógeno
y fósforo debajo de las cuáles no hay crecimiento.

Las tasas de acumulación de nitrógeno ρN (gN g−1
C d−1)

y fósforo (gP g−1
C d−1) también se obtienen al emplear

el modelo Monod multiplicado por un factor lineal que
disminuye linealmente respecto a la cuota correspondiente
hasta llegar a cero para la cuota máxima:

ρN = ρNmax

(

N

KsN +N

)(

1−
qN

QNmax

)

(11)

ρP = ρPmax

(

P

KsP + P

)(

1−
qP

QPmax

)

, (12)

donde ρNmax y ρPmax son las máximas tasas de consumo
de nitrógeno y fósforo respectivamente, y QNmax y QPmax

son las cuotas máximas de nitrógeno y fósforo.

Los parámetros del modelo están descritos en la tabla 1.

Cuadro 1. Parámetros del modelo

Parámetro Unidades Valor

µmax 1/d 4.0557
ρNmax gN/gC 0.9795
ρPmax gP /gC 0.6002
QNmax gN/gC 0.1657
QNmin gN/gC 0.0511
QPmax gP /gC 0.0821
QPmin gP /gC 0.0029
KsN gnitrato/L 0.1350
KsP gfosfato/L 0.0815
KsG gglucosa/L 7.8841
KG gglucosa/gC 2.9984
α mglutéına/gcélulas 1.2525
β mglutéına/gcélulas/d 0.1046

fcell gC/gcélulas 0.5058*
Knitrato gnitrato/gN 4.4286
Kfosfato gfosfato/gP 3.0645
*Obtenido de Ahiahonu et al. (2021).

La productividad de biomasa puede definirse como PX =
XD, mientras que la productividad de lutéına es PL =
LD. Debido a que X es una función positiva monótona
decreciente respecto a D, para un conjunto de datos de
entrada fijos, existe un punto de operación en el que la
tasa de dilución es óptima (D = DX) y maximiza la
productividad de biomasa, ocurriendo algo análogo con la
lutéına (Deschênes, 2023). Este punto puede ser estimado
numéricamente (Figura 1), pero los parámetros del mo-
delo pueden variar ligeramente en la realidad, además de
que las concentraciones de entrada probablemente oscilen
alrededor de valores nominales. Lo anterior motiva que se
busque una estrategia de control para hallarlo automáti-
camente.

3. ALGORITMOS PROPUESTOS

Para maximizar la productividad de biomasa PX , el
algoritmo alterna entre dos tasas de dilución basado en
la detección de máximos y mı́nimos (o mesetas) en la
productividad (González-Serrano, 2024).

El algoritmo tiene dos modos de operación definidos como
LOW y HIGH (Figura 2) en los que la tasa de dilución
D cambia de forma dinámica disminuyendo en el modo
LOW y aumentando en el modo HIGH. Debido a las tra-
yectorias trazadas por el sistema, es posible generar picos
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Figura 1. Productividad en estado estacionario contra
tasa de dilución para un conjunto de valores de
entrada.
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Figura 2. Diagrama de flujo del sistema

de máxima y mı́nima productividad después de haber
pasado por la tasa óptima DX . Al detectar estos picos y
cambiar el modo de operación se trabajará alrededor del
punto óptimo sin determinarlo anteriormente y a pesar
de que éste cambie.
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Figura 3. Algoritmo de detección de máximos
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Figura 4. Algoritmo de detección de mı́nimos y mesetas

Para detectar los picos de máxima y mı́nima producti-
vidad se recurre a dos estrategias (Figuras 3 y 4): un
detector de máximos y mı́nimos y un detector de mesetas
acoplado al detector de mı́nimos. Esta estrategia funciona
estimando de forma discreta la integral de la diferencia
entre la señal y y su extremo más reciente (yinf o ysup) con
(13) donde Ts = tk−tk−1. Al superar un valor establecido
(ψinf o ψsup acorde al caso) el sistema cambia de modo.
También cambia si no se ha llegado a ese valor pero el
sistema se ha encontrado demasiado tiempo en un modo
de acuerdo a los parámetros tlo y thi (Zavala-Méndez
et al., 2022).

ψk =

{

ψk−1 + (yinf − yk)Ts Modo LOW

ψk−1 + (ysup − yk)Ts Modo HIGH
(13)

Los valores extremos de yinf y ysup son actualizados de
acuerdo a:

yinf = min(yinf , yk) ysup = max(ysup, yk) (14)

Esta estrategia funciona siempre que las trayectorias
alrededor del punto óptimo produzcan extremos, pero
esto no está garantizado. Cuando D(t) no ha subido
suficiente en el modo HIGH puede que no se produzca el
pico mı́nimo esperado al cambiar a modo LOW (Figura
5). En estos casos suele generarse una meseta antes de que
la productividad se reduzca, es decir, la productividad se
mantiene más o menos constante después de disminuir

rápidamente y antes de volver a hacerlo con menor
velocidad, lo que puede detectarse como una reducción
de la pendiente.

La estrategia de detección de mesetas determina la pen-
diente del modo LOW con una regresión lineal de la señal
y en el tiempo t a partir del cambio de modo y hasta
el tiempo presente (tk, yk). Las pendientes aproximadas
menores al 10% de la productividad inicial son tomadas
como mesetas. El valor de 10% se tomó debido a que
un valor concreto no funciona para todos los influentes,
además, la meseta puede no ser totalmente plana, sino
una disminución notoria de la pendiente.

La estrategia de búsqueda de mı́nimo con detección de
meseta se puede observar en la Figura 4 (la ramificación
modificada), un ejemplo de su ejecución con entradas
constantes en la Figura 6 y un ejemplo de su trayectoria
con entradas variables en la Figura 7.
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Figura 5. Ausencia de mı́nimo en el modo LOW
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Figura 6. Detección de meseta en el modo LOW

El controlador propuesto es dinámico en el sentido de que
la determinación del valor de la entrada real al sistema
(D) no es generado con relaciones algebraicas entre la
señal de salida (y) o los estados, sino que involucra una
ecuación diferencial (15), donde wlo y whi son tasas de
dilución por debajo y por encima de la tasa óptima DX

(desconocida), sujeta a una ley de control (φ), de modo
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Figura 7. Ejemplo de la ejecución del algoritmo completo
(modificado) con concentraciones de entrada estables
en 5 niveles

que la entrada D es continua al igual que las salidas PX

y PL.

Ḋ = φ(PX , D,w{lo,hi) (15)

4. METODOLOGÍA

Los algoritmos fueron sometidos a simulaciones realizadas
en Matlab con diferentes entradas de entre un conjunto
de casos (con influente de composición constante) cu-
yas productividades máximas y tasas de dilución ópti-
mas fueron determinadas previamente de forma numérica
coincidiendo con las obtenidas en Bentahar (2023). Se le
proporcionó al controlador una medida para PX cada hora
simulada. Los parámetros thi y tlo se mantuvieron en 12
d mientras que wlo y whi fueron de 0.05 d−1 y 2 d−1

respectivamente.

Para la primera comparativa se seleccionaron aleatoria-
mente 5 casos del conjunto resuelto de forma que se ge-
neraran cambios abruptos en la composición del influente
cada 45 d́ıas, modificando la tasa óptima DX aśı como la
productividad máxima alcanzable. Estos cambios se simu-
laron para un sistema con D(t) = DX(t) aśı como para
los algoritmos de control sin y con detector de mesetas
probando las funciones de control que van de la ecuación
(16) a la (19) y cuyos parámetros para el controlador se
encuentran en la tabla 2.

φ1(PX , D,w{lo,hi}) = k{lo,hi}(w{lo,hi} −D) (16)

φ2(PX , D,w{lo,hi}) = k{lo,hi}
w{lo,hi} −D

PX

(17)

φ3(PX , D,w{lo,hi}) = k{lo,hi}
(w{lo,hi} −D)D

PX

(18)

φ4(PX , D,w{lo,hi}) = k{lo,hi} sin (w{lo,hi} −D) (19)

Cuadro 2. Parámetros de las funciones de
control

klo khi ψinf/24 ψsup/24 Im
φ1 0.15 0.05 0.30 0.40 1.75
φ2 0.30 0.20 0.10 0.05 1.30
φ3 0.40 0.30 0.10 0.05 1.80
φ4 0.16 0.16 0.10 0.01 1.00

Se compararon las producciones totales (20) (21) alcan-
zadas respecto a las producciones máximas posibles (22)
(23), donde PTX(τ) y PTL(τ) son las producciones totali-
zadas de biomasa y lutéına al tiempo τ , respectivamente.
Se realizaron 60 conjuntos de simulaciones con esta estra-
tegia.

PTX(τ) =

∫ t=τ

t=0

PX(t)dt (20)

PTL(τ) =

∫ t=τ

t=0

PL(t)dt (21)

PTX(τ)max =

∫ t=τ

t=0

PXmax(t)dt (22)

PTL(τ)max =

∫ t=τ

t=0

PLmax(t)dt (23)

Para la segunda comparativa, las entradas fueron gene-
radas como señales cuasiperiódicas en el sentido de que
oscilan de forma casi periódica con periodos de 1.5 d,
3 d y 10 d con amplitudes aleatorias que representan
un porcentaje de cambio de 15% alrededor de valores
nominales. En esta comparativa únicamente se evaluó al
algoritmo de control con detector de mesetas y se compa-
raron sus producciones totales respecto a un sistema en
el que D(t) ≈ DX(t)

5. RESULTADOS Y DISCUSIÓN

La producción total de biomasa PTX es considerablemen-
te mejor para el algoritmo de control con detector de
mesetas comparada con la del algoritmo sin este detector
(Figura 8), especialmente para φ1 y φ4. Las produccio-
nes totales de lutéına PTL también mejoraron de forma
significativa. Todas las funciones de control además de
mejorar su producción total de biomasa y lutéına, tam-
bién arrojaron resultados más consistentes a lo largo de
las simulaciones, lo que se observa como una disminución
del rango intercuartil.

En la segunda comparativa realizada se observan produc-
ciones totales promedio por debajo (y cercanas) o por
encima de las que se lograron simulando un sistema ope-
rando en D(t) ≈ DX(t) (Figuras 9, 10 y 11). Esto indica
que el algoritmo modificado puede adaptarse a variaciones
de entradas (especialmente para φ1, φ3 y φ4). La función
con mejor desempeño fue φ1, con valores inferiores de
producción total de biomasa de 95.16%, 92.5% y 92.31%
para periodos de 1.5 d, 3 d y 1 d respectivamente y
96.21%, 94.58% y 91.86% para la producción total de
lutéına en ese mismo orden.

Las funciones φ3 y φ4 se encuentran en rendimientos
semejantes para la biomasa con una pequeña ventaja
para φ4 aunque φ3 resulta la mejor de ambas para la
producción de lutéına.

La función φ2 tiene el menor rendimiento entre las cuatro,
igual que con las concentraciones estables, lo que puede
deberse tanto a la propia función (multiplicada por u)
como a un error no contemplado durante la afinación.

De cualquier manera, puede observarse que el algoritmo es
consistente con los porcentajes de rendimiento a pesar de
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Figura 8. Producciones totales con concentraciones esta-
bles en 5 niveles, el algoritmo modificado se denota
con ∗

Figura 9. Producciones totales con concentraciones varia-
bles (periodo = 1.5 d)

las variaciones en el periodo de las señales cuasiperiódicas
por lo que, en principio, puede utilizarse una función
diferente correctamente ajustada, lo cual debeŕıa resultar
en valores semejantes sin importar las variaciones en las
entradas del sistema.

Figura 10. Producciones totales con concentraciones va-
riables (periodo = 3 d)

Figura 11. Producciones totales con concentraciones va-
riables (periodo = 10 d)

6. CONCLUSIONES

El algoritmo de control retroalimentado y libre de modelo
basado en la detección de máximos y mı́nimos o mesetas
demostró ser capaz de alcanzar trayectorias cercanas a
los puntos óptimos de máxima productividad utilizando
diferentes funciones de control. También mostró robustez
para operar con concentraciones de entrada estables en
varios niveles aśı como variables con diferentes periodos.
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Esto parece apuntar a que esta estrategia de control
puede ser viable para este tipo de sistemas especialmente
en entornos propensos a cambios de concentración en el
influente.

La estrategia propuesta en este trabajo está basada en
experiencias previas de implementación de controladores
en otro tipo de biorreactores y fue probada aqúı mediante
simulaciones. Como trabajo futuro queda demostrar for-
malmente la convergencia al punto de operación deseado
para este modelo en particular y de esta manera determi-
nar propiedades importantes del controlador.
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