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Abstract: This paper presents the analysis and synthesis of the fractional-order model of an
electrohydraulic system expressed by fractional-order transfer functions of the servo valve and
the double-acting cylinder by applying Caputo’s definition. From the analysis of the differential
equations of the system dynamics, it is possible to obtain the fractional order expression that
relates the output signal with respect to the input signal, of each of the analyzed elements.
Then, these transfer functions are put in a block diagram to perform numerical simulations
that allow comparing the performance of the proposed approach with respect to the modeling
given in integer order. The results of the simulations have shown that the variation of the
fractional exponent can reduce the settling time and rise time of the system response to a step
input, however, it also shows the need to correctly understand the physical operation of the
system to avoid a performance that does not correspond to real scenarios.
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1. INTRODUCCION

En el modelado clésico de sistemas dindmicos se hace uso
del célculo de derivadas e integrales ordinarias para rep-
resentar el comportamiento de las variables del sistema.
Estas representaciones son categorizadas por el orden en
sus derivadas, es decir, %f(m) = D" f(x) se entiende
como la n-ésima derivada de la funcién f(x) con respecto
de z, con n = 1,2, ....; mientras que I"f(x) = D" f(x)
se considera como la n-ésima integral o también conocida
como integral iterada de la funcién indicada. En este
sentido, los operadores de integracién o diferenciacién
son definidos Unicamente por nimeros enteros positivos
n =1,2,...,, lo cual se conoce como célculo diferencial e
integral ordinario o de orden entero.

Por otro lado, el cdlculo fraccional o también denominado
como célculo de orden arbitrario considera inicialmente
valores numéricos racionales y enteros para los operadores
integro-diferenciales, por esta razén, se establece que es
una solucién general de las ecuaciones diferenciales e inte-
grales en orden no entero, siendo el cdlculo tradicional una
solucién particular Rao and Chakraverty (2024). Asi, el
calculo fraccionario ha tomado gran relevancia, contando
con aplicaciones en areas como: medicina Valentim Junior
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et al. (2020), mecédnica de fluidos Ahmad et al. (2021),
mecénica de sélidos Meral et al. (2010), procesamiento
de senales Dalir and Bashour (2010), procesamiento de
imdgenes Huang et al. (2024) y sistemas de control Abu-
rakhis and Ordénez (2024), Awadalla et al. (2024), Saif
et al. (2024), Al-Dhaifallah (2023), Prabhakaran et al.
(2024) y Aboud et al. (2024), entre otros. En particular,
el uso del calculo fraccionario en areas ingenieriles fue
iniciado por Michele Caputo, ya que anteriormente las
formulaciones, como la propuesta por Griinwald-Létnikov
(1867-1868) o Riemann-Liouville (1898), requerfan que
las condiciones iniciales del sistema fuesen también frac-
cionarias o bien, que la solucién propuesta fuera pu-
ramente matematica, sin contar con aplicacién practica
Aburakhis and Ordénez (2024).

De esta manera, la aplicacién del calculo fraccional en
el campo de la ingenieria y el control permite modelar
sistemas dindmicos altamente no lineales con un menor
nimero de ecuaciones constitutivas sin perder exactitud
Boulaaras et al. (2023), contando con la propiedad de
memoria y herencia Jaradat et al. (2021). Por ejemplo,
la ventaja en la aplicacién del calculo fraccionario en el
control es su precisién y eficacia, mejorando la respuesta
y estabilidad del sistema ante perturbaciones o no lineal-
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idades como es el caso de sistemas hidraulicos, debido a
que puede incluir en su modelo consideraciones como la
baja velocidad de respuesta y la imprecisién en el control
de posicién Guo et al. (2022). Bajo este contexto, en
Maddahi et al. (2019) se presenta el desarrollo de un
control de posicién Proporcional-Integral-Derivativo en
Orden fraccionario (FOPID, por sus siglas en inglés) para
un sistema electrohidraulico, considerando tnicamente
los datos adquiridos experimentalmente para formular
el control fraccionario por medio de un algoritmo de
aproximacién (Oustaloup) y una técnica de optimizacién
basada en un ajuste de retroalimentacion iterativa (IFT,
por sus siglas en inglés); en donde se demostré que el
controlador fraccionario es de respuesta mas rapida que
el controlador basado en la teoria de retroalimentacién
cuantitativa (QFT, por sus siglas en inglés), siendo menos
sensible ante la friccién, inercia y cargas externas.

Una de las ventajas del calculo fraccionario ante prob-
lemas con grandes no linealidades, es su alto grado de
precision con los datos experimentales en comparacién
con los modelos desarrollados por diferenciales de orden
entero Li et al. (2024). Por lo que el cdlculo fraccionario
ofrece la posibilidad de modelar y simular sistemas
hidraulicos con comportamientos viscoeldstico como en
el caso de la suspension hidroneumatica desarrollada por
Sun et al. (2021), en donde se muestra una mayor aprox-
imacién al desempeno experimental respecto al modelo
obtenido por medio del calculo tradicional, especificando
un orden fraccionario de 0.9, sin embargo, la consideracién
de fugas entre el pistdn, el vastago y el cilindro hidraulico
es omitida del modelo.

Ademaés, en el modelado de actuadores hidrdulicos es
posible considerar un modelo de séptimo orden para rep-
resentar de forma mas explicita el comportamiento de
una servovalvula, logrando mejores resultados que los
modelos de bajo orden mencionados por Liu and Jiang
(2014). No obstante en la practica, los pardmetros como
la razén de amortiguamiento viscoso, coeficientes de flujo
de fuga o moédulo volumétrico del aceite hidraulico son
complejos de obtener Guo and Jiang (2017), dificultando
su comparacion experimental y abriendo la posibilidad de
utilizar modelos simplificados potenciados con el célculo
fraccionario que permitan obtener una mejor aproxi-
macién ante problemas no lineales con un menor nimero
de ecuaciones constitutivas.

De este modo, la obtencién de un modelo de orden
fraccionario para un sistema hidrdulico suele partir de
los datos experimentales, por ejemplo, en Lu and Liang
(2023) se desarrolla el modelado en orden fraccionario de
un sistema hidrdulico controlado por medio de una elec-
trovalvula hidraulica proporcional aplicando el método
de colocacién con funciones hibridas. Lo cual puede in-
cluir una desventaja al tratar de generalizar el problema,
puesto que tal solucién tUnicamente se ajusta a un caso
particular bajo condiciones especificas. Debido a ello, es
necesario contar con un modelo dindmico fraccionario
generalizado que facilite su uso y aplicacion en sistemas
de control que, al conocer las ecuaciones dindmicas gob-
ernantes generalizadas del comportamiento dindmico de
un cilindro hidraulico asimétrico, junto con el modelo
de la servovalvula proporcional en su forma fraccionaria,

https://doi.org/10.58571/CNCA.AMCA.2024.015

permita formular la solucién a través de una relacién de
la salida respecto a la entrada y asi, evitar los modelos
dindmicos obtenidos a partir de los datos experimentales.

El objetivo de este trabajo es obtener las funciones de
transferencia en orden fraccionario del modelo dinamico
del cilindro hidraulico asimétrico de doble efecto y de la
servovalvula, componentes principales del sistema elec-
trohidraulico, aplicando la definicién de Caputo. Estas
funciones de transferencia en orden fraccionario son con-
juntadas en un diagrama de bloque para analizar a través
de simulaciones numéricas el comportamiento del sistema
modelado en orden fraccionario respecto al modelo en
orden entero reportado en la literatura.

El resto del documento estd dividido como sigue: en
la seccién II se detallan las ecuaciones dindmicas del
cilindro y servovélvula, en la seccién III se presenta el
modelo en funcién de transferencia en orden fraccionario,
en la secciéon IV se dan los resultados obtenidos por las
simulaciones numéricas y, en la seccién V se expresan las
conclusiones.

2. SISTEMA ELECTROHIDRAULICO.

El sistema electrohidraulico, mostrado en la Figura 1, esta
compuesto por un cilindro hidraulico asimétrico de doble
efecto (1A), manipulado por una servovalvula (1V1) de
4 vias y 3 posiciones (4/3), doble solenoide, posicién
central bloqueada y restituida por resorte. El sistema
utiliza potencia hidraulica del equipo (0Z) que incluye
en sus componentes a la bomba-motor, valvula de alivio
de presion, filtro, manémetro y tanque. Para modelar
el comportamiento dindmico del sistema hidraulico, se
pueden incluir diversas no linealidades al sistema tales
como: friccion estatica del fluido, compresibilidad y fuga
interna del fluido, asi como caracteristicas complejas de
presién de flujo de la vélvula de control Li and Li (2023).
Resultadond en un modelo matematico altamente no
lineal con un gran nimero de parametros por calcular
o aproximar Guo and Jiang (2017).

2.1 Funcion de transferencia en orden entero del cilindro.

El modelo dindmico de un sistema electrohidraulico en
orden entero ha sido reportado en Guo et al. (2022), donde
se modela el comportamiento del cilindro asimétrico con
base en una ecuacién (1) linealizada para el flujo de aceite
hidraulico a la salida de la servovalvula y dos ecuaciones
diferenciales ordinarias, una para el modelado del flujo
del aceite hidrdulico a través de la servovéalvula (2) y otra
para el balance de fuerzas en el actuador hidraulico (3).
El modelo considera pardmetros no lineales como el
coeficiente de fuga de aceite, problemas en los sellos de
retencion y la variacién de la presion del aceite hidraulico
en el sistema.

qrL = quv - KepL (1)
dx Vi dpr
=A,—L2 4+, —— 2
qL P + tppL+4Be gt (2)
A2z dx
A, pr =my —dt;" + B, —dtp + Kz, + Fp, (3)
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Fig. 1. Sistema electrohidraulico de un cilindro doble
efecto.

donde g7, es el caudal, K; es la ganancia de caudal,
x, es el desplazamiento de la servovalvula, K. es el
flujo de presion del lado de la servovélvula, p; es la
presién diferencial, A, es el drea efectiva del cilindro, z,
es el desplazamiento del véstago del cilindro, Cy, es el
coeficiente de fuga total del cilindro, V; es el volumen
total de compresién en la camara del cilindro, B, es el
mddulo volumétrico efectivo de elasticidad, By, es el factor
de amortiguamiento viscoso, K es la rigidez del fluido
hidraulico y Fp, es la carga externa al cilindro.

Considerando el coeficiente total de flujo como K. =
K. + (i, la relaciéon entre B, << A%/Kce, K =
0, sin carga externa al sistema F; = 0, y aplicando
la transformada de Laplace; se obtiene una funciéon de
transferencia que relaciona el desplazamiento del cilindro
hidraulico asimétrico X, respecto el flujo o caudal Qp,

1

XP_ AP
T3 26 2

QL wierhS + s

(4)

2,8614;"7
Vimy

_ K. 2Be.my B, Vi , §
= 2, Vi~ T 14,1\ 35, m; ©s la razén de amor

tiguamiento hidraulica.

donde wy, =

es la frecuencia natural del cilindro,

2.2 Funcion de transferencia en orden entero de la
servovdlvula.

Respecto al modelo dindmico de la servovélvula, en Guo
et al. (2022), Dolatkhah Takloo and Mardani (2020) y
Thayer (1965) se basa en una ecuacién diferencial de
segundo orden de la forma,
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msitv + fsv{rv + stv = K'Lv (5)

donde my es la masa, fs, es el coeficiente de amor-
tiguamiento viscoso, K es la constante de rigidez del
resorte, K es la ganancia de flujo de la servovalvula, i,
es la corriente de activacién y x, es el desplazamiento del
carrete.

Aplicando la transformada de Laplace a la ecuacién (5) y
considerando @), = KX, se obtiene la relacion,
QL K
. (6)
I, £ =fe2 4]

7

S

wr

K — Jsv
m's y 2§fLUf = {ns.

donde wj% =
3. MODELO EN ORDEN FRACCIONARIO DEL
SISTEMA ELECTROHIDRAULICO.

El primer paso en el proceso de transformacién diferencial
fraccional es intercambiar los diferenciales ordinarios a
términos de operadores derivativos fraccionarios de la
manera propuesta en la Tabla 1, donde el pardmetro arbi-
trario 8 representa el orden fraccionario en las derivadas
de primero y segundo orden. En cuyo caso, cuando 5 =1
la solucién provista por el modelo diferencial fraccionario
deberd de ser idéntica a la solucién tradicional en orden
entero, comprobando asi que el calculo de orden entero
es un caso particular del calculo de fraccional Nisar et al.
(2023) y Algehyne et al. (2023). El pardmetro o'=# es
un parametro auxiliar que representa los componentes
fraccionales de tiempo en el sistema, evitando la in-
consistencia de unidades. Por lo que es necesario algin
parametro del sistema que tenga unidades de tiempo, el
cual serfa la frecuencia natural del cilindro hidraulico y
de la servovalvula.

Tabla 1. Diferenciales en orden entero y frac-
cionario.

Orden entero  Orden fraccionario

dz 1 _d

dt o1=B qiB
d’z 1 a8
dt?2 o2(—8) di28

Existen diferentes tipos de definiciones de derivadas frac-
cionarias como Atangana-Baleanu, Riemann-Lioville o
Caputo, entre otras Shaikh and Qureshi (2022). Una de
las ventajas de la formulacién fraccionaria de Caputo, es
su versatilidad pues considera las condiciones iniciales del
problema en orden entero, evitando asi conceptualizar
demasiado el problema al requerir condiciones iniciales
fraccionarias para problemas reales, como en el caso de la
formulaciéon de Riemann-Lioville.

La definicién para la derivada fraccionaria de Caputo de
orden « para f(t) con f(t) € L1(a,b) y a € RY es:

A1
CDf (t) =1 Clt7 (t) - F(TL _ Ol) /(; (t _ T)Oé-‘rl—n dT’
(7)

n—1l<a<n.

Donde la variable C indica el tipo de derivada, evaluada
en 0 y con orden fraccionario «. La transformada de
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Laplace de la derivada fraccionaria de Caputo estd dada
por:

n—1

Z Sa—k—lf(k) (O)

k=0

L (CDaf(t)> _ SaF(s) _ (8)

De tal manera que,
ds
c ( J

i )
) — 28Y (s) — 5@ Dy(0) — C5-2y/(0) (10)

) =s"Y(s) — s°~1y(0)

d*By
dt28

E (
3.1 Funcion de transferencia en orden fraccionario del
ctlindro.

Aplicando el célculo fraccionario a la ecuacién (2) y
ecuacién (3), se tiene que

1 d® x Vi 1 d'pr,
=4 ((,) e Ot g (Ju_)) i
(11)
B me d2“a:p 1 d“x,
Appr = (=7 ) e+ By (U(M)) 4 Kyt Py
(12)
Desarrollando la transformada de Laplace (9) y (10) y

considerando las suposmlones hechas por (Yang et al.,
2011) K =0, F, =0, B, < K y QL = K X,

Amplificador

Cilindro asimétrico
vahula

1 sii-al
A,”

@ 4 gl

Servovilvula

kypar?li=A)

Ky (, —_—

«-_;

T

ity

a""s‘iv"“
rz
e

[

Amplificador
medician

Fig. 2. Sistema electrohidraulico en orden fraccionario en
lazo cerrado.

x4 T oy o000 ¢ Koy pa0-0)  Blu o0
s s ms
(16)
Considerando que Q; = KX, y las igualdades wfc = %

y 2wy = fjb”, se presenta a continuacién el modelo en

orden fraccionario de la servovélvula.

QL KK, 0.2(17(5)
I, - ELL 254&(1—5)55 + g2(1-9)
QL KO.2(1—5)
T, s % (1=6) &6 2(1-6 (17)
v St Tho s0 4 g2(1-9)
f

4. SIMULACIONES NUMERICAS.

FEl cilindro asimétrico de doble efecto y la servovéalvula son
los elementos principales del sistema electrohidraulico, los
cuales son puestos en un diagrama de bloques en cas-

1 _3(1—a)
-0
X, _ A,
Q Vtmt 3a Keems By Vi 1—a) 2 2(l—a) o
55+ (Eeie + Pri ) o(1-e0g20 4 0201-a);

(13)

Sustituyendo las igualdades de wy, y &, se obtiene el mod-
elo general de orden fraccionario del cilindro hidrdulico,
expresado como,

be ALO.?)(lfoz)
P _ ) 14
QL g3 + 2én U(l_a)SQQ + 0.2(1—(1)8(1 ( )

w Wh

2
h

3.2 Funcion de transferencia en orden fraccionario de la
servovdlvula.

A partir de la ecuacién (5) en orden entero, se aplica el
calculo fraccionario para obtener la siguiente ecuacién:
Ki,

- r) 5 )

Utilizando las transformadas de Laplace fraccionarias de
las ecuaciones (9) y (10),

1
2(1-9)

d261.U
t25

1
1-9)

Aoz,

T + K,z =
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-cada dentro y, para propdsitos de analizar el desempeno
del modelo propuesto del sistema en orden fraccionario
respecto al modelo en orden entero de la literatura,
se ha configurado el sistema en lazo cerrado que per-
mita obtener como variable de salida al desplazamiento
del cilindro x,, y como variable de entrada la corriente
eléctrica de alimentacién de la servovalvula proporcional
iy. Por tanto, como se muestra en la Figura 2 se ha
dispuesto de amplificadores K, y K, que permiten la
compatibilidad de las variables en cada una de las inter-
conexiones de los bloques.

Las simulaciones numéricas se llevaron a cabo en Mat-
lab / Simulink a través del Toolbox FOTF de Xue (2017)
que contiene los bloques para las funciones de transferen-
cia en orden fraccionario.

La comparacién del modelo en orden fraccionario prop-
uesto del sistema electrohidraulico, se hizo con respecto
al modelo en orden entero de Guo et al. (2022), por lo
que se siguieron los mismos parametros ahi presentados y
que son dados en la Tabla 2. Por lo que es posible simular
el desplazamiento del cilindro hidraulico en funcién del
tiempo, a diferentes valores de « y ¢ para analizar el
comportamiento del modelo en orden fraccionario.

Los amplificadores para la compatibilidad de senales son
puestos a K, = 0.004 y Ky = 90.9.
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Tabla 2. Pardmetros del sistema electro-
hidraulico, tomados de Guo et al. (2022).

Pardmetro Valor numérico
Carrera del cilindro 110 mm
Didmetro del cilindro 101 mm
Didmetro del émbolo 63 mm
Corriente de la servovélvula 40 mA
Volumen de compresién total 0.0010758 m3
Masa total 630 kg
Area efectiva del cilindro 0.00489 m?2
Ganancia de flujo de servovélvula 0.021 m/A
Médulo efectivo de Bulk 7 x 108 N/m?
Presién del aceite 2.1 M Pa

Coeficiente de flujo total

6.83 x 10712 m(Ns)~¥ig. 4. Comparacién del modelo en orden fraccionario

Frecuencia natural hidraulica 314 rad/s
Razén de amortiguamiento hidraulico 0.2

Frecuencia natural de servovélvula 753.6 rad/s
Razoén de amortiguamiento de servovélvula 0.7

variando «.

Fig. 3. Comparacién del modelo en orden fraccionario
respecto al modelo en orden entero.

4.1 Resultados de las simulaciones numéricas.

En la Figura 3 se muestra el comportamiento del modelo
en orden fraccionario dado por las ecuaciones (14) y (17)
comparado con el modelo en orden entero reportado en
Guo et al. (2022). En este caso, los exponentes fraccionar-
ios a y 6§, de las funciones de transferencia en orden
fraccionario del cilindro y servovalvula, respectivamente,
fueron puestos a 0.9999 y 1.0001 para demostrar que el
modelo en orden entero con « 1y d =1 es una
soluciéon particular del modelo generalizado del sistema
electrohidraulico en orden fraccionario.

En la Figura 4 se hace una variacién solo del exponente
fraccionario o del modelo en orden fraccionario del cilin-
dro, manteniendo el exponente § en orden entero. Los
resultados muestran que cuando a < 1, el sistema re-
sponde con un menor tiempo de elevacién y menor tiempo
de asentamiento sin que exista sobretiro; sin embargo,
cuando a > 1 el sistema manifiesta una salida desaco-
tada, lo cual es fisicamente irreal debido a que existe una
limitacién mecénica que impide que el cilindro avance mas
alla de la extensién de su carrera.

Ahora bien, en la Figura 5 se ha dispuesto mantener
en orden entero al exponente «, mientras se varia el
exponente ¢. En este caso, se aprecia que cuando § > 1
el sistema responde de manera mas lenta, sin embargo,
cuando § < 1 el sistema se hace mas rapido, pero tiende
a violar la limitacién fisica de la carrera maxima del

https://doi.org/10.58571/CNCA.AMCA.2024.015

Fig. 5. Comparacién del modelo en orden fraccionario
variando §.

cilindro, lo cual se manifiesta con el sobretiro que se
genera cuando § = 0.7.

5. CONCLUSION

El célculo fraccionario aplicado al modelado de sistemas
dindmicos como un sistema electrohidraulico formado
principalmente por una servovélvula y un cilindro de
doble efecto asimétrico, ha sido expresado en funciones
de transferencia en orden fraccionario. Més aun, se han
llevado a cabo las comparaciones del modelo en orden
fraccionario con respecto al modelo en orden entero ex-
presado en la literatura, en donde se ha comprobado que
el orden entero es una soluciéon particular del modelo
generalizado en orden fraccionario.

Ademds, al variar los exponentes fraccionarios en los mod-
elos de la servovélvula como del cilindro, es posible notar
que el sistema responde de mejor manera al disminuir el
tiempo de asentamiento y el tiempo de elevacién, en un
esquema en lazo cerrado sin controlador. Sin embargo, se
debe tener cuidado del valor del exponente fraccionario
para evitar que el sistema incumpla limitaciones fisicas
propias del sistema, como es el hecho de que el cilindro no
puede extenderse mas de la longitud de su carrera; lo cual
ocurre con algunos valores de los exponentes fraccionarios.

En trabajos futuros se llevaran a cabo pruebas experi-
mentales para obtener datos que permitan comparar el
desempeno del modelo en orden fraccionario en funcién
del mayor ajuste que pueda existir hacia los datos experi-
mentales que, de acuerdo con lo reportado en la literatura,
puede el modelo en orden fraccionario ser mas cercano al
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desemperto real respecto al manifestado por el modelo en
orden entero.
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