=P

AMCA

IFAC”

Memorias del 2024 Congreso Nacional de Control Automatico
8-11 de Octubre, 2024. Ciudad de México, México.
Copyright®© AMCA, ISSN: 2594-2492

First order SMC in the presence of
uncertain control coefficient for a class of

LTI systems

*

Areli Resendiz * Manuel A. Estrada* Leonid Fridman *

* Facultad de Ingenieria, Universidad Nacional Auténoma de México

(UNAM), 04510, Ciudad de México, Mézxico rqal1926@gmail.com,

manny.estrada.94@gmail.com,

L fridman@unam. mz

Resumen

This paper analyzes the problem of the “unmatched” uncertain control coefficient in a class
of linear systems. Sufficient conditions are determined to ensure the stability of the dynamics
during the sliding mode. This communication states that it is possible to design first-order
SMC when the direction in the control vector is unknown. Finally, the feasibility of the results
is shown through simulations in a fin-controlled rocket model.
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1. INTRODUCCION

El control por modos deslizantes ha demostrado ser una
de las mejores opciones ante la presencia de perturbacio-
nes externas e incertidumbres acopladas. El diseno con-
vencional de modos deslizantes de primer orden (FOSM,
por sus siglas en inglés) consiste en dos pasos (Utkin,
1992):

1. La seleccién de una superficie de deslizamiento cu-
yas trayectorias restringidas a ella produzcan una
dinamica deseada;

2. El diseno de un control discontinuo que lleve las
trayectorias del lazo cerrado a dicha superficie y las
mantenga ahi para todo tiempo futuro a pesar de
perturbaciones acopladas.

Acorde al primer paso, una superficie deslizamiento ade-
cuada puede obtenerse al asignar a la dindmica de desliza-
miento un comportamiento deseado (Edwards and Spur-
geon, 1998; Utkin, 1992). Para ello, existen distintas técni-
cas para asignar la dinamica durante el modo deslizante
en sistemas lineales, como por ejemplo: una asignacién de
polos (Ackermann and Utkin, 1998), un comportamiento
LQ-singular (Castillo and Fridman, 2013; Edwards and
Spurgeon, 1998), o basdndose en una dindmica nominal
(Estrada et al., 2024). No obstante, en la mayorfa de las
ocasiones, el coeficiente de control, es decir, la direccién en
la que el control actiia se asume conocida. Es por ello que
es necesario estudiar los casos en los cuales la direccién
del control es incierta.
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En Yasuda and Nakatsuji (1996) estudian una clase de
sistemas lineales inciertos considerando que las incerti-
dumbres son no acopladas tanto en la matriz de entrada
como en la matriz de estado. Caracterizan el disenio de
superficies de deslizamiento por medio de las soluciones de
una ecuacién algebraica de Riccati (ARE, por sus siglas en
inglés). Presentan condiciones suficientes que garantizan
la estabilidad cuadratica durante el modo deslizante para
incertidumbres suficientemente pequenas de tal manera
que exista dicha solucién de la ARE. En dicho articulo se
presentan condiciones suficientes, sin embargo las condi-
cién de existencia de dicha ecuacién nunca se prueba. Més
aun, no se tiene un entendimiento claro de las condiciones
que se imponen sobre la incertidumbre en la matriz de
control.

En Choi (1998, 1999), se propone un diseno de superficies
utilizando desigualdades matriciales lineales (LMI, por
sus siglas en inglés) en presencia de coeficiente incierto de
control. Dicho disenio caracteriza las superficies lineales
para dicha clase de sistemas a través de todas las solucio-
nes de la LMI. A pesar de ello, su metodologia no permite
analizar el caso donde la direccién de la matriz de control
es desconocida. Por otro lado, en Choi (2003) exponen
que los métodos desarrollados para el diseno de superficies
como en Choi (1999, 2001) no garantizan que la dindmica
durante el modo deslizante sea completamente invariante
frente a incertidumbres acopladas y no acopladas (Choi,
2003). En dicho trabajo, se parametrizan las superficies
por medio de soluciones de LMIs. Asi, a través de dicha
condicién la dindmica de deslizamiento restringida a la
superficie sera invariante frente a incertidumbres no aco-
pladas Choi (2003).
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A pesar de todos estos esfuerzos por caracterizar las
incertidumbres admisibles para el control por modos des-
lizantes, el problema de la incertidumbre en el coeficiente
de control permanece abierto. En el presente trabajo: se
estudia el problema del coeficiente incierto de control para
una clase de sistemas lineales, con lo que se permite,

= obtener condiciones suficientes para la estabilidad
del lazo cerrado;

= discutir sobre el concepto de acoplamiento, en el caso
de incertidumbres en el modelo;

= cambiar el paradigma de disenio del control por mo-
dos deslizantes, demostrando qué, aunque se asuma
la direccién del control conocida (el espacio rango de
la matriz de control), es posible implementar FOSM
si la incertidumbre es suficientemente pequena.

El articulo estd organizado de la siguiente forma: en la
Seccién 2 se presenta un ejemplo motivacional; en la
Seccién 3 se plantea el problema de estudio; la Seccién
4 presenta el diseno del control discontinuo y el analisis
de la dindmica de deslizamiento; en la Seccién 5 se retoma
el ejemplo motivacional para verificar los resultados. Las
demostraciones de los resultados presentados en este
trabajo se presentan en la seccidon de apéndices.

Notacion. R es el conjunto de todos los ntimero reales.
||| denota la norma euclidea. Sea I a matriz identidad, y
Amax (M) (Amin(M)) el valor propio més grande (respec-
tivamente, el mds pequeno) de una matriz simétrica real
M. Para una matriz M cualquiera, sym{M} = (M +
MT) denota su parte simétrica. Para ¢ € R, la fun-
cién sign(o) = o/|o| para toda o # 0, y se define
sign(0) = [—1, 1]. A lo largo del articulo, las soluciones
de las ecuaciones diferenciales se definen en el sentido de
Filippov (Filippov, 2013).

2. EJEMPLO MOTIVACIONAL

Considere el modelo de un cohete controlado por aleta en
el plano de lanzamiento con un diseno de angulo de ataque
auto pilotado, (Etkin, 1972; Jesionowski et al., 2023).
Este ejemplo pretende mostrar qué es una incertidumbre
no acoplada y su efecto sobre la estabilidad del sistema.

La dindmica rotacional linealizada del cohete en el plano
de lanzamiento corresponde a:

. _ST’C _S’l"e
& =— uCNa a+q-— uCN5§ + 1(),
qs. Tg f QSW;Z f (1)
:Tzzcmu o+ Tcméé‘i‘@g(t),

donde a representa el angulo de ataque, § el dngulo de
desviacion de la aleta con respecto al eje longitudinal del
cuerpo, el estado ¢ es la razén de inclinacién, § = %v n?
la presion aerodindmica, v > 0 la densidad atmosférica,
71 la velocidad del cohete, C'y_, Cp,,, son derivadas de los
coeficientes de la fuerza normal e inclinacién con respecto
a a, Cn;, Cp, son derivadas similares con respecto a d,
Sres es el area de referencia, I.. el momento de inercia
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sobre el eje z,, m la masa del cohete, y ¢1(t), p2(t) son
perturbaciones exdgenas.

El objetivo para este sistema es controlar el angulo
de ataque «. Dado que el término de entrada en el

qi;;f Cn;,, es muy pequeno,
la complicacién surge con la existencia de un maximo
en la senal de control (umsx), con lo cual grumsx < L,
siendo |¢(t)| < L. Por ello, dado que el coeficiente en el
segundo canal es mucho més grande, suelen considerar la
salida a: de grado relativo dos, desestimando la existencia
g1 (vea Jesionowski et al. (2023)). Sin embargo, esto
afecta el rendimiento del controlador en lazo cerrado. Més
aun, en presencia de incertidumbre paramétrica, no es
posible transformar el sistema para llevarlo a una forma
conveniente para diseno.

primer canal, digase g5 =

En Jesionowski et al. (2023), se da solucién al problema
de control utilizando modos deslizantes de alto orden. Sin
embargo, dicha implementacién requiere el conocimiento
de los parametros para poder disenar un filtro que genere
la senal de control requerida. En este trabajo, se analiza el
problema de control utilizando el enfoque de FOSM, dado
el caso en que no se conozca g;. Més atn, se aborda qué
pasa cuando el disenador implementa FOSM, ignorando
la existencia de gi, algo comin en la préactica.

Para analizar el diseno via modos deslizantes en presen-
cia de una g; desconocida (objetivo diferente al que se
presenta en Jesionowski et al. (2023)), supongamos que
la perturbacién se puede reescribir tal que:
— (T N1, T |1 9
@ (gg)g[wz}, (2)
con g7 = [g1 ga]. Note ademds que esto es necesario, al
menos en FOSM, para satisfacer la condicién de acopla-
miento que se menciona en Drazenovi¢ (1969); de otra
forma este problema no tiene soluciéon via FOSM.

Siendo asi, el sistema (1) se puede representar de la
siguiente forma:

7%“1 = a121 + agze + g1 (u(t) + (1)), (3)
Zo = azz1 + go(u(t) + o(1)).
donde z1 = a y zz = ¢, los coeficientes ai, as, as

y ga corresponden a los términos asociados en (1) y
u(t) = 4. Ademds, supongamos que el sistema nominal
es estable con la superficie disefiada (cuando g; = 0):
0(z) = €121 + 29, para cualquier ¢; > 0. Con una ley
de control u(t) = —p(z) sign(o) — Uneq, siendo p(z)
una ganancia previamente disenada. La dinamica de la
variable de deslizamiento estd dada por:

o= (61a1 —5?@2 +CL3)Z1 +ciag0 + (5191 —l—gg)(u(t) —l—(p(t)).

Utilizando el método del control equivalente (Utkin,
1992), la dindmica de deslizamiento corresponde a:

Z1 = (CLl —51a2>21 — (Elal — E?ag + ag) 21, (4)

91
C191 + g2
donde observamos que si la incertidumbre g; = 0 recupe-
ramos el sistema nominal Z; = (a1 — ¢1az2)z; cuyo origen
es exponencialmente estable con a; — ¢1as < 0.
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De este modo, demostraremos primero que el problema
es plausible a pesar de que el coeficiente de control es
desconocido no sélo en magnitud, si no en direccién. En el
siguiente resultado se demuestra que a pesar de la existen-
cia de g1, para valores pequenos, la estabilidad del origen
del lazo cerrado permanece estable exponencialmente. Por
otro lado, vamos a considerar que go = 1.

Proposiciéon 1. Suponga que para el sistema (3) se
satisface que |p(t)| < ®. Mds ain, existe una constante
@y tal que —1 < a1 < ¢1g1. Siempre existe un valor de ¢gq
lo suficientemente pequeno tal que el origen del sistema
(4) es exponencialmente estable.

Demostracion. Proponiendo la funcién candidata de Lya-
punov: V, =
de (4):

122, Su derivada a lo largo de las trayectorias

2
Vz = ’
(ﬁl G+ 1ﬁ2> Z1

con 1 = ay — ¢iraz y B2 = ¢1(a1 — craz) + as.
Recordando al lector que 51 < 0, para asegurar la
negatividad de V, entonceS'

b= €191 + 1

dado que se cumple —1 < @1 < €191, entonces ¢197 + 1
nunca es singular, por lo tanto:

gi1(pie1 — B2) < —P.

De aqui podemos inferir dos casos: cuando (8161 — 52)
es positivo, o cuando es negativo. Tratando el caso donde

B2 <0,

(8181 —B2) > 0, la siguiente desigualdad es suficiente para
asegurar la negatividad de V.:
—b
g < = 5
L ah - B (5)
y en el caso contrario, implica que:
—b1
g1 > —. 6
LGB - Bo (6)

En ambos casos, siempre que |g1| < &g, entonces se
satisface V, < —ag|z1|? < 0, lo cual demuestra que
para valores pequenos de g;, siempre se puede asegurar
la estabilidad exponencial del origen de (4). O

A través de este resultado, es posible ver que, a pesar
de existir una incertidumbre en el coeficiente de control
que parece ser “desacoplada”, es posible asegurar, bajo
ciertas condiciones, que el control por modos deslizantes
sigue funcionando.

3. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

A pesar de que se puede realizar un andlisis de la dindmica
de deslizamiento escalar para el ejemplo motivacional,
como el presentado en la Proposicién 1, para casos de
dimension superior el analisis es mucho més complicado.
Por ende, es necesario desarrollar una metodologia que
nos permita no solo concluir la estabilidad del origen
en presencia de perturbaciones no acopladas, si no que
ademds nos otorgue una condicién para mantener dicha
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estabilidad. Con ese fin, permitanos considerar la siguien-
te clase de sistemas lineales:

&= Jpz+ (en + 1) (u(t) + (1)) , (7)
donde J,, representa una matriz de corrimiento superior
(upper shift matrix), e = [0 --- 0 1], u € R corresponde
a la entrada de control y I' € R™ como la incertidumbre
en el coeficiente de control. Note que en el caso de I ser un
vector columna con elementos cero excepto en el 1ltimo
canal corresponde a un coeficiente de control desconocido
en magnitud, pero no en direcciéon. Es comun en la
mayoria de los disenios por modos deslizantes suponer que
I' =0, si es asi, la siguiente variedad de deslizamiento:

Y:={zx € R"|o=Czx =0}, (8)

donde C [C; 1] y C1 € R™®=D_ implica que
las trayectorias restringidas al conjunto X tienen un
equilibrio exponencialmente estable, si se satisface que
(Jp—1 — €n—1C1) es una matriz Hurwitz. Sin embargo, eso
no necesariamente se cumple si el coeficiente de control
es incierto, I' # 0. Esto se puede ver considerando la
siguiente particién del sistema (7) en la forma:

&1 = Jn171 + en_122 + 71 (u(t) + ¢(1))
to = (1 t t 9)
iy = (14 72) (u(t) + ¢(t)) ,

donde el estado particionado z; € R"!, z, € R,y

I'" = [71 ~2], con 71 € R"™!, 72 € R. De esta manera,
uno puede definir la variable de deslizamiento de la forma:

(10)
Y calculando su dindmica podemos reescribir el sistema
(7) en la forma:

1= (Juo1 — €n—1C1) 1 + €10 + 71 (u(t) + o(t)),
0="0C1(Jn-1 —€n—1C1)z1 + Crep_10 +
+ (C171 + 72 + 1) (u(t) + o(t)) .

o=Cx1+ 2.

(11)
Es fécil ver ahora, que si el coeficiente de control es
completamente conocido, es decir 7; = 0, entonces la
dindmica durante el modo deslizante, cuando o(z(t)) = 0,
estd dada por la matriz (J,—1 — e,—1C1). Sin embargo,
en el caso de 71 # 0, no es claro que se mantenga la
estabilidad del origen cuando las trayectorias se restringen
al conjunto (8). Por ello, podemos definir el problema de
estudio de la siguiente manera.

Problema de control: Dada una superficie de desliza-
miento previamente disenada o = Cixy + 5.

(i) Determinar las condiciones sobre la matriz T', de
manera que el origen del sistema (7) siga siendo
exponencialmente estable.

Analizar y disefiar una ley de control discontinua que
lleve las trayectorias de lazo cerrado hacia la superfi-
cie en un tiempo finito, a pesar de las perturbaciones
e incertidumbres.

(i)

Para ello, se consideran las siguientes hipétesis.
Hipdétesis 1. Para el sistema (7) se satisface lo siguiente:
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1. Existe una constante no negativa @, tal que para todo
t, la perturbacion satisface:

@) <% (12)
2. Para la incertidumbre, existe una constante no ne-
gativa 0 < 1, tal que lo siguiente se satisface:
ATA < 4T, (13)

donde la matriz:
1 -

CiFitypa+l 0

(14)

4. RESULTADO PRINCIPAL

En esta seccion, se analizaran los dos problemas men-
cionados anteriormente. Primero, se tratara el disefio de
un control para alcanzar la superficie de deslizamiento.
Consecuentemente, se analizard la dindmica durante el
modo deslizante.

4.1 Diserio de un control discontinuo

Note que del sistema (11), de acuerdo al diseno conven-
cional de modos deslizantes, sdlo es necesario estabilizar
el origen del subsistema ¢ en tiempo finito. Por ello,
usualmente se utiliza la ley de control relevada:

u(t) = —psign(o) — Uneqs (15)
Uneq = Ch (Jn—l - en—lcl) X1,
con la ganancia p > 0. Note que upe, es el llamado
control equivalente nominal (Utkin (1992)), digase del
control necesario para llevar las trayectorias del lazo
cerrado hacia la superficie en ausencia de perturbaciones
e incertidumbres y mantenerlas ahi para todo tiempo
futuro.
Proposicién 2. Asuma que para el sistema (9) las
Hipdtesis 1 se satisfacen. Mds aun, existe una constante
positiva € < 1, tal que:

|C171 + 72| <e.
Considere la ganancia de la forma:

p>E+@+p, (16)
para cualquier p > 0. Si se satisface que:
o> CLIn—1 — en1 G| 21 (0)l] + |Cren—10(0)]
- 1—e¢ '
(17)
entonces las trayectorias de (9) convergen a la variedad
(8) en un tiempo finito t; = @.

Como se presenta en la Proposicién 2, en el caso de tener
una incertidumbre en el canal de control, una ganancia
constante no serfa suficiente para estabilizar globalmente
el origen de (11). Por lo tanto, si se desea que la superficie
de deslizamiento sea estable en tiempo finito de manera
global, entonces es necesario sustituir el control por uno
de la forma:

u(t) = —p(x)sign(o) — tneg, (18)
donde ahora la ganancia p(x) es una funcién que depende
del estado, y cuyo diseno adecuado puede asegurar que
las trayectorias del sistema en lazo cerrado converjan a la
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superficie en tiempo finito y de manera robusta. Esto se
presenta en el siguiente resultado.

Proposicion 3. Suponga que la Hipdtesis 1 se satisfa-

ce para el sistema (9). Ademds, suponga que existe un
escalar no negativo € < 1, tal que:

[C171 + 72| <e. (19)
Si elije la ganancia p(x) > k(x) + @ + p, con:
w(z) > € [C1(Jn—1 — en—1C1)|| [|z1]| + [Cren—10] (20)

1—e€
y cualquier p > 0; entonces, las trayectorias del sistema
(9) convergen a la variedad (8) en un tiempo finito ty, y
permanecen ahi para todo tiempo futuro sin importar las
perturbaciones e incertidumbres.

La demostracion de la Proposicion 3 se puede realizar de
la misma manera que en la Proposicién 2, tomando en
cuenta la ganancia p como variable en el estado.

4.2 Dindmica durante el modo deslizante

Una vez alcanzada la superficie, la dindmica es colapsada
a vivir sobre la variedad (8), es decir o(z(t)) = 0, para
todo t > ty. A través del método del control equivalente
Utkin (1992), esto es, el control necesario para llevar las
trayectorias a la superficie y mantenerlas ahi para todo
tiempo futuro. Dicho control se obtiene calculando u de
la ecuacién algebraica que resulta de hacer ¢ = 0 de la
ecuacién (11), resultando en:

Ueqg = — m [Cl (Jnfl - enflcl) x1
—Ciren—10] — ¢(t).

Entonces, la dindmica durante el modo deslizante tiene la

formas:

(21)

7101
Ci71+72+1
= (H — A) (Jn—l — en_lCl) 1.

De la ecuacién (22) se puede notar que la perturbacién
¢ no aparece. Esto es debido a que en el sistema (7)
se considera que la perturbacion estd acoplada al canal
de control, aunque la direcciéon del control se desconoce.
Por ello, a pesar de que la incertidumbre I' no esta
acoplada al canal de control (al canal conocido), esta es
sustancialmente diferente a la condicién de acoplamiento
mencionada en Drazenovié¢ (1969).

o= |1—- (Jn—1 — en—1C1) 21,

(22)

Por otro lado, se nota que, debido a la incertidumbre
en la direccién de control, tanto %¥; como s introdu-
cen una perturbaciéon en los valores propios de la ma-
triz (Jp—1 — €n,—1C1). Sin embargo, se puede llegar a la
conclusién de que el caso de que ¢ sea suficientemente
pequena, se puede asegurar que la estabilidad exponencial
del origen se mantiene; esto se resume en el siguiente
resultado.

Teorema 1. Considere el sistema (22), y suponga que se
satisfacen las Hipdtesis 1-2. Suponga que las trayectorias
estdn restringidas a la variedad (8). Si existe una solucion
P = PT >0 de la siqguiente ARE:
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(Jn1 —en1C1) P+ P(Jyy —en 1Cy) + P2
+ (Jn—l - en—ICI)T (Jn—l - en—lcl) = _Q7

para alguna matriz Q = QT > 0, entonces el origen de
(22) es exponencialmente estable.

(23)

Note que, a pesar de ser una clase muy particular de
sistemas lineales, la ARE (23) nos permite caracterizar
los valores de § para los cuales la dinamica restringida
tiene un equilibrio estable. Més aun, dicho valor puede
ser obtenido facilmente mediante métodos numéricos. Sin
embargo, relacionar la matriz I' con la incertidumbre total
A resulta complicado. No obstante, dicha estructura es-
pecifica de sistemas nos permite ver que la incertidumbre
A implica dos restricciones sobre la dindmica de desli-
zamiento: la primera una restriccion de angulo entre los
vectores C1 y 71, y la otra en magnitud entre ambos.

5. EJEMPLO DE SIMULACION

Volviendo al ejemplo motivacional:
&y = —0.023x1 + 22 + g1(u(t) + ©(1)),

iy = —54.24621 + (u(t) + (1)), (24)
y con el cambio de variable z propuesto:
z2=Az+ (e, + 1) (u(t) + (1)), (25)
donde
—0.023 —21.698
an o o] o0

Se parte del disenio de una superficie de deslizamiento
para el sistema nominal 2 = Az + e,(u + (t)), dado

por o = [—0.05 0], lo cual resulta en 1 = 1.2008 y
B2 = 2.5652, tomando los pardametros presentados en
Jesionowski et al. (2023). Siendo asi, la condicién:
_ B
ap = ——>+ = —0.4803 .
' Brer — Ba

Por otro lado, el valor de § resulta de analizar cudndo
la ARE en (23) tiene solucién, por medio de un cédigo
en Matlab®), siendo § = 0.012. Es posible ver que
obteniendo la cota superior de las incertidumbres via las
soluciones de (23), resultan bastante conservadoras con
respecto al analisis en la Proposicién 1.

Las siguientes simulaciones fueron realizadas en Simulink
de Matlab(®) con un tiempo de muestreo de le=* y una
perturbacién de ¢1(t) = 0.1(sin 2t cost). En la Figura 1
se presenta la convergencia de los estados donde podemos
comprobar que para un valor de g1 = —0.4 0 g1 = 9.48 que
pertenecen al rango de estabilidad determinado mediante
@1 se mantiene la estabilidad de la dindmica de desli-
zamiento. Resultados que contrastan con la propuesta
de Jesionowski et al. (2023), ya que comprueban que es
posible disenar un FOSM, las trayectorias convergen a
la superficie en tiempo finito y se garantiza la estabilidad
durante el modo deslizante. Ademads, la regién de estabili-
dad que resulta dependiente del coeficiente de la superficie
puede modificarse por medio de este diseno, el cual sélo
requiere el conocimiento de un sistema nominal.
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Respuesta del Sistema con 219 = —0.1, 2990 = 0
T T T T T T T
0 =i
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Figura 1. Respuesta del sistema y dindmica de desliza-

miento.
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time [s]
Figura 2. Senal de control, g1 = 0.2y g1 = 0.4.
6. CONCLUSIONES

En este articulo se analizé el problema del coeficiente
incierto de control, en el caso de que la direccién del
vector es desconocido. Dicho caso se puede pensar como
una incertidumbre no “acoplada” al canal de control,
sin embargo, se demuestra que es posible estabilizar
el origen del sistema via FOSM sin importar dichas
incertidumbres. Por otro lado, se encuentran condiciones
para mantener la estabilidad de la dindmica durante el
modo de deslizamiento en una clase de sistemas lineales
inciertos, utilizando una ecuacién algebraica de Riccati.
Con ello, el mensaje del trabajo consiste en abrir la
discusion sobre las condiciones de acoplamiento en el
SMC, asi como ampliar la visién de las incertidumbres
y perturbaciones que puedan ser compensadas por él.

Los resultados presentados se verifican utilizando un
modelo de cohete controlado por aleta, demostrando que
el SMC funciona ain en presencia de una incertidumbre
en el coeficiente de control “desacoplada’”.
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APENDICE
Demostracion de la Proposicion 2

Tome en cuenta el lazo cerrado del control (15) en la
dindmica de deslizamiento en (11):
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6 =Cren_10 — (C171+ 72 + 1)(psign(o) — (1))
—(C171 4+ 72)C1(Jn-1 — en—1C1)x1,

y la funcién candidata de Lyapunov W = %0’2. La
derivada de W a lo largo de de las trayectorias de (27)
estd dada por:

dw =

e Cren—10” — (C171+72) (plo| — op(t)+
+0C1(Jp-1 — en,lCl)xl) —plo|+op(t).

De acuerdo con la condicion en la incertidumbre dada en

la Proposicion 2, la siguiente cota se satisface:

aw
— <[Cienroflo| o[ (1 =€) p+|o| (1 — ) o+

(27)

(28)

dt (29)
+e¢|o| |C1(Jn=1 — en—1C1)z1] ,
% <_ \or| (1 B e) (,0 € |01(Jn—11* €n—101)l’1|
~ ¢ (30)
. |01€n,10‘ _ 7)
1 ®)

la cual se prueba negativa si la ganancia p satisface (16)
y (17) para cualquier valor de p > 0 y x; cumple qué
lz1]| < [|z1(0)]]. Ademds, como € debe ser positiva menor

a uno, se satisface que 4V < —|o| (1 — €)p.

Finalmente, se puede obtener t; utilizando el Lemma de
comparacion de Khalil (2002).

Demostracion del Teorema 1

Para el subsistema (22), definamos la candidata a funcién
de Lyapunov V = z¥ Pz, con P = PT > 0. La derivada
de V alo largo de las trayectorias de (22) tiene la forma:

% =27 (Joo1 —en1C)' (1= A) Pay
42T P(I—A) (Jp1 —en1C1) 21 .
Note qué, de la misma manera que se presenta en Petersen
(1987), lo siguiente es verdad con J := J,,—1 — €,—1C1:
2foA Jzr1 < xffPATAle + xipJzjl, (32)
lo que implica la siguiente cota superior,

d
il < 22fsym{J} Py + 2 PATAPzy + 21 7 T 1.

dt
(33)

La Hipdtesis 1 implica que A tiene un valor singular
méximo en 1 (véase Yamamoto and Kimura (1996)) vy,
por lo tanto, podemos acotar como:

(31)

d _
d—‘; < 2zTsym {7} Pzy 4 62T PPz + 2T 7T T2, (34)

A su vez, tomando P como la solucién de (23), implica
qué
dv
o < —21 Q1 < —Amin(Q)||21]> < 0,

lo que concluye la demostracién.

(35)
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